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VORWORT. 

Der zweite Band um&Bt den dritten and vierten Teil der ersten 
Auflage in einer, wie schon der ümfiuig seigt^ ziemlieh eingreifenden 
Neubearbeitang. 

Bei der Darstellong der moAemaÜBAm StaUitik sind swar die 
Grandlinien der ersten Aaflage beibehalten worden; im eimelnea aber 
erfuhr das Kapitel vielfache Umgestaltang. Neben den mathematischen 
Entwicklungen wurde auf die Darlegung der leitenden Gedanken bei 
der Bildung und Beurteilung statistischer Maßaahlen und der Reihen 
solcher Zahlen größerer Nachdruck gelegt; die analytische Darstellung 
decartiger Reihen nach den auf wahrscheinlichkettstheoretischen Be- 
trachtungen beruhenden Methoden, die in neuerer Zeit von englischen 
Statistikern ausgebildet worden sind, ist als SeitenstQck und Ergän- 
zung der KoUektirmaBlehre aufgenommen. Erheblich erweitert ist die 
Behandlung der Sterblichkeitsmessung unter Heranziehung der neueren 
bedeutenden Arbeiten auf diesem Gebiete; der Tafelausgleichung ist 
ein besonderer Paragraph zugewiesen, dessen Inhalt über die Grenzen 
des in der ersten Auflage gebotenen hinausführt Ebenso haben die 
auf die Invaliditlt bezüglichen Untersuchungen eingehendere Würdi- 
gung gefunden. Zu den früheren praktischen Belegen für die vor- 
geführten theoretischen Entwicklmm^ sind zahlreiche neue hinzu- 
gekommen;, manche der früheren Beispiele haben unter Benutaung 
der seither gesammelten Beobachtungen Fortführung bis auf die 
Gegenwart erbhren. Einige Resultate dürften auch selbsttndiges 
Interesse in Anspruch nehmen. 

Eingreifender noch sind die Änderungen in dem die maOiemar 
iiscken Grfmdlagm der Ld)msffer8id^enmg betre£Fenden SchluBteile. 
Den allgemeinen Erwägungen, die der Inangrifhahroe versicherungs- 
technischer Aufgaben vorauizugehen haben, ist ein breiterer Raum 
gegeben. Selbstverständlich fisnden die Rechnungen mit zwei&ch 
abgestuften Sterbetafeln gebührende Berücksichtigung. Die Ver- 
sicherungswerte, bei welchen die Invalidität als maßgebendes Element 
auftritt, sind eingehender dargesteUt. Ein besonderer Ptoigraph ist 
den Durchschnittsprämien gewidmet; er bot Gelegenheit, auch auf 
einige der leitenden Gedanken der Sozialversicherung einzugehen. Auf 
die umstrittene Frage der Bemessung des Deckungskapitals in der 



IV Yorwort 

Lebenfrenicheraiig und die Vonehlige mr Refonn der Prämien- 
r eeei ▼ eberechnnDg ist im Anndilnwie an die noch voriierrschende 
Nettomethode mit einigen AoeflÜinii^jen hingewieeen BesQglicb des 
Bisikoe in der LebensTersiehernng wurde fenuckt, das Verhaltnia 
Bwisehen Theorie und Praxis md^ehst scharf la kennseichnen; auf 
einige der neueren Gedankenbildnngen ist wegen ihres theoretischen 
Interesses in KfirEC eingegangen. 

Die Tafehii daia bestimmt, in die Konstruktion und den Ge- 
brauch statistischer Tabellen einsnfUireo und den Behelf zur ziffer» 
mäftigen Verfolgung der abgdeiteten Formeln m bieteni haben eine 
dem Texte entsprsehende Exginsung erfrhren; bei der Auswahl ist 
darauf Bedacht genommen worden, daS typische Formen und die 
gröfieren Arbeiten dieser Richtung vertreten seien. 

YoUsttndigkeit wurde nicht angestrsbt und wire auch nickt m 
erreiehen; die literarischen Nachweise aber kOnnen als eine Ergln- 
sung hingenommen werden, die den Weg für weitergehende Studien 
»igt. 

QjaxTDMLWALDf 19. Januar 1910. 

DEB VERFASSER. 



BEMERKUNG ZUR DRITTEN AUFLAGE. 

Die gegenwärtigen Verhältnisse haben es nicht gestattet, weiter- 
gehende Umgestaltungen an dieser Auflage rorzunehmen. Doch ist 
außer der Berichtigung wahrgenommener Druckrersehen, soweit es tech 
nisch möglich war, manches entsprechend geftndert und einiges binzu- 
gefClgt worden. 

So liegt denn nunmehr das Werk in dritter Auflage wieder als ein 
ganzes Tor. 

Okigl bei Salzbubo, 15. Februar 1921. 

DER VERFASSER. 
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Vierter Teil. 

Mathematische Statistik. 

I. Abschnitt. Die menscUicIieii Hassenerscheinnngeii. 

§ 1. Mathematisclie Beschreibung statistischer Massen nnd Massen- 
erscheinnngen. Der Wahrsoheinliohkeitsbegriff in der mathematisohen 

Statistik. 

190. Statiatisohe Massen nnd Massenersoheinnngan. Vom 

Standpunkte der Statistik erscheint das einzelne Indimduum lediglich 
als der Träger gewisser Merkmale, Zustände, Zustandsänderangen. 
Durch Zusammenfassung einer Vielheit von Individuen, die in einem 
oder mehreren Merkmalen übereinstimmen, entsteht eine statistische 
Masse. Die Übereinstimmung wird, sofern es sich um quantitativ 
darstellbare Merkmale (z. B. Alter, Dauer eines bestimmten Zustandes) 
handelt, nie eine vollkommene sein, sondern nur in der Einhaltung 
gewisser Grenzen bestehen; bei qualitativen Merkmalen kann sie ab- 
solut oder relativ sein (Geschlecht — Invalidität). Dadurch, daß man die 
Individuen einer Masse entweder nach dem die Masse zusammen- 
haltenden oder nach einem anderen Merkmal, Zustand, untereinander 
vergleicht und differenziert, tritt eine Gliederung der Masse ein in bezug 
auf ihre innere Struktur. 

Die Veränderungen, die eine statistische Masse durch Zu- und 
Abgang von Individuen ihrem Umfange nach und durch Zustands- 
änderungen ihrer Elemente ihrer Struktur nach erfährt, bezeichnet 
man als statistische Massenerscheinungen. 

Wie bei allen Naturerscheinungen, so richtet sich auch bei den 
menschlichen Massenerscheinungen die nächste Frage nach ihrem Ver- 
laufe, also nach ihrer Beschreibung; ihre Erledigung bildet die Voraus- 
setzung für die weitergehende Frage nach deren Verursachung. 

Aufgabe der mathematischen Statistik ist es, Methoden zur zahlen- 
mäßigen Beschreibung statistischer Massen und Massenerscheinungen 
und die Grundlagen zur Kausalitätsforschung im Gebiete der letzteren 
auszubilden. 

191. Statistische Zahlen nnd Zahlenreihen. Bei der zahlen- 
mäßigen Darstellung statistischer Massen und Massenerscheinungen ist 

Gsuber, Wahrscheinliobkoitsreohnmig. IL 2. Aufl. 1 
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zwischen absoluten und relativen Zahlen zu unterscheiden. Absolute 
Zahlen drücken die Umfange von Massen und ihrer Teile aus; relative 
Zahlen werden durch Inbeziehungsetzen absoluter Zahlen gewonnen. 
Die einfachste Form relativer Zahlen sind die VerhaUniszcMen von 
Massenumfangen. 

Ein wichtiges Mittel der Forschung bilden Reihen statistischer 
Zahlen, absoluter oder relativer, deren Glieder untereinander in irgend 
einem organischen Zusammenhange stehen. 

Zur Entstehimg statistischer Reihen gibt zunächst Anlaß die Gliede- 
rung von Massen nach bestimmten quantitativen oder qualitativen Merk- 
malen. Die Gliederung nach einem quantitativen Merkmal und ihre Be- 
schreibungbilden denQegenstsjidder Koüektivinaßlehre{8, den dritten Teil). 
Eine andere Gtittung statistischer Reihen ergibt sich dadurch, 
daß homologe Zahlen, die sich auf scuMich, zeitlich oder räumlich ver- 
schiedene Materien beziehen^ zusammengefaßt werden. Solche Reihen 
dienen dazu, den Einfluß sachlicher Momente, der Zeit und der räum- 
lichen Provenienz auf die Beschaffenheit der Massen und den Verlauf 
von Massenerscheinungen zu untersuchen, und werden dadurch zu einer 
Grundlage der Eausalitätsforschung. 

Einige Beispiele werden die Entstehung statistischer Zahlen und 
Zahlenreihen am besten beleuchten. 

1. Die Masse der Geburten, die in einem bestimmten Gebiete 
innerhalb eines Zeitraumes erfolgen, kann u. a. nach folgenden Ge- 
sichtspunkten gegliedert werden: a) Ob ehelich oder unehelich; b) ob 
lebend oder tot; c) ob männlich oder weiblich. Durch Kombination 
dieser drei Disjunktionen entstehen acht Teilmassen, deren Umfönge 
die absolute Gliederung ergeben. Diese ist zu Vergleichszwecken 
minder geignet als irgend eine relative Gliederung. Eine solche kann 
in der Weise erzielt werden, daß man angibt, wie viele Prozent oder 
PromiUe o. dgl. der ganzen Masse auf jede Kategorie entfallen. Richtet 
sich die Aufmerksamkeit auf die Geschlechtsgliederung allein, dann 
besteht eine vielfach übliche Darstellung darin, daß man angibt, wie 
viel Knabengeburten auf 100 Mädchengeburten in jeder der vier 
Kategorien aus a) und b) im Ganzen entfallen. Nachstehend ist die 
Gliederung der 1905 in Österreich registrierten Geburten in dem eben 
entwickelten Sinne mitgeteUt. 

Absolute Gliedenmg 
Kategorie 

Mftniüich W«iblioh suMmmen 

EheUch, lebend. . . 413,667 393,142 806,809 

„ tot 11,459 8,547 20,006 

üneheUch, lebend . 58,992 55,963 114,955 

„ tot . . ■ 2,359 1,849 4,208 

Im Ganzen 486,477 459,601 945,978 1000 105,9 



Relative 

1000 Gebarten 
entfftllen 


Gliederong 

M entfkllen 
Kiiab«n auf 
100 Mtdohm 


852,9 


105,2 


21,2 

121,5 

4,4 


134,0 
105,2 
127,5 
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2. Die Bevölkerungsmasse; die durch eine Volkszählung erfaBt 
wird, laßt eine um so reichere Gliederung zu, je mehr Daten erfragt 
worden sind, und es ist Sache der Bearbeitung einer Volkszählung, 
die demographisch und verwaltungstechnisch wichtigen GUederungen 
herauszugreifen und darzustellen. Hier sei als Beispiel die Alters- 
gliederung oder der Altersaufbau der Bevölkerung Österreichs nach der 
Volkszählung vom 31. Dezember 1900, getrennt nach dem (Geschlecht, 
absolut und relativ, vorgeführt. 











Relativer Altersaufbau 


Alter 




Absoluter Altenaufban 


in Prosenten 






Minnlleh 


WelbUah 


Kknnlioh 


W«ibUah 


von bis 10 


3,439,327 


3,429,924 


26,76 


25,79 


über 10 „ 


20 


2,609,043 


2,601,067 


19,52 


19,56 


V 20 „ 


30 


2,077,706 


2,124,722 


16,17 


16,98 


;» 30 >7 


40 


1,629,506 


1,690,970 


12,68 


12,71 


„ 40 „ 


50 


1,319,761 


1,373,277 


10,27 


10,33 


„ 50 „ 


60 


995,590 


1,077,344 


7,74 


8,10 


« 60 „ 


70 


603,844 


675,258 


4,70 


5,08 


„ 70 „ 


80 


234,044 


273,547 


1,82 


2,06 


„ 80 „ 


90 


42,146 


49,259 


0,33 


0,37 


„ 90 




1,727 


2,647 


0,01 
100 


0,02 


Tm Ganzen. 


• • 


12.852,693 


13.298,016 


100 



Diese Zahlenreihen geben nur die großen Züge des Altersauf- 
baues, da sie die Bevölkerung nach Altersdezennien zusammenfassen. 
Für manche Zwecke ist eine detailliertere Darstellung, nach einzelnen 
Altersjahren fortschreitend, notwendig. 

3. Die Masse der Todesfälle, die in einer Versicherungsanstalt oder 
in den Anstalten eines Versicherungsgebiets während einer Periode, 
z. B. während eines Geschäftsjahres sich ereignen, können aus mannig- 
fachen Gesichtspunkten gegliedert werden. Eine wichtige Gliederung 
ist die nach Sterbealtem und nach Todesursachen, um den Einfluß 
der hauptsächlichsten Todesursachen (vielmehr Gruppen von solchen) 
überhaupt und in den verschiedenen Altem insbesondere kennen zu 
lernen. Als Beispiele solcher Reihen, die also sacklick voneinander 
unterschieden sind, führen wir hier die absolute und die prozentische 
Gliederung der Todesfälle aus dem Jahre 1905 bei den in Österreich 
tätigen privaten Versicherungsanstalten an. ^) Die mit I bis X bezeich- 
neten Gmppen von Todesursachen beziehen sich auf: 

I. Stoffwechselstörungen und Intoxikationen, 
n. Infektions- und Invasionskrankheiten. 



1) Die privaten Yersicherungsanstalten in den im Beichsrate vertretenen 
Königreichen und Länder im Jahre 1905. Wien, 1909 S. 78—79. 

1* 
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III. Erkrankuagen dea Nerrensystems. 

IV. „ der Atmm^orgsne. 
V. „ „ Zirkolatioiisorgaiie- 

VI, „ „ Verdannogsorgane. 

Vn. „ „ Hamoi^^e. 

Vm. „ „ GesclilechtBorgane. 

IX. Anderweitige ErkrankuDgea. 
X. Gewaltsame ütBachen. 

Absolute Oliederang. 











Todesunache 










z«. 


Ältei 
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U 


UI 


rv 


V 


VI 


Vi! 


Vlü 


li 


1 




80-86 


18 


i\ 


19 


366 


64 


RR 


18 


10 


Hf. 


SO 


681 


36-10 


1.1 


1« 


96 


819 


79 


H.t 


29 


A 


14 


90 


766 


W— « 


U 


4R 


115 


824 


18» 


71 


50 


fl 


67 


72 


987 


16—60 


sa 


84 


160 


809 


171 


«1 


63 


1 


119 


77 


1020 


60-66 


28 


22 


lös 


276 


212 


72 


«fl 


5 


1.11 


18 


1082 


66— GO 


»9 


Ifl 


168 


234 


364 


88 


81 




117 


18 


' 1059 


60—65 


64 


16 


ISl 


179 


926 


68 


61 


4 


166 


17 


980 


66—70 


76 


» 


99 


168 


197 


11 


88 




107 




781 


70-76 


15il 


17 


89 


126 


HS 


16 


81) 




61 




1 811 


76-80 


217 


6 


47 




77 


12 


18 




20 






80-86 


r/V 


St 


19 




SS 


6 


1 


- 


10 


tl 


997 


Aber 86 


69 


8 


10 


6 


6 


8 


1 


_ 


I 


— 


98 


Bninmen 


879 


187 


1181 


2361 


1696 


620 


461 


86 


900 


147 


1 8670 



Relative Qliadenuif;. 



76—90 
80—86 
Aber 86 


141,9 
69,6 
■70,1 


l,S 

0,7 
3,1 


9,7 
6,4 
10,8 


18.0 
13,6 
6,1 


16,0 
12 8 
8,1 


2,5 
IJ 
3,1 


2,7 
l.B 
1.0 


— 


1,1 ! 0,8 li 

1.0 ■ -r 


100 
100 
100 


■ohsttt 


|lO,8 


2,8 


13,8 


87,1 


18.6 


v 


5.4 


0,1 


10,5 ] 6.2 1 


100 



Die vertikalen Reihen, die sich auf einerlei Todesursacke beziehen, 
zeigen sehr Terschiedenen Charakter; die Stoffwechselkrankheiten z. B. 
Teinrsachea die meisten Todesfälle in den hohen Altern, die Krank- 
heiten der Atmimgsorgane (darunter hauptBächlicb die Tuberkulose) 



I. Abschnitt. Die menschlichen Massenerscheionngen. 5 

wirken in allen Altersstufen erheblich, in den jüngeren Jahren stärker 
nsw. Die horizontalen Reihen lassen erkennen , wie sich eine be- 
stimmte Altersklasse den yerschiedenen Todesursachen gegenüber yer- 
hält; es partizipiert beispielsweise die Altersklasse 30 — 35 fast mit 
der Hälfte ihrer Todesfälle an den Erkrankungen der Atmungsorgane, 
während die höchste Altersklasse von den Stoffwechselstörungen am 
stärksten betroffen ist usw. 

4. Als Beispiel statistischer Reihen, die durch das Zeitmoment 
▼on einander unterschieden sind, sei der relative Altersaufbau der 
reichsdeutschen Bevölkerung in den Jahren 1871 und 1890 angeführt.^) 

Alter Uli 1890 

0-5 12,85 13,01 

5-10 11,25 11^19 

10—15 10,39 10,95 

15—20 9,11 9,32 

20—25 8,63 8,61 

25—30 7,82 7,58 

30—40 13,31 12,76 

40-50 10,64 10^38 

50—60 8,35 7,83 

60—70 5,20 5,20 

70—80 2,09 2,36 

über 80 0^6 _ 0,42 

100 1loo 

Hiemach erfuhren die Alter von 20 bis 60 eine Verminderung, 
während die Alter bis 5 und jene von 70 aufwärts eine Verstärkung 
zu verzeichnen haben. 

5. Als Beispiel durch das räumliche Moment unterschiedener 
statistischer Reihen sind nachstehend die relativen Altersgliederungen 
der in dem Zeiträume 1876 — 1885 in Osterreich und der 1875 — 1885 
in Frankreich registrierten Todesfälle angeführt.*) 



All 


Oateireich 


Fnmkieich 


Alter 


(1876—1886) 


(1876—1886) 


1 


318^ 


186,8 


1—5 


167,9 


95,6 


5 10 


46,4 


26,4 


10—15 


18,6 


16,2 


15 20 


20,5 


23,0 


20 30 


48,8 


62,4 



1) L. V. Majr, Bevölkerongsstatistik, 1897, S. 78. 

2) L. V. Mayr, BevölkerungsstatiBtik, 1897, S. 236. 
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A ^ 1 


Oateireich 


Frankreich 


Alter 


(1876—1886) 


(1876—1886) 


30 40 


50,9 


61,8 


40—50 


58,6 


68,6 


50 60 


74,7 


90,4 


60—70 


92,1 


134,5 


70—80 


74,2 


153,1 


80—90 


26,3 


76,6 


aber 90 


2,8 


6,6 



1000 1000 

Der Unterschied beider Reihen ist ein sehr erheblicher und äußert 
sich darin^ daß in Frankreich die jugendlichen Alter wesentlich schwächer, 
die höheren und namentlich die höchsten Alter erheblich stärker an 
den Sterbefallen beteiligt sind als in Österreich. Doch wäre es übereilt, 
wollte man daraus auf den Zusammenhang der Sterblichkeit mit dem 
Alter unmittelbare Schlüsse ziehen. 

192. VerhUtnlBsaJüen. StatiBtisoheWalirsoheinllohkeiten. 
Aus den vorstehenden Beispielen ist schon zu ersehen, daß relative 
Zahlen zu Yergleichszwecken und zur Gewinnimg allgemeiner Ein- 
sichten besser geeignet sind, als absolute Zahlen. 

Unter den relativen Zahlen sind, wie ebenfalls schon bemerkt 
worden, die VerMltniszahlen die einfachsten. Man erhält eine Ver- 
hältniszahl ganz allgemein durch Division der Umfange zweier statis- 
tischer Massen ; für ihre Bedeutung ist die innere Beziehung der beiden 
Massen zu einander maßgebend. 

Von besonderem Interesse und geradezu fundamentaler Wichtigkeit 
ist der Fall, daß die den Zähler bestimmende Masse ein Teil der im 
Nenner auftretenden ist. Hierbei können wieder die Elemente der 
Zählermasse von den übrigen durch ein bestimmtes Merkmal, einen 
Zustand, in dem sie sich befinden, unterschieden sein, oder sie können 
sich von den andern dadurch abheben, daß mit ihnen während einer 
gewissen Zeit eine bestimmte Zustandsänderung vor sich gegangen ist. 

In jedem dieser Fälle bedeutet die Verhältniszahl eine relative 
Häufigkeit, und zwar im ersten die relative Häufigkeit einer Eigenschaft 
oder eines gewissen Zustandes in einem bestimmten Zeitpunkte, im 
zweiten die relative Häufigkeit einer gewissen Zustandsänderung, eines 
Geschehens, während eines bestimmten Zeitraumes, 

Nun kann jeder relativen Häufigkeit der Sinn einer Wahrschein- 
lichkeit unterlegt werden, und nach der Methode, die hier ihrer Be- 
stimmung zugrunde liegt, mag sie als statistische Wahrscheinlidikeit 
bezeichnet werden. Zu dieser äußerlichen Begründung des Namens 
wird sich im weiteren Verlaufe eine tiefergehende Kennzeichnung 
ergeben. Lexis hat die beiden eben erwähnten Formen der statis- 
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tischen Wahrscheinlichkeit als analytische und genetische Wahrschein- 
lichkeit unterschieden.^) 

Vorher mögen sie je an einem Beispiel erläutert werden. Der 
Brnchy dessen Nenner eine Geburtenmenge ausdrückt^ während der 
Zähler angibt^ wie viele dieser Geburten männlich waren^ kann als 
analytische Wahrscheinlichkeit gedeutet werden, als relative Häufigkeit 
der Enabengeburten in der Gesamtmasse. Der Bruch; dessen Nenner 
eine Gesamtheit von Personen eines bestimmten Alters ^ etwa von 
X Jahren, dessen Zähler die aus ihr während des nächsten Alters- 
jahres hervorgegangenen Todesfälle zählt, wird als genetische Wahr- 
scheinlichkeit zu bezeichnen sein, und zwar als Wahrscheinlichkeit, 
mit der die Individuen der Nennergesamtheit das Sterben "v^hrend des 
bezeichneten Zeitraumes zu erwarten hatten. 

. Die Anwendung des Wortes Wahrscheinlichkeit erhält einen 
tieferen Sinn, wenn man auf die Verursachung von Eigenschaften, 
Zuständen und Zustandsänderungen in der menschlichen Gesellschaft 
näher eingeht. Man wird bemerken, daß es neben allgemein wirkenden 
Ursachen, die alle Einzelfälle oder doch die Hauptmasse derselben 
beeinflussen, auch individuelle^ von einem Fall zum andern wechselnde 
Ursachen gibt, daB die Dinge also analog liegen wie bei zufälligen 
Tatbeständen und Ereignissen, die den Gegenstand der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung bilden. 

Man denke beispielsweise an die relative Häufigkeit verheirateter • 
Männer eines bestimmten ehefähigen Alters zu einer bestimmten Zeit. 
Den in dem Lande herrschenden Sitten, der allgemeinen wirtschaft- 
lichen Lage sind mehr oder weniger alle imterworfen; für den einzelnen 
FaU können die mannigfachsten Umstände persönlicher Art bestimmend 
sein. Handelt es sich um die relative Häufigkeit des Sterbens unter 
Personen eines bestimmten Alters während eines Jahres^ so nehmen 
wenigstens bei der Hauptmasse die klimatischen, die sanitären Ver- 
hältnisse des Landes, die allgemeine wirtschaftliche Lage und die 
Abstammung darauf Einfluß; daneben aber spielen allerlei persönliche 
Umstände, wie Lebensführung, erbliche Veranlagung, Beruf u. a. mit 
Es ist nun ganz wohl denkbar, daß sich unter den allgemein 
auftretenden Ursachen solche von dominierender, durchschlagender 
Wirkung befinden und daß hieraus eine gewisse Beständigkeit in den 
zu verschiedenen Zeiten und an verschiedenen Orten oder aus ver- 
schiedenen Gesamtheiten gebildeten Verhältniszahlen entspringt trotz 
des Wechsels, den die individuellen Ursachen im Verlauf der Einzel- 
fälle herbeiführen. Dadurch tritt die Massenerscheinung, die sich aus 
der Vereinigung einer großen Zahl gleichartiger Einzelfälle ergibt, in 
einen fundamentalen Gegensatz zu der Einzelerscheinung, 



1) Abhandl. z. Theorie der Be?ölkeruDgs- und Moralstatistik, 1908, p. 62 n. 84. 
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Wir wollen diese Parallele bis an die äußerste Grenze verfolgen, 
die in solchen zufalligen Ereignissen zu erblicken ist; denen während 
der Verwirklichung Jcanskmte Ursachen zugrunde liegen^ die sich also 
auf ein Bernoullisches Umenschema zurückführen lassen. Für solche 
Ereignisse ist eine Erwartungsbildung bezüglich eines künftigen Massen- 
Verlaufes möglich, und die Erfahrung lehrt, daß diese Erwartungsbildung 
in der Hauptsache durch den wirklichen Verlauf auch bestätigt wird 

Ob es Massenzustände und Massenerscheinungen gibt, die diesem 
Grenzfall völlig analog sind, läßt sich auf spekulativem Wege nicht 
entscheiden. Die oberflächliche Anschauung scheint eher dagegen zu 
sprechen, da sie uns überall und in allem Änderung zeigt; aus- 
geschlossen ist es aber nicht, daß manche Materien sich dem Grenzfall 
nähern. Ohne an dieser Stelle auf eine Prüfung dieser Frage einzu- 
gehen, nehmen wir den in der älteren Literatur, von Laplace und 
Poisson, vertretenen Standpunkt ein, es seien die statistischen Ver- 
hältniszahlen, sofern sie nur den oben ausgesprochenen formalen Be- 
dingungen genügen — eine Forderung, die in früherer Zeit auch nicht gestellt 
wurde — empirische Bestimmungen konstanter Wahrscheinlichkeiten 
oder von Funktionen solcher. Dann lassen sich durch Anwendung der 
Sätze der Wahrscheinlichkeitstheorie mancherlei Fragen erledigen, wie 
dies in den zunächst folgenden Artikeln gezeigt werden wird. 

Als Ergebnis der vorstehenden Betrachtungen sei aber das folgende 
festgehalten. ZmscJien einer statistischen WaJirscheinlichkeit und einer 
Wahrscheinlichkeit a priori, die sich auf eine unveränderlictie Urteils- 
nuUerie stiUd, besteht der wesentliche Unterschied, daß die erstere gerade 
nur jene Materie kennzeichfiet, aus der sie hervorging, und zu begrün- 
deten Erwartungsbildungen nur dann berechtigt, wenn besondere Unter- 
mchungen ihre vöUige oder wenigstens angenäherte Analogie mit einer 
Wahrscheinlichkeit der zweiten Art erwiesen haben. 

Es ist bisher nur von solchen Verhältniszahlen die Rede gewesen^ 
die nach ihrem Bau den Namen einer Wahrscheinlichkeit rechtfertigen. 
Die Statistik bedient sich bei der Kausalitätsforschung noch anderer 
Verhältniszahlen, die aus der Vergleichung von Massen hervorgehen, 
bei denen es an einem solchen organischen Zusammenhange mangelt. 
Lezis nennt solche Zahlen KoordinationsverhaUnisse.^) 

Als Beipiele seien angeführt die Geburtenziffer und die Sterbeziffer. 
Die erstere drückt die auf eine Einheit (1, 100, 1000 o. dgl.) der 
Bevölkerung entfallende Zahl der während eines Jahres beobachteten 
Geburten, die letztere gibt die analoge Zahl von Sterbefällen. Ob 
man die Bevölkerung am Beginn des betreifenden Jahres oder in der 
Mitte desselben nimmt, ein organischer Zusammenhang zwischen den 
in Beziehung gesetzten Massen besteht nicht: denn weder gehen die 



1) Abhandl. z. Theorie der BevOlk.- u. Moraletatifit., 1908, p. S4. 
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Geborten aus der ganzen Masse der Bevölkerung hervor noch stammen 
die Sterbefälle aus der zu Beginn oder in der Mitte des Jahres vor- 
handenen Bevölkerung allein. Beide Ziffern können nur einen all- 
gemeinen Blick auf die Bewegung der Bevölkerung vermitteln, zu 
weitergehenden Schlüssen bieten sie keine Handhabe. Ähnlich verhält 
es sich mit dem Verhältnis der jährlichen Geburten aus einem 
Gebiete zur Zahl der dort geschlossenen Ehen, der Zahl der jährlichen 
Ehelösungen (durch Tod oder Gerichtsspruch) zur Zahl der Ehe- 
schließungen usw. 

188. Wahrscheinllohkeit vorgegebener Grenien einer 
statlstieclien Wahreoheinlichkeit. In einer Masse von s Indi- 
viduen sei ein bestimmtes Ereignis E in m FäUen beobachtet worden, 
während in den übrigen n ^ s — m Fällen das entgegengesetzte Er- 
eignis E eingetreten ist. 

Es ist dann mit der Wahrscheinlichkeit 



hr 



dl 





zu erwarten, dafi die supponierte unbekannte Wahrscheinlichkeit p von 
E zwischen den Grenzen 



w 1 /2mn j m , -\ / 



2mn 



8» 



liege (s. Nr. 106). 

Die Grenzen fallen, von dem Einfluß des Größen Verhältnisses m:n 

abgesehen, um so enger aus, — ist also als eine um so zuverlässigere 

Bestimmung von p zu erachten, je größer s ist. Darin liegt der mathe- 
matische Grund des längst geübten Prinzips, statistische Schlußfolge- 
rungen auf möglichst breite Grundlage zu stellen. 

Man kann — als eine direkte Beobachtung l von p ansehen, 

der die Präzision 



1/ 



«' 



2mn 



zukommt; aus h läßt sich nach den Formeln in Nr. 144 der mittlere 
und der wahrscheinliche Fehler dieser Bestimmung von p ermitteln. 
Beispiel. Von 54391 männlichen Personen, welche durch das 
Alter von 50 Jahren gingen, sind 1049 vor Erreichung des Alters 
von 51 Jahren gestorben.*) Aus diesen Daten ergibt sich für die 
Sterbenstvahrscheinlichkeit der 50-jährigen männlichen Personen die 
empirische Bestimmung 

1) Deutsche Steiblichkeitstafeln etc. 1888, p. 104. 
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m 1049 
8 ^ 64391 ' 

mit dem wahrscheinlichen Fehler 



0,01929 



0,47694 ^ . -ßQ . -1 /2 . 1049 • 63842 ^ rvv\ao7 

r = ^^-^— = 0,47694 |/ ^^^^^ 0,000397 , 

so daß Eins gegen Eins darauf zu wetten wäre, daß genannte Wahr- 
scheinlichkeit zwischen die Grenzen 0,01889 und 0,01969 falle. 

194. Prfifting sweier homologer VerhUtnissahlen auf 
ihre Vemrsaohmig. Zwei Massen von Individuen seien auf dasselbe 
Ereignis J? hin beobachtet worden; die Ergebnisse dieser Beobachtungen 
seien durch die Zahlen 5, m, n in dem einen und durch s', fn\ n' in 
dem andern Falle dargestellt. Daraus sind die empirischen Werte 

1 nt it tu' 

8 ' 8 

4 

der Wahrscheinlichkeiten p, p' abgeleitet worden; dieselben mögen 
die positive DiflFerenz i'— Z =» d ergeben. Wie groß ist auf Grund 
dieser Wahrnehmung die Wahrscheinlichkeit, daß p' >p sei ? 

Setzt man p—p^t und bezeichnet die Fehler von Z, V mit c, b\ 
so ist auch 

V+ 6 - (? + «)- t, 
woraus 

t — d ^ B — 6, 

Es stellt sich also t — ö '^ z als lineare Funktion der unabhängigen 
Fehler £, b dar; infolgedessen unterliegt z dem Gesetz (Nr. 138) 

wenn 

und hj W die Präzisionen der Bestimmungen Z, t sind; nach der vo- 
rigen Nummer ist 

daher 



"1 / 8*8' ' 

^^V 2(V'»mn -^7»mV) ' 



Die gestellte Aufgabe kommt nun darauf zurück, die Wahrschein- 
lichkeit zu bestimmen, daß t positiv, z also zwischen den Grenzen 
— S und CO enthalten sei. Diese ist aber 
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OD 00 —«< 

P = — l'e-'^^dz~.-)= l'e-^dx-1 — \- fe 

v*J yi./ v«J 



wenn man <Z> (}') in der Nr. 78 erklarten Bedeutung gebraucht und 



y =. ^d = d]/-^.-'!^!^,-^ (2) 

setzt. 

Dieses Resultat kann in zweifacher Weise verwendet werden. Die 
eine besteht darin, daß man aus gegebenem d die Wahrscheinlichkeit P 
rechnet; die andere geht auf die Bestimmung der größten Abweichung d 
aus, die zwei empirische Werte noch aufweisen dürfen, ohne daß man 
sich genötigt sähe, verschiedene Grundwahrscheinlichkeiten anzunehmen; 
diese Bestimmung läßt sich jedoch ohne eine willkürliche Festsetzung 
nicht durchführen; man wählt beispielsweise 7/ » 2 oder 7^ = 3 und 
betrachtet das hieraus nach (2) berechnete d noch für praktisch ver- 
vertraglich mit p^p. 

Beispiele. In Paris wurden in dem 40 -jährigen Zeitraume 1745 
bis 1784 beobachtet: 

m = 393 386 Enabengeburten, 
n = 377 555 Mädcbengeburten, 



s = 770941 Geburten überhaupt; 

in London in dem 95 -jährigen Zeitraume 1664 — 1758: 

t»'= 737629 Enabengeburten, 
n'= 698958 Mädchengeburten, 

5=1436587 Geburten überhaupt. 
Daraus berechnet sich 

— ^ 0,51026 oder nahe ?^, *",' = 0,51353 oder nahe ^, 

also -7 =0 d = 0,00327. Wie groß ist auf Grund dieser Beobach- 

tung die Wahrscheinlichkeit, daß in London die Wahrscheinlichkeit 
einer Knabengeburt größer sei als in Paris? 
Aus der Formel (2) berechnet sich 

y = 3,353 

und hieraus mittels (1) nach Tafel I 

P - 0,9999989, 
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so daß die Wahraclieiiiliclikeity es sei dem nicht so^ nnr wenig über 
ein Milliontel ausmacht.^) 

In Osterreich entfielen in dem 17- jährigen Zeiträume 1878 bifl 
1894 Ton 5 = 12695948 ehelichen Lebendgeburten 

m » 6533961 auf Ejiaben, n = 6 161 987 auf Mädchen; 

von s'= 332306 ehelichen Totgeburten 

m'= 191 159 auf Knaben, n'= 141 147 auf Mädchen. 

Daraus berechnet sich 

"* = 0,51465, '^- = 0,57525, 

(j = 0,06060; 

weiter ^^ ==== 49,3; das zugehörige 0{y) ist von der Einheit praktisch 
nicht zu unterscheiden; infolgedessen unterscheidet sich auch P so 
wenig von 1, daß man fast mit Gewißheit aussagen kann, der Knaben- 
geburt liege bei Totgeborenen eine größere Wahrscheinlichkeit zu- 
grunde als bei den Lebendgeborenen. Die Ergebnisse der voraus- 
gehenden zwölflährigen Periode 1866 — 1877 bestätigen dies: hier war 

*" = 0,51548, -~ = 0,57520, 

o 8 

d = 0,05972. 
Man kann die vorstehende Frage auch in anderer Weise erledigen. 
Bezeichnet man die Größe!/- g als den Modul der betreffenden Be- 
obachtungsmaterie ^), und betrachtet man T 31/ -^*^ als die äußersten 

Grenzen der Abweichung — es kommt ihnen die Wahrscheinlichkeit 
0,99998 zu — , so ergibt sich für jede der zu vergleichenden stati- 
stischen Wahrscheinlichkeiten ein Intervall, innerhalb dessen sie mit 
der angegebenen Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist; liegen diese Inter- 
valle getrennt, so darf man auf verschiedene Verursachung schließen^ 
sind sie übergreifend, so erscheint es zweifelhaft, ob verschiedene TJr- 
sachenkomplexe zugrunde liegen. Diese Schlußweise wird allerdings 
häufig auch auf Verhältniszahlen angewendet, denen nicht streng der 
Charakter von Wahrscheinlichkeiten zuerkannt werden kann, z. B. auf 
Sterbeziffern. So beurteüt beispielsweise A. Tschuprow*) die all- 
gemeine Sterblichkeit zweier Orte nach diesem Verfahren. Im Jahre 
1897 starben 



1) Vgl. Laplace, Theorie analyt., Art. 29. 

2) Schmollers Jahrb. der Gesetzgebuiig ubw., 29 (1905), p. 54. 
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in Wien von 1558129 Einwohnern 33181, 
„ Prag „ 193097 „ 6392; 

die Sterblichkeitspromille betragen 21, bzw. 31, liegen also beträcht- 
lich anseiDander; ihr dreifacher Modul ist 0,51, bzw. 1,68, das Inter- 
vall im ersten Falle 20,49, 21,51, im zweiten FaUe 29,32, 32,68; da 
beide getrennt liegen, ist auf ungleiche Intensität der Sterbeursachen 
in Wien und Prag zu schließen. 

196. Koi^ektiiralreohniingen. Die in früherer Zeit fest- 
gehaltene Vorstellung von der Unveranderlichkeit statistischer Yer- 
hältniszahlen hat dazu geführt, aus der einmaligen Kenntnis solcher 
Zahlen auf künftige Gestaltungen zu schließen. So suchte Laplace^ 
nachdem er aus Beobachtungen in einer großen Anzahl über das 
ganze Land verteilter Gemeinden die Geburtenziffer^) bestimmt hatte, 
aus den auf ly, Millionen geschätzten Geburten des ganzen Landes 
dessen Gesamtbevölkerung zu ermitteln, wobei er in strenger An- 
wendung der Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung auch deren 
äußerste Grenzen feststellte. 

Die theoretische Grundlage solcher Rechnungen besteht in Folgen- 
dem. Von s beobachteten Einzelfällen haben m Fälle den Verlauf JS, 
n ^ s — m den entgegengesetzten Verlauf genommen. In einer zweiten 
Beobachtungsreihe sei bloß die Zahl m' der Wiederholungen von E 
erhoben worden. Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß 
die zugehörige Zahl n' innerhalb bestimmter Grenzen liege. 

Die wahrscheinlichste Bestimmung von n' ist 

Bezeichnet man die dem Eintreffen von E entsprechende Wahr- 
scheinlichkeit mit Py so ist 

jp == _ + f = _ + £ (2) 

zu setzen, wenn € den der ersten, s' den der zweiten empirischen 
Bestimmung von p anhaftenden Fehler bedeutet. Hieraus ergibt sich, 
wenn für s' die Summe m'-f-w' eingeführt wird: 

1) Wie es um die yorausgesetzte Konstanz dieser Ziffer bestellt ist, mag 
daraus erschlossen werden, daß Laplace (Theorie analjt. d. probab., Art. 31) sie 
mit 85,26983 bestimmt hatte (aus dem Zeitraum 1799 bis 1802), während sie aus 
den Zeitperioden 1865—69, 1876—80, 1887—91 mit 25,9, 25,4, 28,0 angegeben 
wird (pro 1000). — Zur Kennzeichnung der örtlichen Schwankungen der Geburten- 
ziffer sei angeführt, daß ihr Wert 1900 in 58 Städten und Gemeinden Österreichs 
mit mehr als 15 000 Einwohnern um die Mitte des genannten Jahres sich bei 
einem Durchschnitt von 30,2 zwischen den Extremen 11,1 (Olmütz) xmd 49,5 
(Dzohobjcz) bewegte, bei Zählung der Lebendgeburten allein. Statist. Monats- 
schr., Wien 1901, p. 91. 
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und weiter durch Entwicklung nach £, e, wenn man bei den Gliedern 
ersten Orades stehen bleibt: 



, , »"m' , 8*m' , 

" m I» ' 



il*«' otr ' 



woraus 

/ f 8'm , 8'm , 

W — flo = iET =» — ,-£ + -~T^ • 

** iw m 

Es stellt sich also der Fehler e in der Bestimmung n^ als eine lineare 
Funktion von e, b' dar; sein Gesetz ist daher nach Nr. 138 



wenn 
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Ä'» 



ist; dabei ist A die Präzision der ersten^ K die Präzision der zweiten 
Beobachtungsreihe, also 

wenn man bei der Berechnung von V statt n'y s' deren wahrschein- 

lichste Bestimmunfi^en — , — verwendet. Hiemach ist 

" m ' m 



Es besteht also die Wahrscheinlichkeit 

^ - fJ ''"""- riß" "-"'■'^ (*) 

-j 

dafür, daß die Differenz w' — n^ zwischen die Grenzen — g und + -^ 
oder daß n' zwischen die Grenzen 

tim;_ -[/2 gnw^"(m-fmO ^^j nm' -|/2gnm^( m-f mQ ,gN 

&lle. 
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Man kann von diesen Formeln in yerschiedener Weise Gebraach 
machen: Einmal, um zu einer gegebenen Wahrscheinlichkeit P die 
zugehörigen Grenzen der Bestimmung (1), dann aber auch, um die 
äußersten Grenzen dieser Bestimmung in dem Sinne einer sehr hohen 
Wahrscheinlichkeit des Zutreffens (etwa mit y '^S) zu rechnen. 

Wäre y die Größe, um welche gefragt wird, so hätte man dafür 
die wahrscheinUchste Bestimmung 

während sich aus dem Ansatz (2) ergibt: 



./ 



sm 



8 



h« — e IH a £ 

« ' mm 



durch Entwicklung nach b, b' mit der gleichen Beschränkung wie 
vorhin wird 



««m' . «»m' 



" m m* ' 



so daß genau wie im vorigen Falle 

" m* ^ m* ^ 

es gelten also auch hier die Resultate (3) bis (5). 

Feispiel. In dem Zeiträume 1866 — 1877 sind in Österreich 
registriert worden: 

m» 4311076 männliche, 
n ^ 4052 193 weibliche, 

s » 8363269 Lebendgeburten überhaupt; 

wären in dem darauffolgenden Zeiträume 1877 — 1894 nur die 

9n'"» 6533961 männlichen Lebendgeburten 

verzeichnet worden, welcher Schluß wäre daraus auf die Zahl n' der 
weiblichen Lebendgeburten zu ziehen? 
Ihr wahrscheinlichster Wert wäre 

n' = !^== 6141587, 

" m ' 

die äußerste, mit y = 3 gerechnete Abweichung, der die Wahrschein- 
lichkeit 



•P - *(3) = 0,9999779 - 1 -7e|j 



46260 

zukommt, betragt 
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3T/2«nm(m + «0 _ 23226 



es ist also mit der eben angegebenen^ sehr großen Wahrscheinliclikeit 
zu erwarten^ daß vi über^das Intervall 

6118361 bis 6164'813 

nicht hinausfallen werde; tatsächlich ist der beobachtete Wert von n', 
nämlich: 

6161987, 

in diesem Intervall enthalten. 

Wiederholt man dieselbe Konjekturalrechnung für den Zeitraum 
1895—1905, wo 

fw'= 5374573 

war, so findet man 

no'- 5051852 

mit der zu y =- 3 gehörigen Abweichung 

19908, 

also mit den Grenzen 5041944 und 5071760; hier aber fallt der 
wirklich beobachtete Wert 

n'= 5084067 

aus dem Intervall heraus (vgl. hierzu Nr. 206, b.). 

196. BeBohreibnng von lEaBsengestaltiiiig«!! und ICasaeii- 
ersoheiniingexL. Die Statistik bedient sich bei der Beschreibung, 
bei der vergleichenden und schließlich bei der Kausalitätsforschung 
je nach der Natur des Gegenstandes und nach dem verfolgten Zweck 
der absclutenj der relativen Zalden und der MiMdwerie. 

Durch die absoluten Zahlen werden Massenumfänge und absolute 
Gliederungen in bezug auf irgend ein Merkmal heterogener Massen 
dargestellt. Es sind demnach Einzelzahlen und Reihen absoluter 
Zahlen zu unterscheiden. Die Einzelzahl konstatiert lediglich eine 
einzelne Tatsache und gibt daher zu weiteren Erwägungen keinen 
Anlaß; anders steht es um Reihen von Zahlen, über die weiter unten 
noch gesprochen werden wird. 

Relative Zahlen drücken Verhältnisse von Massenumfängen aus. 
Eine einzelne Verhältniszahl stellt wieder nur eine einzelne Tatsache 
fest, zwei homologe Verhältniszahlen geben schon Anlaß zur Ver- 
gleichung und Reihen solcher Zahlen können die Grundlage ffir 
mancherlei Fragestellungen bilden. 

Ein vielgebrauchtes Mittel zur zusamwenfassenden Darstellung von 
Reihen absoluter und relativer Zahlen besteht in der Bildung von 
Mittelwerten. Hat auch der Mittelwert in manchen Fällen eine prak- 
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tische Bedeatung^ so bildet er doch ftlr sich allein eine unzureichende 
Beschreibung der Reihe und man sucht ihn daher durch verschiedene 
Angaben zu er^nzen; so gibt man häufig neben einem bestimmten 
Mittelwert auch den Spannrahmen der Reihe an, der durch die ex- 
tremen Glieder gebildet wird, oder man beschreibt ihre Gestaltung 
in noch eingehenderer Weise durch Angabe einer reduzierten ^Ver- 
teilung (Nr. 177). 

Aus der unübersehbaren Menge möglicher Mittelwertbildungen 
finden in der praktischen Statistik nur einige wenige Anwendung 
und selbst die theoretische Statistik geht über diese nicht wesentlich 
hinaus. 

Der am häufigsten gebrauchte Mittelwert ist das arithmetische Mütd, 
das einfache und das gewogene-^ es wird auch als Durchschnittswert 

der Reiheuglieder bezeichnet. Sein Bildungsgesetz ist durch — , bzw. 

~~ ausgedrückt, wenn a die Reihenglieder, n ihre Anzahl, p ihre Ge- 
wichte sind; seine wesentlichen mathematischen Merkmale sind in 
den Ansätzen: 

[(w — a)*] ein Minimum, [w — a] — 0, 
bzw. 

[p{m-ay] „ „ Yp{m-a)'\^0 

enthalten. Bei absoluten Größen wird in der Regel das einfache 
Mittel in Betracht kommen, bei relativen Zahlen das gewogene Mittel, 
weil einer Yerhältmszahl ein Gewicht zuzuschreiben ist, bestehend in 
der ihren Nenner bildenden Zahl. Wird z. B. nach der durchschnitt- 
lichen Zahl jährlicher Geburten eines Zeitraumes gefragt, so ist die 
Antwort durch das einfache arithmetische Mittel zu geben (um ein 
solches handelt es sich auch dann, wenn nicht die jahrweisen Ge- 
burtszahlen, sondern nur die Gesamtzahl gegeben ist); fragt man hin- 
gegen nach der durchschnittlichen Geschlechtsgliederung, wie sie sich 
aus einer Reihe Jahrweiser Gliederungen ergibt, etwa in dem Sinne, 
daß man die Gliederung durch den Quotienten aus der Zahl der 
Knabengeburten durch die Gesamtzahl der Gebomen ausdrückt, so 
kann die Antwort nicht durch das einfache Mittel der jährlichen 
Gliederungszahlen gegeben werden, erfolgt vielmehr durch das im 
obigen Sinne gerechnete gewogene Mittel, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, daß man die sämtUchen Eoabengeburten einerseits und die 
Gesami^eburten anderseits zusammenfaßt und aus beiden Summen den 
Quotienten bildet. 

Ein anderer vielfach verwendeter Mittelwert ist der ZevU/ralr oder 
Medianwert. Sowie das arithmetische Mittel die Mitte einnimmt in 
bezog auf die Größe der Glieder, so zeichnet sich der Zentralwert 

Csuber, Wahxvoheinliohkeitsreohnaxig. IL S. Aufl. 2 
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durch seine mittlere Lage unter ihnen aus^ indem ebenso viele unter 
ihm wie über ihm liegen; er ist sonach ein Positionsmittelwert, nicht 
abluuigig Yon den Einzelwerten der Glieder. Das ihn kennzeichnende 
analytische Merkmal ergibt sich durch folgende Betrachtung. Ist z 
eine Variable, die sich zwischen die äußersten, somit auch zwischen 
zwei aufeinander folgende Glieder a^^, a^^^ der steigend geordneten 
Wertreihe ci\y o^y - CLn einstellt, und ist weiter 

die Summe der absoluten Abweichungen der einzelnen Glieder von z^ 
so ändert sich Z, wenn z um dz variiert, ohne das Intervall (a^^, 0*^.1) 
zu verlassen, um 

dZ= (2Ä; — n)d^; 

dies ist negativ bei ä;<— , positiv bei k> - und =0 bei ä = — ; 

M £ ft 

bei ungeradem n wechselt also dZ sein Vorzeichen an der Stelle 
^ — ^«+i> ^®^ geradem n bleibt es im Intervall /a^, a, \ Null, ist 

links davon beständig negativ, rechts beständig positiv. Im ersten 
Falle kommt also dem Werte a„+i, im zweiten Falle jedem Werte aus 

la^y a^ \ die Eigenschaft zu, daß in bezug auf ihn als Ausgangs- 
\ 1 T^v 
punkt Zj d. i. 

[ I ;ef — a I ] ein Minimum 
ist. 

Ein anderer Positionsmittelwert, dem in vielen Fällen eine Vor- 
zugsstellung einzuräumen ist, ist der dichteste Wert (Nr. 178, 181). 
Bei sehr vielen, namentlich bei gliederreichen statistischen Reihen tritt 
an einer Stelle mehr oder weniger deutlich eine Verdichtung ein, ein 
Hindrängen nach einem Werte , den man daher als den dichtesten 
bezeichnet. Insofern die betreffende Erscheinung die Tendenz zeigt, 
diesen Wert am häufigsten hervorzubringen, nennt man ihn auch den 
typischen oder normalen Wert der betreffenden Größe. Bei Zahlen- 
reihen, die sich auf heterogen zusammengesetzte Massen beziehen, 
kann das Verhalten der komponierenden Massen in der gerade unter- 
suchten Richtung ein so verschiedenes sein, daß jede ihren besonderen 
dichtesten Wert ausbildet, so daß deren mehr als einer erscheinen; 
doch gehört ein solches Verhalten zu den Ausnahmen. 

Die Berechtigung des dichtesten Wertes beschränkt sich auf ab- 
solute Zahlen, welche die Bedeutung quantitativer Individualdaten der 
Elemente einer Masse besitzen, und auf solche Verhältniszahlen, die 
mit einem und demselben Nenner gebildet, also von gleichem Gewicht 
sind; denn im andern Falle kann die Ungleichheit der Gewichte eine 
wesentliche Verschiebung in der Bedeutung der Einzelglieder bewirken. 
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Außer den genannten gibt es noch viele andere Mittelwerte^ die 
aber för statistische Zwecke kaum eine ernstliche Bedeutung haben: 

so das geometrische Mittel 1/77^,; das harmonische Mittel rfn^ 

L'ö'J 

das antiharmonische Mittel K--rj bei theoretischen Untersuchungen 
spielen noch die Potenzmittel 1/^^ eine Rolle, unter diesen ins- 
besondere das quadratische Mittel 1/!^^ (Nr. 183).^) 

An diese Darlegungen möge eine Betrachtung über die Beschrei- 
bung menschlicher Massenerscheinungen durch Zahlen mit verglei- 
chenden Blicken auf die übrigen Naturwissenschaften angeschlossen 
werden. 

Die Physik (und auch die Chemie) erkennt einen wesentlichen 
Teil ihrer Aufgabe in der Feststellung sogenannter Konstanten, das 
sind Zahlen, welche von Ort oder Zeit oder von beiden unabhängig 
eine gewisse definitive Bedeutung für die Natur besitzen. Aber selbst 
hier darf die Bezeichnung „Konstante'' nicht ohne Kritik hingenommen 
werden. Wenn z. B. die verschiedenen Stoffe durch ihr spezifisches 
Gewicht gekennzeichnet werden, so kommt dieser Zahl, selbst ab- 
gesehen davon, daß ihre experimentelle Bestimmung die Mängel einer 
solchen an sich trägt, ebensowenig eine definitive Bedeutung zu, als 
dem Namen des Stoffes eine einheitliche Bedeutung zuerkannt werden 
kann: wir können für den Begriff „Eisen'' nur verschiedene materielle 
Vertreter au&tellen und diese stimmen in ihren Merkmalen, darunter 
auch das spezifische Gewicht, keineswegs überein. Ein anderes Bei- 
spiel: als Ausdruck der an einem Orte herrschenden Gravitation kann 
die (Sekunden-) PendeUänge daselbst genommen werden, und man ist 
gewohnt, in ihr eine Konstante des betreffenden Ortes zu erblicken, 
abweichende Bestimmungen auf Rechnung unvermeidlicher Beobach- 
tungsfehler zu setzen; aus diesem Gesichtspunkte mißt man, und nicht 
ohne gewisse Berechtigung, einer neueren Bestimmung erhöhten An- 
spruch auf Geltung bei. Bedenkt man aber, daß die Gravitation von 
der Massenverteilung im Welträume und, in unserem Beispiel, haupt- 
sächlich von der Massen Verteilung der Erde abhängt, so wird man an 
der Frage nicht vorbeikommen, ob zwei abweichenden Bestimmungen 



1) Für die arithmetische Theorie der verschiedenen Mittelwerte sei ver- 
wiesen auf A. Messedaglia, Calcul des valeurs mojennes, Annal. d. D^mogr. 
internal IV (1880), p. 387—422. Über die statistischen Mittelwerte und Ver- 
hältniszahlen, ihre praktische Bedeutung, die Voraussetzungen ihrer Verwend- 
barkeit fOr die Kausalitätsforschung vgl. man die Monographie von F. 2izek, 
Die statistischen Mittelwerte, Leipzig 1008. 
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der Pendellänge an demselben Orte auBer Beobachtungsmängeln nicht 
auch innere Yerschiedenheitsursachen zugrunde liegen. Zu einer ahn- 
lichen Betrachtung gibt die Lotrichtung Anlaß, die man durch die 
Polhöhe miBt; hier haben neuere Untersuchungen in der Tat dazu 
geführt^ daß zeitlich verschiedene Messungen der Polhöhe an dem- 
selben Orte nicht ans dem Titel der Beobachtungsfehler allein , son- 
dern auch infolge kleiner Schwankungen der Beziehungsrichtung, der 
Erdachse, zu abweichenden Resultaten führen können. 

So erweisen sich denn die physikalischen Eonstanten bei näherer 
Prüfung nicht als absolut feststehende Zahlen; nur ist der Bereich 
der möglichen oder der experimentell ermittelten Werte zumeist ein 
so enger, daß man, wenigstens soweit es sich um praktische Zwecke 
handelt, ohne Bedenken von eigentlichen Konstanten sprechen kann. 

Da entsteht denn die Frage, ob man in don Gebiete der Natur- 
wissenschaften, das den Menschen zum Gegenstände hat, und dazu 
gehört auch die Statistik, wenigstens in dem beschränkten Sinne der 
Physik die Existenz von Eonstfmten annehmen und erweisen kann. 

Bei der Beurteilung menschlicher Massenzustände und Massen- 
erscheinungen unter dem Gesichtspunkte dieser Frage wird man auf 
deren Verursachung besondere Rücksicht zu nehmen und zwischen 
inneren und äußeren Ursachen zu unterscheiden haben; unter den 
ersteren werden solche zu verstehen sein, die im Bau, in der Ver- 
anlagung des Menschen, in seinen physiologischen Funktionen gelegen 
und der Beeinflussung von außen mehr oder weniger vollständig ent- 
zogen sind; unter den letzteren die Einflüsse klimatischer, sozialer 
Natur und die Betätigungen des Eigenwillens. Von vornherein wird 
man die Existenz von Konstanten eher in solchen Erscheinungen zu 
erwarten und zu suchen haben, die, soweit man wenigstens sehen 
kann, nur durch innere Ursachen bestimmt sind; während man bei 
Erscheinungen, auf deren Verlauf auch äußere Umstände Einfluß 
nehmen, auf Zahlen von allgemeiner, von Zeit und Ort unabhängiger 
Bedeutung ebensowenig rechnen wird, als man auf eine Beständigkeit 
dieser Umstände oder auch nur auf die Wiederkehr gleichartiger Kom- 
plexe von Umständen zählen kann. Die Verschiedenheit nach gleichen 
Regeln gebildeter Zahlen ist auf dem Gebiete der Erscheinungen der 
zweiten Art der Anstoß zur Kausalitätsforschung, indem die Ver- 
schiedenheit der Zahlen ein Symptom für die Verschiedenheit in der 
Verursachung bildet. 

Aber auch bei den Erscheinungen der erstbesprochenen Art darf 
man nach den bisher gewonnenen Erfahrungen den Nachweis von 
Konstanten allgemeiner und definitiver Bedeutung kaum erwarten. 
Ein Vorgang, der nach dem Stande unseres Wissens nur von inneren, 
von physiologischen Ursachen abhängt, ist die Geschlechtsdeter- 
minierung. In der Tat wird später gezeigt werden, daß sich in der 
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GeBchlechtsgliederong der Neugebomen eine Zahl nachweisen läBt, die 
in einem gewissen^ mathematisch festgestellten Sinne auf eine Kon- 
stante hinweist; aber nicht auf eine Konstante von definitiver, von 
Zeit und Ort unabhängiger Größe; vielmehr wechselt ihr Wert nach 
Ort und Zeit in einem wenn auch geringen Grade und ändert sich 
auch bei Sonderung der Geburten nach gewissen natürlichen Merk- 
malen. In der Zahl der Geburten, die durchschnittlich auf eine Ehe 
aus einer großen Masse beobachteter Ehen entfallen, wird man auf 
den ersten Blick ein statistisches Element erblicken, das sehr beträcht- 
lich unter dem Einflüsse äußerer Ursachen steht (klimatische, wirt- 
schaftliche Verhältnisse, Kulturgrad u. v. a.); dagegen wäre man ge- 
neigt, in der Zahl, die den Anteil der unfruchtbaren Ehen in einer 
umfangreichen Masse von Ehen ausdrückt, die empirische Bestimmung 
einer Konstanten zu vermuten, so lange man die Ursache der Un- 
fruchtbarkeit lediglich in physiologischen Verhältnissen der beiden 
Geschlechter glaubt erblicken zu sollen; die neuere Forschung hat 
aber diese Vermutung widerlegt^), hat beträchtliche Unterschiede in 
jener Zahl je nach der Ortlichkeit und nach der Zeit aufgezeigt und 
damit erwiesen, daß die Sterilität auch äußeren Einflüssen unter- 
worfen ist. 

Man wird also kaum fehlgehen mit der Behauptung, daß es in 
der yyPhysik der Menschheit'' außer den abscluien Konstanten, die sid^ 
auf den äußeren Bau des Menschen, d, i, auf die Zahl der verschie- 
denen Orgcme (Äugen, Ohren, Hände, Füße, Finger, Zehen) beziehen 
und ton Individuum eu Individuum diesdben bleiben — jede Ab- 
weichung davon ist ein Natur spiel, eine Monstrosität — -, andere Kon- 
stanten von definitiver Bedeutung nicht gibtJ) 

Es hat den Anschein, daß den unwandelbaren Gesetzen, welche 
die leblose Natur beherrschen, bei der Menschheit die Anlage zur 
fortschreitenden Entwicklimg gegenübersteht. 

197. AnalytlBolie Darstelliing statistisoher Beihen. Eng- 
lische Statistiker, allen voran K. Pearson') und Edgeworth, haben in 
jüngster Zeit Methoden zur formelmäßigen Darstellung statistischer 
Beihen ausgebildet, in denen sie eine der mathematischen Grundlagen 
der Entwicklungslehre erblicken. Die einer solchen Formel ent- 
sprechende Linie, als Häufigkeitskurve bezeichnet, gibt dann ein Bild 
des Gesetzes, nach welchem das betreffende statistische Merkmal ver- 
teilt ist, oder nach welchem die zugrunde liegende Massenerscheinnng 
verläuft. Es handelt sich also im wesentlichen um dasselbe Problem, 



1) A. N. Eiaer, Statist. Beitiilge zur Beleuchtung der ehelichen Fruchtbar- 
keit. Christiania, 1903—05. 

2) Man vgl. hierzu L. y. Bortkiewicz, Die statistischen Generalisationen. 
Bivista di Scienza „Scientia", vol. V (1909). 

3) Philos. Trans. London 186 (1896), I. A. 
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mit dessen Lösung sich die EoUektivmaBlehre beschäftigt. Der Weg 
aber, der dabei eingeschlagen wird^ ruht auf dem Boden der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung und geht von folgender Erwägung aus. 

Die Glieder der Binomialentwicklung * (y + y) ' ^^ * ^^^^ Kon- 
stante bedeutet; schließen sich bei einigermaßen großem n eng an 
eine Exponentitdkurve y »- ce"**^ an, die als ttarmdle Häufigkeitskurve 
erklärt wird und die Häufigkeit im Auftreten der Spezialwerte einer 
Größe zum Ausdruck bringt^ auf die eine große Zahl variierender 
Ursachen einwirkt, deren jede mit gleicher Wahrscheinlichkeit ver- 
mindernd wie vergrößernd in einem bestimmten kleinen Außmaße 
wirken kann. Verallgemeinert man den Gedanken in dem Sinne, daß 
man die beiden Wahrscheinlichkeiten ungleich groß voraussetzt, so ist 
zu erwarten, daß die Binomialentwicklung x(j> + qy sich einer Kurve 
nähern werde, welche die Häufigkeit der Spezialwerte darzustellen ge- 
eignet ist in den Fällen, wo die Verursachung eine minder einfache 
ist, wo beispielsweise die Wahrscheinlichkeit vergrößernder Elementar- 
wirkungen jene der vermindernden übertrifft; die für die normale Ver- 
teilungskurve charakteristische Eigenschaft der Symmetrie wird sich 
hier nicht einstellen, die Kurve wird geeignet sein, asymmetrische 
Reihen zu erfassen. 

Die Durchführung dieses Gedankenganges gestaltet sich wie folgt. 

Man konstruiere ein Polygon durch Auftragen der Glieder von ^(ö-+ v) 

in Abständen von der ^Größe c. Dann gehören zu den Abszissen 
x^=^ rc und a:^+i= (r+ l)c die Ordinaten 

n{n — 1) • • • (n — r 4- 2) / 1 



n( n^l).-.( n-r-f 2) M \ n 
*''•■" 1 2 • . (r — 1) \ 2 / 

s, _ V ** (^ - ^) • " (n — r + 1) (l\ n 
yr^i — ^- l.2...r V2/' 



aus denen sich der Ausdruck konstruiert: 



iiyr + l + Vr) 



n-r + 1 

r n — 2r+l nc — (r + r + l)c + 2c (w + 2)c — («^^^ ^i 



setzt man a?/ — ^^ ~" yC^ — 2)c und zur Abkürzung Y(n + l)c* == <y*, so 
hat dieser Ansatz folgenden Inhalt: 
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Neigong 'des Polygons 2xx Mittlere Abszisse 

Mittlere Ordinate 2 a* 

Stellt man den gleichen Aaedmck fQr die Kurve y ^y^e ^^ her, 



X -^Zi X 



wobei die Neigung durch y' = ^y^e *''' = ^y zu ersetzen ist, 

so ist auch hier 

Neigong der Kurve 2 a? x Abszisse 

Mittlere Ordinate 20* 

Man kann demnach durch entsprechende Wahl von y^ und 6 die 
Normalkurve dem Polygon so nahe bringen als man wiU, ohne die 
Hypothese eines unbegrenzt großen n zu brauchen. 

Bei der asymmetrischen Binomialentwicklung x{jp + q)^ führt die 
gleiche Rechnung zu folgenden Ansätzen: 

n( n-l)-.(n-^r + 2) ^,,^, , 
yr-^ 12. (r-l) ^ ^ ' 

n(n— !)• • (n — r 4- 1) «_^ - 

Vr + l^—yr 
C 
1 



2 



{Vr^l + Vr) 



(n ^ r + 1) — — r ^ {n^^l+S} ^ — ^ A X(n+ 1) — r(X+ 1) 

""l/^rZ^ + il + X" c(n-r + l)X + r"" c l(n + 1) + r(X+ l) ' 

dabei ist — » iL gesetzt worden; schreibt man weiter 

^r^\-^{^r^l + ^r) " yC^^ + 1), 

80 nimmt die Relation die Gestalt an: 



^xy^^ 1 "* c 



X(n+l)-(X + l)(-^-y) 



l(n + 1) + (1 



2 «C + l)— T-+2 



c 






i 



24 Vierter Teil. Mathematische Statintik. 

und weiter nach der Verschiebung «^^i. = a;r+A~('ä""^*(**^" ^))*' 



^Vr 



= _2 . * 



^«•yr+ \ <r(»+i)«' + (p-3) {c*V+ »^ + c'«(« + 1)} 






P— « ''+1 



schließlich mit den Abkürzuncren -, r- = r, — ^ =- a: 

_ ____^__ ^p^ ^^s • 

geht man von der Differenzen- zur Differentialgleichung 

dy ^ yx 

ydx a-\-x 

über, so führt die Integration auf 



a^y 



woraus 



y=«yo(l+-Jp")'' (1) 

folgt. 

Pearson bezeichnet diese Kurve als |nicht genügend allgemein, 
weil sie in der einen Richtung bei x = — a abgeschlossen ist, in der 
anderen aber ins Unendliche verläuft. Und doch gebe es viele Falle, 
wo von vornherein klar ist, daB die Ausdehnung eine begrenzte sein 
muß, und wenn man sie auch a priori nicht kennt, so ist man doch 
von ihrer Existenz überzeugt imd muß sie als eine aus den Beobach- 
tungen selbst zu bestimmende Größe betrachten ebenso wie den Mittel- 
wert. Außer physikalischen Beispielen führt er auch bevölkenmgs- 
statisti^che als Beweis an, so die folgenden: Ordnet man in einem 
bestimmten Gebiete die Geburten eines Jahres nach dem Alter der 
Mütter, so wird die Kurve der Geburtenhäufigkeit begrenzt sein einer- 
seits durch das Pubertätsalter, andererseits durch das Klimakterium, 
die nicht unbegrenzt den Jahren der Kindheit und des Greisenalters 
genähert werden können. Ebenso existiert bei Sterblichkeitskurven 
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eine yollkommen klare untere Altersgrenze und es sei höchst wahr- 
scheinlich, daß auch eine obere existiert, und diese könne nur aus 
dem statistischen Material selbst abgeleitet werden. Ein Mann von der 
heutigen Organisation mag fähig sein, 120 Jahre zu leben, wir über- 
schreiten aber die momentan herrschende Lebensmöglichkeit, wenn 
wir das Grenzalter bis 200 hinausrücken Durch diese Erwägung er- 
scheine die Normalkurve von manchen statistischen Materien theoretisch 
ausgeschlossen, und wenn auch zugegeben werden müsse, daß für 
manche praktische Zwecke begrenzte Kuryen ganz wohl durch unbe- 
grenzte, also insbesondere unter Umständen durch die Normalkurre 
oder die Kurve (1), ersetzt werden können, so gehe dies in vielen 
Fällen nicht an und es können mitunter begrenzte Kurven Aufschluß 
geben über die mögliche Ausdehnut^^ also über die Greneen der Er- 
scheinung, und das sei an sich von großem Wert. 

Mir will scheinen, als ob Pearson in diesem Punkte seinen 
Formeln zu viel zutrauen und den berechneten Ghrenzen einer statistischen 
Erscheinung eine Bedeutung beilegen würde, die ihnen sachlich nicht 
zukommt. 

Der weitere Ausbau, den er seiner Theorie gibt, ist also mathe- 
matisch von großem Interesse, vom erkenntnistheoretischen Stand- 
punkte aus aber nicht ganz einwand&ei. Pearson stellt sich die 
Aufgabe, folgende Kurventypen herzustellen, durch die dann nach 
■einer Meinung alle statistischen Erscheinungen erfaßt werden 
können. 

Type I. Beiderseits begrenzt, asymmetrisch. 
Type U. Beiderseits begrenzt, symmetrisch. 
Type in. Einseitig begrenzt und asymmetrisch. 
Type lY. Beiderseits unbegrenzt und asymmetrisch. 
Type y. Beiderseits unbegrenzt und symmetrisch (die Normal- 
knrve). 

188. Fortsetsiing. Zur Konstruktion einer Häufigkeitskurve 
der Type I benutzt Pearson wieder ein Umenschema. Eine Urne 
enthalte np schwarze und nq weiße Kugeln und r davon werden suk- 
zessive gezogen. Unter der Voraussetzung, daß r > np, kann die 
Wiederholungszahl der schwarzen Kugeln jeden Wert von bis np 
annehmen; bei r < njp kann sie bis r betragen; das Häufigkeits- 
polygon wird also begrenzt und schief sein. Von ihm aus gelangt 
man durch den nämlichen Prozeß, wie er in Nr. 197 befolgt worden, 
zu einer Kurve. 

Die Wahrscheinlichkeiten der möglichen Erfolge bei r < np 
Ziehungen sind durch die r + 1 Olieder des folgenden Ansatzes be- 
stimmt: 
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np{np — 1) {np — 2) • • • {np — r + 1) 
n{n — 1) (n — 2) . . • (n — r +"i) 

r(r— 1) nq(nq — l) 






np — r + 1 ' 1-2 (n|) — r -f 1) {np — r -f 2) 
r(r-l)(r-2) ^^(ng- l)(ng- 2) 



1.2-8 (np — r + 1) (np — r +2) (np — r-f 8) 

. ng(ng-l)(ng — 2). .(ng — r+l) | ^ 

np («p — 1) {np — 2) • • ' {np — r-^1)] ' 

in der Tat drückt das erste Glied die Wahrscheinlichkeit aus, daß alle 
r Ziehungen schwarz ergeben; das zweite Olied, das ausgeführt lautet: 

np{np — 1) • • • {np — r + 2)n g 
n(n — l)---(n — r-f-1) ' 



die Wahrscheinlichkeit; daß r — 1 -mal schwarz und einmal weiß er- 
scheint in irgend einer Anordnung usw.; das letzte Olied betrifft den 
Fall; daß nur weiße Kugeln erscheinen. 

Das Polygon, das durch Auftragen der einzelnen Glieder in der 
angeschriebenen Ordnung und im gegenseitigen Abstände c entsteht, hat 
bei den Abzsissen x^ = sc und ^,+1 = (s + l)c die Ordinaten: 

__ np{np—i) • • • {np — r + 1) r{r — l)"'{r—8+ 2) ng(ng— 1) '-(ng— s+2) 
^* n(^ ^I)'^n — r +~1) 1 2- .(8— 1) np(np— l)...(np— r+«— 1) 

_np{ np — 1) -(np— r-f-Q r{r — l)-'-(r— g-fO nq(nq — l)---(ng— «-|-1) 
^'+^~~ ~~n("M— l)..'.(n— r+1) 1-2-s"" np(np — l).--(np — r-f"^^ 



woraus 



Vt + i r — 8+l nq — «+1 

y, ^ 8 np — r + 8^ 

r — 8-\-lnq — «-fl 
2 8 np — r + « "" 2 (r + i)(ng + l) — (n + 2)« 



cr-g+lng -g-f-1 ^ c(r+l)(n3+l)-{2(r+l)H-n(p-g)}«+2#»' 
« np — r + « 

ersetzt man darin s mittels der Gleichung a?,^! = (^ -h y)^ durch 
a:, . 1 , so wird weiter 



_2^ 



[r 4- 1) (ng + 1) - (n + 2) 1^-- * - -J-j 



(r + l)(ng+ l)-{2(r + l) + n(p-a)) 1^-^ -ij + 8 1^— ^ --i-j 
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und dies verwandelt sich nach Ausführung der Verschiebung 

*»+4- U ^ n + 2 /^^ *•+! 



in 



^y« =-lx 






l){nq + \) 2(r+l) + n(p-g)/'^*^T (r + l)(ng + lA . 2 f^^'^T , (r+l)(ng+l_A 
,»:^2 n + 2 \ c "^ n + 2 /■^n + 2\ c "^ n + 2 / 

2 

Ordnet man den Nenner , unter Einbeziehung des Faktors —^, 

c 

nach Potenzen von a^^^i., so nimmt er die Form ßt+ß^^'g^L + ßi^lX — 

an^ und die Ausdrücke der Koeffizienten gestalten sich nach einiger 
Transformation wie folgt: 

c«(r+l)(n~r+l)(ni)+l)(ng + l) 



ßs- 



(n + 2)« 

cn{n — 2r){p — q) 
2(n+~2)« 

1 



n + 2 

Durch den Übergang zur Differentialgleichung ergibt sich also 

dy xdx 

Die Integration dieser Gleichung fährt zu verschiedenen Resul- 
taten, je nach dem Vorzeichen der Diskriminante /i ^ ß^ — A:ß^ß^ 
des quadratischen Nenners. 

Ist ^ < , so erhält man nach der Umformung 

dy 1 2fta:+/J, , , «^ dx 



^l^plh dx + 2 A 



y 2ftft + fta; + fta;«^*^ ' -rs(2^^^^p^)._^ 

durch Integration zunächst 



'»='».- 4'«' + 4)'- 4.) s^^-^^ 






und mittele der Abkürzungen 
schließlich 
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_yp fiV Motg - 



(■+S) 



(S) 



ß 

wenn man noch x + x^- durch x ersetzt nnd die Integrationskonstante 

bei der Transformation 'passend abändert 

Ist ^ > 0, so hat der Nenner reelle und von einander verschie- 
dene Wurzeln a^, a^, mit deren Einführung sich die Differentialglei- 
chung schreibt: 

dy xdx 

ihr Integral 

nimmt mit der Abkürzung /3s(a^ ~~ ^s) "" — ^^^^ Abänderung der Inte- 
grationskonstanten die Form 

an, die man, für a^, a^, v positive wie negative Werte zulassend, auch in 

umsetzen kann, wobei zu beachten bleibt, daß das VerhaltniB — dem 

Betrage nach mit — übereinstimmt. 

In dieser Gleichung sind mannigfache Eurventypen enthalten je 
nach den Vorzeichen der Parameter. 

Sind diese sämtlich positiv, so hat man eine beiderseits begrensta 
asymmetrische Kurve; ihre Grenzpunkte sind o; = — o^, o; •• Oi; über 
diese hinaus ist sie ohne reale Bedeutung oder auch imagin&r, da die 
Exponenten zumeist gebrochene Zahlen sein werden. 

Nimmt die Gleichung die Gestalt 



>-''(v.- ')" " (1 - T 



an, so besitzt die Kurve die Asymptote x ^ a^ und endet bei X'^a^\ 
sie behält die Asymptote bei, erstreckt sich aber rechts davon ins Un- 
endliche, wenn a^ unendlich wird, in welchem Falle die Gleichung 
im Hinblick auf m^ «vag*) übergeht in 

1) V ist eine Konstante, die nichts gemein hat mit dem vorhin einge- 
führten V, 



»— f X 
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y-yo(J-iP«- 

Der weiteren Form 



»-».('- 9"" ('-0 



entspricht eine Kurve mit den Asymptoten x =^ a^y x ^ a^. 

Bei unbegrenzt wachsendem o, resultiert aus (3) wegen m^^va^ 
die Ghrenzform 

y = y.(l + gV« (4) 

die eine einerseits — bei x = — a^ — begrenzte, anderseits ins Un- 
endliche sich erstreckende Kurve darstellt, übrigens übereinstimmt 
mit (1). 

Aus der Annahme a^ == a^, die auch m^ =» m, zur Folge hat, er- 
gibt sich die Gleichung 

^ = ^0(1-3" (5) 

einer symmetrischen, beiderseits begrenzten Kurve. 

Wird hier m . negativ, so hat man es mit einer symmetrischen 
Linie zwischen den Asymptoten o; => T a zu tun. 

Schreibt man in (5) Ä*a* für m und laßt hierauf a ins unend- 
liche wachsen, so gelangt man zu der Normalkurve 

y - yo«-*'*"- (6) 

Von den vorstehenden Gleichungen führt also (3) auf den Typus I, 
(5) auf den Typus H, (4) auf III, (2) auf IV; (6) entspricht dem Typus V. 
Es ist nicht ausgeschlossen, und Pearson hat einzelne Beispiele da- 
von gegeben, daß auch die anderen in die Numerierung nicht einbe- 
zogenen Gleichungen zur Verwendung kommen können. 

Bei den asymmetrischen Häufigkeitskurven hat Pearson ein Maß 
der Schiefe oder der Asymmetrie eingeführt; ein Element dieses Maßes 
ist der Abstand d der Schwerpunkts- und der Maximalordinate, das 
andere Element wäre bei begrenzten Kurven die Ausdehnung (der 
Bang); um aber bei allen Kurven einheitlich vorzugehen, wählt er 
hierfür den Trägheitshalbmesser der von der Kurve begrenzten Fläche 
in bezug auf die Schwerpunktsordinate und betrachtet den Quotienten 
beider Größen als Maß der Schiefe. 

199. Fortsetsnng. Anwendung anf eine gegebene eta- 
tietleche Belhe. Zur Darstellung einer statistischen Reihe nach 
einer der Formeln bedient sich Pearson der Methode der Momente, 

Man beginnt mit dem graphischen Auftragen der Reihe nach 
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einem für c einerseits und die Ordinaten anderseits gewählten Maß- 
stabe; dabei errichtet man entweder über jedem c der Abszissenachse 
ein Rechteck von der Höhe des betreffenden y, oder aber man ye^ 
bindet die oberen Endpunkte der y durch ein Polygon. Der Anblick 
der so erhaltenen Figur und die innere Natur der Reihe leiten die 
Wahl der zu versuchenden Formel. 

Das Wesen der Momentenmethode besteht nun darin, daß man 
die Fläche der Figur und ihre Momente erster, zweiter, . . . Ordnung 
in bezug auf die Schwerpunktsordinate nach einem mechanischen 
Verfahren bestimmt und die so erhaltenen Werte den analogen, ans 
der zugrunde gelegten Formel auf analytischem Wege abgeleiteten 
Ausdrücken gleichsetzt: ist man in der Bestimmung der Momente so 
weit gegangen, als es die Anzahl der in der Formel auftretenden 
Parameter erfordert, so stehen damit die zur Berechnung dieser Para- 
meter notwendigen Gleichungen zur Verfügung.^) 

Man wird die Momentenbestimmung zuerst in bezug auf die Or- 
dinatenachse vornehmen und hierauf erst zur Schwerpunktsordinate 
übergehen; ist die Figur in der ersten der beiden erwähnten Arten, 
also aus Rechtecken zusammengesetzt worden, so gelten für diesen 
Übergang dieselben Gleichungen (43) in Nr. 185, die dort den Zu- 
sammenhang zwischen den Potenzmitteln der Abweichungen vom arith- 
metischen Mittel und jener von einem beUebigen andern Ausgangs- 
wert darstellen. 

Die Integrale, die bei der analytischen Ermittlung der Momente 
auftreten, führen bei den Typen I, II, III auf Gammafunktionen, bei 
dem Typus IV auf neue transzendente Funktionen, für die auch be- 
reits Tabellen berechnet worden sind; beim Typus V tritt das La- 
placesche Integral auf. 

Für den Typus UI soll hier die Rechnung mit allen Details aus- 
geführt werden. Die zugehörige Gleichung (4) läßt sich schreiben: 



1) Als Gegenstück zur Methode der Momente empfiehlt F. P. Cantelli in 
einem Memoix «^Suir adattamento delle curve ad una serie di misure o di osser- 
vazioni** (Roma^ 1906) ein von ihm als Methode der Flächen bezeichnetes Ver- 
fahren zur Anpassung einer entsprechend gewählten Kurve y >» q>(x, ^n c, , • • • c^) 
mit n Parametern an eine gegebene Beobachtungsreihe, dessen Grundgedanke der 
folgende ist: Man teilt das Gebiet von o; in n gleiche Teile, bestimmt fQr jeden 

derselben die Fläche der theoretischen Kurve durch Bildung des Integrals fydx 

über dem betreffenden Intervall und die Fläche des aus den aufgetragenen Be- 
obachtungswerten konstruierten Polygons über dem gleichen Intervall; durch 
Gleichsetzung dieser Flächen ergeben sich die zur Bestimmung der Parameter 
führenden Gleichungen. Cantelli erklärt, das Yerfahren sei in vielen Fällen 
einfacher als die Methode der Momente und namentlich als die Methode der 
kleinsten Quadrate und könne ebenso gute Resultate ergeben wie diese. Die 

Anwendbarkeit hängt davon ab, ob sich das fydx für beliebige Intervalle aus- 
werten läßt. 
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setzt man v(a + x) = 0, so wird wegen va = m 






Bezeichnet man mit a die Fläche und mit ft/ das Verhältnis des 
Moments n-ter Ordnung bezüglich der Geraden x =^ — a zur Fläche, 
so hat man 



00 



a =fydx = y^fj'^e-'dz = ^:-f, r(m + 1), 



00 






— a 



, • r{m + n + 1) 

woraus a_ = « ^, , -, .- • 

Da die Gleichung drei Parameter enthält, nämlich Vy a, y^, so 
hat man bis zum Moment dritter Ordnung zu gehen; für n » 1, 2, 3 
ergibt nun die letzte Formel: 

/_ r(m + 8) _ (m+l)(m + 2) 
'^ v*r(in + 2) V* 

, r(m + 4) _ (m + l)(m + 2)(m + 3) , 

daraus berechnen sich die auf die Schwerpunktsordinate^) bezogenen 
Grrößen ft,, /i,: 

Hieraus erhält man die Parameter der Gleichung sukzessive wie 
folgt: 

2/1, 
^ ^ W _ 2/1,« /is 



V /*8 2/4, 



yo^TT 



a m'" + ^ 



ac"»r(w+l) 



1) Ihr Abstand von der Ordinatenachse ist /i^'. 
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Zum Zwecke der Bestimmung des Wertes der Schiefe braucht 
man die Abszisse der Maximalordinate und die des Schwerpunkts; 

erstere ergibt sich aus der Gleichung ,- » 0^ d. i. aus 



dx 



-^(' +:-)""■'-'-» 



und ist X = 0, so daß y^ selbst die Maximalordinate darstellt; letztere 
ist^ wie vorhin schon bemerkt worden, im ursprünglichen Koordinaten- 
system durch |ü/ gegeben; folglich ist 

, , m+ 1 1 ^ 

und weil ]/^ der Tragheitsradius ^) bezüglich der Maximalordinate 
isty so hat man als Maß der Schiefe 



d 






200. Fortsetning. BeispieL Nach einer von W. F. Will- 
cox mitgeteilten^ aus den Jahren 1882 — 86 stammenden Statistik der 
Ehescheidungen in den Vereinigten Staaten') verteilten sich diese 
nach der Dauer der Ehe wie folgt: 



Ehedauer 


Scheidungen 


Ehedauer 


Scheidungen 


in Jahren 


(1882—86) 


in Jahren 


(1882—86) 


1 

1 


6814 


11 


4884 


2 


7488 


12 


4089 


3 


9426 


18 


8668 


4 


9671 


14 


8144 


6 


9014 


16 


2981 


6 


8274 


16 


2721 


7 


7021 


17 


2217 


8 


. 6093 


18 


1877 


9 


6306 


19 


1677 


10 


6002 


20 


1469 






21 


9401 






und d&rfiber 






Summe 


109966 



Das Diagramm dieser Reihe weist beträchtliche Asymmetrie auf; 
der Natur der Sache nach ist es links scharf begrenzt, denn die Ehe- 
dauer bildet eine unüberschreitbare Schranke; nach der rechten 
Seite läßt sich eine bestimmte Grenze , nämlich eine Ehedauer , Aber 
die hinaus es keine Scheidung mehr gibt, nicht wohl angeben. Alle 
diese Umstände weisen auf eine Kurve der Type DI hin. 



1) Gleichbedeutend mit der ,,Strennng** in der EollektiTmaBlehre. 

2) Columbia (College, vol. I, p. 26. 
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Unter Benutzung zweier extremer Annahmen über die Verteilung 
der 5314 Scheidungen im ersten Jahre der Ehe und der ungeglieder- 
ten 9401 Scheidungen nach mehr als 20 Jahren bestimmte Pearson 

fi, « 60,7376, ft, = 809,15; 

daraus berechnet sich nach den obigen Formeln 

1/ = 0,150127, w« 0,36891 
a = 2,4573 
d = 6,66103 
Maß der Schiefe » 0,8547 ; 

a bedeutet die Gesamtzahl der Fälle, und hiermit wird 

yo = 8882,45, 

so daß die Gleichung der die Reihe darstellenden Kurve lautet: 

y == 8882,45 (l + ^^^'^"^^ e-^^«>"''. 




6 7 8 9 10 11 IZ 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 2S 24 26 
Ehedaiier in Jahren 

Yig. 19. 

In Fig. 19 sind das Polygon und die ihm angepaßte Kurve dar- 
gestellt; die Figur bricht bei dem 25. Jahre der Ehedauer ab, die 
Kurve aber liegt erst bei etwa 45 Jahren der Achse so nahe, daß sie 
bei dem gewählten Maßstab von ihr praktisch nicht unterschieden 
werden kann. Die vorgeführte Materie ist bemerkenswert als ein Bei- 
spiel beträchtlicher Asymmetrie. 



C ■ n b e r , Wahxtoheinliclikeitoreohnniig. n. 9. Aufl. 



8 
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§ 2. Stabilität statistisolLer VerMltniszalileii und Mittelwerte. 

201. Fr&iisioB einer statfarUeohen BelattvialiL Es sei 

beobachtet worden^ dafi von s ^ m + n Einzelfallen m den Verlauf E, 
n den Verlauf E genommen haben, um die betreffende Massen- 
erscheinung quantitativ zu beschreiben^ bildet man aus den absoluten 
Beobachtungszahlen m, n, s irgendeine Belativzahl und läßt sich dabei 
häufig von dem Gesichtspunkte leiten, dieselbe möge eine leicht faß- 
bare Bedeutung haben. 

Setzt man voraus, daß der Erscheinung ein konstanter Bedingungs- 

komplex zugrunde liege, so sind die Verhältniszahlen — , — empirische 

Bestimnmngen der komplementären WahrscheinlichieiJn p, 1 -p 
von E, Ey und die gemeinsame Präzision dieser Bestimmungen ist: 



A-l/i--- (1) 

r 2mn ^ ^ 

Jede andere aus m, n, s abgeleitete Verhältniszahl t; hat dann 
die Bedeutung einer empirischen Bestimmung einer gewissen Funktion 
V von p, so zwar, daß 

V-M, v-f{^) (2) 

ist; es bandelt sich nun um die Präzision dieser Bestimmung. 

Diese Aufgabe fällt unter das in Nr. 155 behandelte Problem der 
Genauigkeitsbestimmung einer Funktion direkt beobachteter Größen; 

bezeichnet man mit (i den mittleren Fehler von — , mit /i, den 
mittleren Fehler von v, so ist 

geht man vom mittleren Fehler zur Präzision über (Nr. 144), so 
ergibt sich 

und daraus folgt mit Rücksicht auf (1): 



^'^rrTiiÄTsin' (3) 



^(t) 



womit die Aufgabe allgemein gelöst ist. 

Zur Erläuterung einige praktische Fälle. 

Der Quotient — , welcher ausdrückt, auf wie viele EinzelßUle 
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ein einmaliges Eintreffen von E entfällt, ist eine Bestimmuiig Yon 

— ; aus f{p) = — folgt /"(p) = §9 folglich ist die Präzision dieses 

Quotienten nach (3): 



Die Zahl a , welche ausdrückt, wieviel Ereignisse E auf a Er- 
eignisse E entfallen, ist eine empirische Bestimmung von f(jp) = a. ^ ; 
da nun f{p) = 7i~_"~\i; ^^ ist ihre Präzision 

Beispiel. Im Jahre 1897 sind in Osterreich beobachtet worden: 

m=» 415721 männliche, 
n = 393603 weibliche, 

s =s 809224 eheliche Lebendgeburten überhaupt. 
Daraus berechnet sich: 

1) — = 0,51373 als eine Bestimmung der Wahrscheinlichkeit 

9 

einer Kuabengeburt; 

2) — == 1,94654 als Anzahl der Geburten, auf welche eine 
Enabengeburt fallt; 

3) ^"^ = 1056,46 als Anzahl der Knaben, die auf 1000 Madchen 

entfellen. 

Die Präzisionen h^,h^,h^ dieser drei empirischen Bestimmungen sind: 



*i -y2^ - 1272,7 
^^-VK— 335,9 
Ä. « 0,00ll/r^ = 0,30093. 

Es kommt also der ersten Bestimmung die größte Präzision zu. 

302. !^ypl80li6 WahrsohelnllohkeitsgröBeii normaler Dis- 
porsion. Die im yorangehenden durchgeführte wahrscheinlichkeits- 
theoretische Behandlung statistischer Relativzahlen setzt Toraus, daß 
der untersuchten Massenerscheinung ein derartiger Komplex von Be- 
dingungen zugrunde liege, daß jene Relativzahlen als empirische Werte 
einer festen Wahrscheinlichkeit oder einer Funktion dieser Wahr- 
st 
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scheinlichkeit angesehen werden können. Die alteren theoretischen 
Statistiker haben das Zutreffen dieser Voraassetznug als etwas Selbst- 
verständliches angenommen; in neuerer Zeit aber hat sich die Not- 
wendigkeit^) einer Prüfung herausgestellt und ihre Durchf&hrung hat 
sich geradezu zu einem Hauptproblem der theoretischen Statistik aus- 
gebildet. 

Wie ein Urteil darüber zu erlangen ist, ob und wieweit die hervor- 
gehobene Voraussetzung erfüllt sei, hatW. Lexis^) durch ein metho- 
disches Verfahren gezeigt; mit seiner Vorführung wird zugleich die 
Antwort auf eine in Nr. 192 formulierte Fr^e gegeben sein. Die 
Grundlage dieses Verfahrens bilden Beihen von BdativzcMeny die sich 
auf die betreffende Massenerscheinung beziehen und deren Glieder aus 
zeitlich oder räumlich getrennten Beobachtungsgebieten stammen. Das 
Studium der Schwankungen in einer solchen Reihe, der Verteilung 
oder Dispersion ihrer Glieder um einen Mittelwert ist es, was zur 
Schöpfung eines begründeten Urteils in der angegebenen Richtung führt. 

Wir beginnen mit der Darlegimg des einfachsten Falles, der zu- 
gleich die Norm für aUe weiteren Untersuchungen bildet. 

Über eine Massenerscheinung E seien e Beobachtungsreihen gleichen 
ümfanges, je s Einzelfälle umfassend, ausgeführt worden; die beob- 
achteten Wiederholungszahlen von E seien m^, m,, • • • m,. Liegt E 
eine feste Wahrscheinlichkeit p zugrunde, so sind die Quotienten 



1»! m, 1», 

' — • . » _— . 

8 ' 8 ^ 8 



(1) 



als gleich genaue empirische Bestimmungen oder gleich genaue, von 
systematischen Fehlem freie direkte Beobachtungen der Unbekannten 
p aufzufassen, und ihre Anordnung um das arithmetische Mittel als 
den wahrscheinlichsten Wert, der sich aus ihnen für p ableiten ^t: 

8^8 8 Wt + m, H hm, .^. 

Po g j-g , K^) 

wird dann jene Erscheinungen darbieten, welche wir bei den Ergeb- 
nissen von Versuchsreihen mit zufälligen Ereignissen konstanter Wahr^ 
scheinlichkeit wie auch bei den Ergebnissen direkter Beobachtungen 
der bezeichneten Qualität kennen gelernt haben (s. Nr. 86, 147 — 148). 

1) Bienaymä und Cournot waren die ersten, die an der bis dahin fest- 
gehaltekien Voraussetznng Zweifel äußerten. L. v. Bortkiewicz in Conrads 
Jahrb. (8). 27, (1904), p. 246. 

2) Das GeschlechtsTerhältnis der Geborenen und die WahischeinlichkeiU- 
rechnung. Jahrb. für Nat.-Ök. n. Statist. 27 (1876), p. 209—245. — Zur Theorie 
der Massenerscheinungen in der menschlichen Gesellschaft. Freibnrg i. Br. 
1877. — Über die Theorie der Stabilität statistischer Reihen. Jahrb. % Nat.- 
Ök. u. Statist. 82 (1879), p. 60—98. — Abhandlungen zur Theorie der BeTÖlkenings- 
und Moralstatistik. Jena 1908, insbesondere die Kap. V bis IX. 
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Die mittlere Abweichung der Zahlen (1) Ton dem wahren Werte 
p^ beziehungsweise ihre Präzision, ist nach Nr. 80, 85: 



und die einzehien Abweichungen 



m, 



--y+l>=-«< « = 1,2, •..) 



befolgen das Gesetz 

Dagegen unterliegen die Abweichungen 



— -^ + l>o=^< « = 1,8,. .*) 



dem Gesetze 
worin (s. Nr. 148) 



ist. 

Weder \ noch \ läßt mangels der Kenntnis von p eine strenge 
Auswertung zu. Maßgebend wäre der Wert h^^ weil ja nicht die e^ 
sondern nur die X zugänglich sind; indessen besteht zwischen h^ und 
h^ bei einigermaßen erheblichem z nur ein geringer Unterschied^). 
Man erhält eine zureichend genaue Bestimmung von \y wenn man p 

durch |>Q ersetzt und von dem Faktor y _ absieht: sie heiße h\ 
so daß 

ebenso wird 

^' ^yMFM (6) 

eine zureichende Bestimmung von ft^ abgeben. 

Diese Berechnung von h\ fi ist unabhängig von den Einzelwerten 
der Reihe (1). 

Es gibt aber noch eine zweite Berechnung dieser Größen, die 
sich auf die Abweichungen X der Werte (1) von ihrem Mittelwerte Pq 
stützt; nach dieser ergeben sich für fii, h^ die Werte: 



1) Es ist bei 


Z^ 10 


60 
1,011 


100 
1,005 


1000 


V 


^ ^ 1,054 


1,0005. 
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<»"-|/S, darauB r-]/|g. (7) 

Statt der mittleren AbweichuDg könnte die darchschniitiliche 
verwendet werden, und es er^ben sich ftlr diese, entsprechend ^ nnd 
^"j die beiden Bestimmungen (s. Nr. 141, 148): 

Man unterscheidet die beiden Methoden, von welchen die eine zu 
den Werten Ä', /it', d', die andere zu den Werten Ä", ft", 0"" gef&hrt 
hat, ab die kofnbincUarisehe oder indirekte, beziehung^eise als die 
physikalische oder direkte^). Die erste ruht auf dem Boden des Ber- 
noullischen Theorems und hängt dadurch mit den Voraussetzungen 
zusammen, die über die Natur der Erscheinung E, über die Art ihrer 
Verursachung, gemacht worden sind; die zweite stützt sich auf die 
Fehlertheorie. 

Treffen die eben erwähnten Voraussetzungen zu, so wird, bis auf 
die durch die Natur der Sache begründete UnTollkommenheit, nicht 
nur Übereinstimmung herrschen zwischen den Werten 

K ii', »' 

einerseits und 

andererseits, sondern es werden sich die X der Hauptsache nach auch 
dem Gesetze 

gemäß verteilen, d. h. die Anzahl der A, die zwischen die Grenzen 



g-*"U« 



— ^, und + ~; 
fallen, wird voraussichtlich nahe kommen der Zahl 

0«O') = ^^/c-''d<. (9) 



Dieser Fall, welcher dem Verhalten von B.eihenergebnissen über 
mifäUige Ereignisse entspricht, wäre der Typus einer menschlichen 
Massenerscheinung, der ein konstant bleibender Bedingungskomplex 
zugrunde liegt, bei welcher der Verlauf der einzelnen Fälle den Cha- 
rakter des Zufälligen an sich trägt und die Fälle als untereinander 
unabhängig anzusehen sind. Lexis^ bezeichnet eine solche Massen- 

1) W. Lezis, Zur Theorie etc., p. 27; L. v. Bortkiewicz, Das Gesetz der 
kleinen Zahlen (1898), p. 6. — In den „Abhandlungen zur Theorie des BeT6l- 
kenmgswechsels etc.** Jena 1908, p. 181, nennt Lexis die erste Methode die 
^Btatistische'^ 2) 1. c. 
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erscheinung als eine unverbundene^ die ihr zugrunde liegende Qroüe p 
als eine typische Wahrscheinlichkeitsgroße mit normaler Dispersion. 
Von einer solchen Größe ist anzunehmen, daß sie in der physiolo- 
gischen Konstitution der beobachteten Masse gelegen sei, und in diesem 
Sinne sagt man, sie bilde eine diese Masse charakterisierende Kon- 
stante, eine „massenphysiologische Konstante'^ 

Das summarische Merkmal, daß man in der Reihe (1) empirische 
Werte einer typischen Wahrscheinlichkeit mit normaler Dispersion 
und in p^ ihre beste, aus dem vorliegenden Beobachtungsmaterial ab- 
leitbare Bestimmung vor sich habe, besteht darin, daß nahezu 

Ä'=r oder /i'-/i", ^'='^" 

ist, oder daß der Quotient 

^-f, oder Q^K, Ö-^ (10) 

sich von der Einheit nur wenig unterscheidet. Diesen Quotienten, 
Yon y. Bortkiewicz^) als Fehierrdation bezeichnet, hat E. Dormoy') 
in der dritten Form vor Lexis, also unabhängig von diesem in die 
mathematische Statistik eingeführt und ihm den Namen „Divergenz- 
koeffizient^ gegeben. 

Betreffs der praktischen Durchführung der Untersuchung mögen 
gleich einige Bemerkungen angeschlossen werden. 

Sind die Beobachtungsreihen nicht von gleichem Umfange, wohl 
aber, wie dies häufig vorkommt, durch Zahlen s^, s^, • " s^ von 
gleicher Ordnung dargestellt, so wird es genügen, in den Formeln, 

wo s vorkommt, dieses durch das arithmetische Mittel — zu ersetzen 

und die Rechnung weiter so zu führen wie vorhin; auch zwischen 
den beiden Mittelwerten 

8, -^ 8, ^""^ V ^j m, + m. + ... + m, 

^ «1 + «1 H 1- «, 

wird kein erheblicher Unterschied bestehen. 

Gehen aber die Zahlen ^i? ^a; - * * ^« beträchtlich auseinander, 
dann wird man die Quotienten 






(1*) 



als Beobachtungen von den Gewichten s^, s^, • • • s, behandeln und 
erhalt (s. Nr. 149): 

« _ *»i + "4 H h "*j /9*\ 

^» «.+». + ••• + *, ' ^ ^ 



1) Das Gesetz der kleinen Zahlen, p. 81. 

2) Journal des actuaires francaises, 1S74. Th^rie mathämat. des assurances 
sur la Tie (1S7S), I, p. 39. 
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ab deren arithmetiechee Mittel und 

ym ■ (7») 

als mittleren Fehler einer Beobachtong vom Gewichte 1, d. L einer 
fiktiven Beobachtung^ die ans einer Reihe mit der Beobachtungszahl 
8^1 stammt; dem entsprechend wird 






J»'-Kp.(1-Po) (6*) 

und der DivergenzkoefiBzient 



<i-'i-Vir^ 



[«"] 



1)P.(1 -J».) 



IN« 

Hat man statt der Quotienten — , die unmittelbar die Bedeutung 



«< 



einer Wahrscheinlichkeit habeU; andere Relatiyzahlen 

bi, t'i, •• t^. (1**) 

gerechnet; die sich als Spezialwerte einer gewissen Funktion f{p) von 
p darstellen, so sind (1**) direkte Beobachtungen dieser Funktion, 
und die Berechnung Ton ii!\ h" modifiziert sich nur dahin, daß nun 

wird; dagegen tritt an die Stelle Ton %' im Siune der Ausführungen 
in Nr. 201 der Ausdruck: 



Bei ungleichen Orundzahlen ^ly^i,*-*^« erfahren diese Formeln die 
bereits erklärte Abänderung. 

Die beiden Beispiele in Nr. 151 bieten das reine Bild eines Be- 
obachtungsmaterials, wie es am Beginne dieser Untersuchung voraus- 
gesetzt wurde, und typischer Wahrscheinlichkeiten mit normaler Dis- 
persion. In dem Beispiele a) ist 

Ä'= 14,14, r= 16,32, also ^ - 0,86, 

in dem Beispiele b) 

A'= 18,97, r= 21,46 und ^ = 0,87; 

die normale Dispersion der Einzelwerte ist dort nachgewiesen. 

Wenn über eine und dieselbe Massenerscheinung mehrere Reihen 
von der Form (1) vorliegen und wenn man annehmen kann, daB allen 
ein und dieselbe Wahrscheinlichkeit p zugrunde liegt, so kann die 
Frage entstehen, welches Verhalten bei den für die einzelnen Reihen 
berechneten Divergenzkoeffizienten theoretisch zu erwarten sei, ins- 
besondere, welche Genauigkeit, etwa gemessen an ihrem mittleren 
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Fehler, ihnen zukommt. Mit der hierauf bezüglichen Untersuchung 
hat sich v. Bortkiewicz beschäftigt;^) ihr Resultat geht dahin^ daß 
bei Zutreffen aller Voraussetzungen zwischen 



l^-^-J und 



angenäherte Übereinstimmung stattfinden sollte, wobei die Summe im 
Zähler des ersten Ausdrucks sich über sämtliche Q^ der betrachteten 
n Reihen erstreckt. 

203. !^ypi80h6 WahrsoheiuliohkeitBgrößen mit fibemor- 
maler Dispersion. Stellt man sich vor, daß der Bedingungskomplex 
der Massenerscheinung E ein mit der Zeit oder dem Orte veränder- 
licher sei, daß femer die Quotienten 

sich auf eine Reihe von a Jahren oder auf js getrennte Beobachtungs- 
gebiete beziehen^ so kann die Sache so aufgefaßt werden, als lägen 
gleich genaue direkte Beobachtungen einer Größe vor, die selbst von 
Beobachtung zu Beobachtung sich ändert. Dann kommen in den 
Abweichungen 

Xi ~ + P0 « = 1.2,. -a) 

der Glieder der Reihe (1) von ihrem Mittelwert 

n^ + w^A h w, /ox 

Po Ji K^) 

nicht bloß die zufalligen Abweichungen, sondern auch die wesentlichen 
Schwankungen der Grundgröße p zum Ausdruck; das hat eine Ver- 
größerung des aus den X berechneten mittleren Fehlers /t", somit 
eine Verminderung der nach der physikalischen Methode bestimmten 
PiiLzision h" zur Folge; man hat daher eine Ungleichung des Sinnes 

K>h" (3) 

und einen Divergenzkoeiffizienten 

«>1 (4) 

zu erwarten. Je ausgesprochener dieses Verhalten auftritt, um so 
sicherer ist der Schluß, daß die wirkliche Sachlage den gemachten 
Voraussetzungen entspreche. 

Dies hindert jedoch nicht, daß die X wieder ein Gesetz von der 
Form des früheren Falles befolgen, nämlich das Gesetz 



1) Mitteilungen des Verbandes der österr. und ungar. Yersicherungstechniker, 
V. Heft, 1901, p. 1—8. 
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>^« ' 

es brauchen nämlich nur die Schwankungen der Grundgröße selbst 
den Charakter des Zufälligen zu besitzen; denn, hat die Grundgroße 
während der i-ten Beobachtungsserie den Wert Pf, und ist 



so hat man 



8 ' ^* «^ 

1 ***« I (0 I (0 



und sind e^^^ , £^'^ beide zufälliger Natur, so befolgt auch ihre Summe 

X^ das Exponentialgesetz (Nr. 138). Nur wird die Dispersion der l^ 
jetzt eine weitere sein als in dem Falle, wo in p^ der empirische 
Wert einer konstanten Wahrscheinlichkeit zu erblicken ist, sie wird 
ühernormal sein (vgl. Nr. 96). 

Eine menschliche Massenerscheinung, welche diese Merkmale auf- 
weist, gehört gleichfalls zu den unverbundenen; sie zeigt aber in den 
Ergebnissen einer Serie von Beobachtungsreihen eine geringere Stabi- 
lüäiy als eine Erscheinung der in der vorigen Nummer beschriebenen 
Art. Die ihr entsprechende, nunmehr zufällig veränderliche Größe p, 
von welcher Pq einen für das räumliche Gebiet oder &lt die Periode, 
über welche sich die Beobachtungen erstrecken, geltenden Durchschnitts- 
wert vorstellt, wird von Lexis eine iypische Wahrscheinlichkeitsgröße 
mit übemormaler Dispersion und untemormaler Stabilität genannt. 

204. Fortsetsnng. NUiere Vntersuoliimg des Falles 
einer variablen Omndwahrscheinlichkeit. Wiewohl die An- 
nahme einer stetigen Veränderlichkeit der Natur der Sache im allgemeinen 
besser entsprechen würde, möge doch angenommen werden, daß die 
Veränderung serienweise, also von Beobachtungsreihe zu Beobachtungs- 
reihe erfolgt, so daß während einer solchen eine kofisf^^nte Wahrschein- 
lichkeit herrscht^). 



1) Diese Vorstellung rührt Ton W. Lexis her: Über die Theorie der Stabil, 
etc., p. 66. — Vgl. für das Folgende L. v. Bortkiewiez, Das GlesetK der kleinen 
Zahlen, p. 29 ff*. — Ein recht instruktives Beispiel, an dem das Entstehen über- 
normaler Dispersion leicht durchblickt werden kann, ist das folgende. Es werden 
z Ziehungsserien zu je « Kugeln gemacht; die Ziehungen erfolgen aus zwei Urnen, 
deren eine nur weiße, die andere nur schwarze Kugeln ebth&lt, und durch Auf- 
werfen einer Münze wird jedesmal darüber entschieden, aus welcher Urne ge- 
zogen werden soll, und aus dieser werden dann (iUe Ziehungen der betreffenden 
Serie Tollzogen. Die relative Häufigkeit einer Farbe wird auch jetzt nahe \ sein; 
aber die Einzel ergebnisse der Serien sind nur 1 und 0, kleine Abweichungen 
▼om allgemeinen Durchschnitt kommen nicht nur nicht am häufigsten, eondem 
überhaupt nicht Tor, die Dispersion wird daher eine übemormale sein. Vgl. 
A. Tschuprow, Schmollers Jahrb. der Gesetzgebung etc. 29, (1905), p. 49. 
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Die Ergebnisse der Beobachtung von E in z verschiedenen Jahren 
(oder aus getrennten Gebieten)^ ausgedrückt durch die Verhältnisse: 

8 ^ 8 ' '" 8 ' ^^ 

seien also empirische Bestimmungen yon 

PuPif'-P,' (2) 



Femer sei 

Z8 

das arithmetische Mittel der Zahlen (1); 

Pi+P%-\ bPz 



Po (3) 



'P (4) 

das unbekannte Mittel der Zahlen (2)^ also die auf sämtliche Be- 
obachtungen bezügliche durchschnittliche Grundwahrscheinlichkeit, für 
welche p^ eine empirische Bestimmung darstellt 

Einem konstant bleibenden p entspräche eine mittlere Abweichung 
der Resultate (1) vom Betrage 

/-V^V^; (6) 

dagegen wird, wenn man 

— T^ + P — «i (< = 1, 2, . • . 1) 

8 * 

setzt, die wirklich stattfindende mittlere Abweichung 



ff 



= ]/I^ (6) 



sein. 

Um diese za bestimmen, bilde man 

und summiere für alle i; dadurch ergibt sich: 

["1=[(t)T- 2p [?] + .!>«. 
Femer folgt aus 

dafi 

[(?)*] -[(-?+«)>2[».?]-M' 

setzt man diesen Wert in die vorige Gleichung ein, so wird 

[["] - [(- ? +.a)*] + 2 [ft ^] - M - 2p p] + 0pr 
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In dieser Gleichnng möge jedes Glied durch seinen Mittelwert ersetzt 
werden; dabei ist zu beachten, daß der Mittelwert 

von £<* gleich ist /i"*, 






Wt 



hiernach ergibt sich zur Bestimmung Ton (i" der Ansatz: 

oder mit Rücksicht auf (4): 

,f,"* = [?i^^] + Ip,^ - zp\ (7) 

Nun folgt aas der Identität: 

Pi9i = Pi + (p-i)(p-Pi)-{Pt-py, 
in welcher q,-^ l - p„q =- 1 -p ist, durch Summierung über aUe »: 

[P{9i] = "pq + ip-q) {ep - [pj) - [(p, - p)% 
und wieder mit Rücksicht auf (4): 

ferner aus der Identität 

{Pi - P)* = Pi - ^PPi + P* 
durch den gleichen Vorgang: 

[{Pi-p?\-\pn-'>p*- 

Hiermit verwandelt sich die Gleichung (7) in: 
woraus schließlich gefunden wird: 



;*" =J\/»f + 1^ \LPrz.m . (8) 

Diese Formel läßt die Zusammensetzung von (i" aus zwei Kom- 
ponenten deutlich erkennen: die eine Komponente 

übereinstimmend mit dem unter (5) gerechneten ^', ist die mittlere, 
vom Zufall allein abhängige Schwankung, die unwesentliche Schwankungs- 
komponente (der Normalfehler)] die andere, 
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M 



=V'--' f^^^, (9) 

stammt von den Schwankungen der Grundwahrscheinlichkeit her und 
soll als physische Schwankungskomponente ^) (absoluter Fdüerexzedent) 
bezeichnet werden. Die Zusammensetzung beider zu i»!' geschieht nach 
dem Gesetze der Zusammeiftetzung der mittleren Fehler, die aus un- 
abhängigen Fehlerursachen entspringen. 

Die Komponente M ist die für das Wesen einer Massenerschei- 
nung yon der hier beschriebenen Art charakteristische. Aus der 
Struktur ihrer Formel ist zu erkennen, daß sie um so geringer aus- 
fällt, je geringer die Schwankungen Pi—p der Grund Wahrscheinlich- 
keit sind, je stabiler also die betreffende Massenerscheinung ist, daß 
sie femer von dem Umfange der Beobaohtungsreihen nur in sehr ge- 

ringem Grade abhängt, weil bei erheblichem s nur wenig von 

der Einheit yerschieden ist. 

Die Komponente (i hingegen nimmt im Verhältnis der Qudrat- 
wurzel aus s ab. Dies hat zur Folge, daß bei sehr umfangreichen 
Beobachtungsreihen fi' gegen M zurücktritt und das aus den Ab- 
weichungen >L, = ^-f jPq gerechnete/*" vornehmlich die Komponente'üf 

zum Ausdruck bringt. Bei verhältnismäßig kleinem s kann die Kom- 
ponente M durch jene fi verdeckt werden. 

Es bleibt noch das Verhalten des Divergenzkoeffizienten im Sinne 
dieser Theorie zu untersuchen. Der Ausdruck 



^ = ^=-,/l + (._l)[CP^i (10) 

desselben zeigt vor allem die schon hervorgehobene Tatsache, daß 

ist xmd daß unter sonst gleichbleibenden Umständen Q mit s wächst. 
Durch Verkleinerung des Umfanges der Beobachtungsreihen kann also 
der Divergenzkoeffizient der Einheit näher gerückt, die übemormale 
Dispersion der normalen genähert werden. Gerade dieses Verhalten 
von Q hat zur Aufklärung mancher Erscheinungen geführt, die sich 
bei der Untersuchung statistischer Zahlenreihen auf ihre Dispersion 
eingestellt haben ^. 

1) W. Lexis, Über die Theorie der Stabil, etc., p. 66. — Bezüglich der 
eingeklammerten Bezeichnungen vgl. L. v. Bortkiewicz^ Das Gesetz etc., p. 30. 

2) Vgl. hierzu die von L. v. Bortkiewicz unter der Bezeichnung „Gesetz 
der kleinen Zahlen** veröffentlichten Untersuchungen, deren Hauptergebnis darin 
liegt, daß Massenerscheinungen mit kleinen Ereigniszahlen, Erscheinungen also, 
die relativ sehr selten auftreten, sich dem Schema der normalen Dispersion 
besser anpassen, als Massenerscheinungen mit großen Ereigniszahlen, v. Bort- 
kiewicz stützt dieses Verhalten auf die oben erwähnte Eigenschaft von Q, 
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Mit Hilfe von Q und ft' drückt sich die physische Komponente 
des mittleren Fehlers wie folgt ans: 

M^iiyW-T^' (11) 

Nach dieser allein ist der wesentliche Anteil der Dispersion oder die 
physische Dispersion zn beurteilen. Je größer M, desto großer der 
Einfluß des Wechsels der maßgebenden Umstände auf die Schwankung 
der Resultate. 

Für Q «= y2 — 1,414 • • wird das Maß der physischen Schwan- 
kungen dem der zufälligen gerade gleich. Von da ab wächst mit Q 
der Einfluß der physischen Schwankungen über jenen der zufälligen 
hinaus. 

206. Untemormale Dispersion. BtabUltftt statlsttsohsr 
Beihen. Symptomatisclie Seihen. Da eine Massenerscheinung^ 
der eine konstante Wahrscheinlichkeit zugrunde liegt, zu Yerhältniszahl- 
reihen mit normcUer Dispersion, eine Massenerscheinung mit variabler 
Wahrscheifdichkeit zu solchen Reihen mit übemormaler Dispersion 
führt-, da femer ein anderes Verhalten der Wahrscheinlichkeit außer 
diesen nicht denkbar ist, so kann es Massenerscheinungen, denen der 
Charakter des Zufälligen zukommt, mit anderer als normaler oder 
übemormaler Dispersion nicht geben. 

Der Fall, daß eine Reihe von Relativzahlen untemormale Dispersion 
zeigte, was sich durch eine Ungleichung zwischen der auf kombinato- 
rischem Wege abgeleiteten Präzision V und der physikalisch be- 
stimmten Präzision h" des Sinnes 

h' < r 

und somit durch einen DivergenzkoefSzienten 

«<1 
äußern müßte, beträfe also nicht mehr eine unverbundene Massenerschei- 
nung, bei der die Abweichungen von einem mittleren Verlauf lediglich 
durch zufällige Einflüsse bewirkt werden. Vielmehr müßte ange- 
nommen werden, daß durch einen absichtlichen Eingriff, eine Norm, 
ein Gesetz, die Tendenz nach einem bestimmten Verlauf erzeugt werde; 
dadurch geht die Unabhängigkeit der Einzelfälle Terloren, und die 
Ghröße, welche als Mittelwert aus der Reihe der Relatiyzahlen ge- 
wonnen wird, kann nicht mehr als empirische Bestimmung einer 
Wahrscheinlichkeit oder der Funktion einer Wahrscheinlichkeit gelten; 
sie ist nichts mehr als eine quantitative Beschreibung des äußeren 
Verlaufes der Erscheinung während der Beobachtungsperiode ^). 

1) A. T 8 c h u p r o w , 1. c, veranschaulicht das Zastandekommen untemonnaler * 
Dispersion an analogen Ziehungen wie bei der übemormalen, s. Fußnote lu 
Nr. 204, mit dem Unterschiede, daß jetzt vor jeder Serie nur für den ersten Zug 
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Aus diesen Erwägungen geht herror, daß das höchste Maß von 
Stabilität^ das einer Reihe von Relativ^zahlen, die aus einer unverhundenefiy 
oder wie man sagen könnte, natürlichen Massenerscheinung stammen, 
eigen sein kann, der narmakn Dispersion entspricht. Eine über dieses 
Maß hinausgehende Stabilität können nur Reihen aufweisen, die sich 
auf unter einem normativen, äußeren Zwange stehende Massenerschei- 
nungen beziehen. 

Es liegt in der Natur der Sache, daß der Fall normaler Dispersion, 
der gewissermaßen den Gipfelpunkt bildet, sich nie in voller Strenge 
wird erweisen lassen; ja es spricht vieles dafür, daß menschliche 
Massenerscheinungen ihn niemals vollkommen darbieten, ihm vielmehr 
als einem idealen Falle nur nahe kommen; mit andern Worten: daß 
die völlige Eonstanz der eine menschliche Massenerscheinung be- 
dingenden Umstimde auf die Dauer niemals vorhanden ist. 

Die Relation h' » h'' oder Q -» 1 wird also im allgemeinen nur 
aiigenähert zu erwarten sein; selbst dort, wo die Bedingungen normaler 
Dispersion erfüllt sind (Ziehungen aus einer Urne mit konstantem 
Mengenverhältnis weißer und schwarzer Engeln bei beständiger 
Mischung der letzteren), wird eine Abweichung nach der einen oder 
andern Seite die Regel bilden. Nur die Erfassimg des Gesamtbildes, 
das eine Reihe von Beobachtungsserien über eine Massenerscheinung 
darbietet, ermöglicht einen Schluß auf deren Natur. 

Reihen, welchen der typische Charakter, sei es mit normaler oder 
übemormaler Dispersion, abgeht, werden symptomatische Reihen ge- 
nannt'). Sie büden die quantitative Beschreibung eines mit der Zeit 
veränderlichen Zustandes einer Menschenmasse und müssen nach der 
Zeitfolge geordnet bleiben, um die Art der Änderung erkennen zu 
lassen. Verrat sich diese als eine in gleichem Sinne anhaltende, so 
mag die Reihe als eine evciutorische bezeichnet werden; wechselt sie, 
jedoch in unregelmäßiger Weise, ihren Sinn, so soll die Reihe eine 
undulaiarisehe heißen, und verrät sich in dem Wechsel der Änderungs- 
tendenz eine regelmäßige Zeitfolge, so hat man es mit einer periodischen 
Reihe zu tun. Das Studium solcher Reihen ist der sicherste Anhalts- 
punkt f&r das Studium der Massenerscheinungen selbst. 



die Urne durch Aufwerfen der Münze bestimmt wird; von da ab alternieren die 
Urnen regehnäßig. Die relative Häufigkeit einer Farbe wird wieder nahe ^ sein, 
es kommen aber nur kleine Abweichungen vor, weil die Einzelwerte entweder 

genau ^ und (bei geradem s) , oder nahe daran , nämlich — — oder — ^^ (bei 

ungeradem s). In diesem wie in dem andern Beispiel besteht eine Abhängigkeit 
der Einzelfälle, bei der ersten Anordnung der Ziehungen auf serienweise Gleich- 
artigkeit, bei der zweiten Anordnung auf Kompensation hinwirkend. Tschuprow 
fucht auch die übemormale Dispersion statistischer Reihen aus der Abhängigkeit 
der Einzelfälle, also aus einer Verbundenheit zu erklären. 
1) W. Lezis, Zur Theorie etc., p. 88. 
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206.£lTnter8iiohiiiigsergebnlMie. Seit der Begrfindang der 
Dispersionstheorie sind durch ihren Urheber, W. Lexis selbst, sowie 
seitens anderer yerschiedene menschliche Massenerscheinungeu nach 
dieser Methode untersacht worden; insbesondere sind das Geschledits- 
yerhältnis der Qeborenen, das Geschlechtsyerhältnis der (Gestorbenen 
und der Überlebenden, yomehmlich in den ersten Lebensjahren, die 
Sterblichkeit, aber auch einige Erscheinungen der Moralstatistik Gegen- 
stand des Studiums gewesen. Untersuchungen dieser Art haben nicht 
allein ein heryorragendes wissenschaftliches Interesse, sondern auch 
eine praktische Bedeutung, indem sie der Lösung der Vorfrage dienen, 
ob auf gewisse gesellschaftliche Vorgange die Sätze der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung sich anwenden lassen. Denn dies ist nur dann ge- 
rechtfertigt, wenn eine typische Wahrscheinlichkeitsgröße mit normaler 
Dispersion oder, wenn es sich nicht um weit ausgedehnte Zeiträume 
handelt, eine solche mit mäßiger übemormaler Dispersion yorliegt 

Im folgenden sollen einige Beispiele und Resultate der Unter- 
suchung mitgeteilt werden. 

a) Über das Oesdilechtsverhältnis der Geborenen hat Lezis^) an 
preußischen, englischen und französischen Beobachtungen umfangreiche 
Berechnungen angestellt, die zu dem Ergebnis fQhrten, daß man et 
bei dieser Erscheinung mit einer typischen Wahrscheinlichkeitsgroße 
yon normaler Dispersion in sehr deutlich ausgesprochener Weise zn 
tun habe,* daß also eine jenes Verhältnis charakterisierende Zahl eine 
massenphysiologische Eonstante darstelle, die mit der Zeit, wenn übei^ 
haupt, so doch nur eine sehr geringe Veränderung erleidet. Daraus 
folgt, daß die Geschlechtsbestimmung in der physiologischen Konsti- 
tution einer Menschenmasse tief begründet und yon äußeren Um- 
ständen fast unabhängig ist. 

Nachstehend ist das Resultat der ersten Lexisschen Beobachtongs- 
reihe zusammengestellt. Es handelt sich dabei um die monatlichen 
Geburten in 34 Bezirken Preußens aus den Jahren 1868 und 1869, 
also um 34 Reihen yon je 24 Beobachtungen. Als Relatiyzahl, auf 
welche sich die Untersuchung bezieht, ist 

_ 1000 w 1000 p 
n 1 — p 

yerwendet, also die Zahl der Enabengeburten, die auf 1000 Mädchen- 
geburten entfallen (s. Nr. 201). Die kombinatorische Präzision wurde 
nach der Formel 

1000 1/2 p,(l-p,) 

gerechnet, wobei s die durchschnittliche monatliche Geburtenzahl des 

1) Das GeschlechtsverhältiiiB der Geborenen und die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, p. 216 — 246; Zur Theorie der Massenerscheinungen, p. 64 — 7S. 
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betreffenden Bezirkes, p^ dagegen die aus sämilichen Geburten der 
zwei Jahre abgeleitete Verhältniszahl der männlichen Gebarten zu 
allen Geburtsfällen bedeutet, die sich mit 0,515 ergab, so daß bei // 
nur der Faktor Y^ von Bezirk zu Bezirk wechselt, während der 
andere (»0,0003328) konstant bleibt. Die physikalische Präzision ist 
für jeden Bezirk nach der Formel 



r 



1/5 



28 

[XX] 



berechnet. Dadurch sind sämtliche Bezeichnungen der folgenden 
Tabelle erklärt. 



Bezirk 



8 



K 



Königsberg , 

Gumbinnen 

Danzig 

Marienwerder . . . . 

Berlin 

Potsdam 

Frankfurt 

Stettin 

Cöslin 

Stralsund 

Posen 

Bromberg , 

Breslau , 

Liegnitz 

Oppeln 

Magdeburg . 

Merseburg 

Erfurt , 

Schleswig , 

Hannover , 

Hildesbeim 

Lüneburg 

Stade 

Aurich-Osnabrück 

Münster 

Minden 

Arnsberg 

Cassel 

Wiesbaden 

Koblenz 

Trier 

Köln 

Düsseldorf 

Aachen , 



8426 
2276 
1880 
8918 
2448 
8028 
3211 
2167 
1844 
689 
8788 
2183 
4766 
2976 
4866 
8660 
2899 
1286 
2716 
1142 
1200 
976 
879 
1220 
1118 
1464 
2918 
2441 
1887 
1700 
1^901 
1986 
4805 
1486 



0,0196 
0169 
0142 
0180 
0166 
0183 
0189 
0166 
0148 
0086 
0208 
0164 
0280 
0182 
0282 
0201 
0179 
0117 
0178 
0112 
0116 
0104 
0099 
0116 
Olli 
0127 
0180 
0164 
0143 
0187 
0146 
0146 
0218 
0128 



0,0208 
0144 
0161 
0249 
0168 
0176 
0186 
0166 
0119 
0096 
0206 
0146 
0206 
0168 
0214 
0174 
0146 
0142 
0118 
0180 
0114 
0094 
0098 
0122 
0092 
0141 
0177 
0189 
0108 
0181 
0148 
0149 
0247 
0161 



0,94 
1,10 
0,94 
0,72 
1,04 
1,04 
1,02 
0,98 
1,20 
0,90 
0,99 
1,06 
1,12 
1,12 
1,08 
1,16 
1,28 
0,82 
1,47 
0,86 
1,01 
1,11 
1,06 
0,96 
1,21 
0,90 
1,02 
0,87 
1,82 
1,06 
0,98 
0,98 
0,88 
0,86 



Die Werte von Q schwanken zwischen 0,72 und 1,47, liegen in 
19 Bezirken über, in 15 unter 1. Nichtsdestoweniger macht sich die 
Einheit oder eine ihr sehr nahe liegende Zahl als Zentralwert deutlich 
bemerkbar; in der Tat ist das arithmetische Mittel aller Q gleich 

K n b e r , Wahnoheinllobkeiftireohiiang. IL t. Aufl. 4 
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Iy09, und man braucht keineswegs aus dem geringen Überschuß über 1 
auf übemormale Dispersion zu schließen; vielmehr kann derselbe aus 
der Unsicherheit in der Bestimmung der W erklärt werden. 

Auch daraus geht die gute Übereinstimmung der wirklichen Dis- 
persion mit der erwartungsmäßigen hervor, daß das Mittel der h' gleich 
0,0156; jenes der h" gleich 0,0154 ist. Aus der Prüfung der Ver- 
teilung der 34 • 24 = 816 Einzelwerte von v um den aus dem G^ 
samtmaterial berechneten v„ =» 1063 unter Zugrundelegung der Prä- 



zision 0,0156 ergab sich folgendes: 







Beobachtet 






Abweichung 








Theoret. 


+ 


— 


zus. 


bis 19 ^ 
2 


152 


130 


282 


272 


19^ „ 39^ 
2 " 2 


96 


118 


214 


231 


39^ „ 59^ 
2 " 2 


74 


61 


135 


159 


69^ „ 79^ 
2 2 


46 


48 


94 


90 


79^ „ 99^ 
2 " 2 


25 


22 


47 


42 


aber 99 ^ 
2 


29 


15 


44 


23 



Man kann auch hier von einer zureichenden Annäherung der wirk- 
lichen Verteilung an die erwartunesmäßige sprechen. 

b) Die Bearbeitung der in Österreich (im Reichsrate vertretene 
Länder) in dem 40jährigen Zeiträume 1866 — 1905 registrierten Ge- 
burten in ihrer Scheidung nach Lebend- und Totgeburten einerseits 
und ehelichen und unehelichen Geburten andererseits ergab die nach- 
stehend mitgeteilten Ergebnisse.^) 

Zunächst möge der Gesamtumfang des Materials und seine Gliede- 
rung nach den erwähnten Kategorien aus folgender Tabelle entnommen 





Zeitraum: 1866- 


-1905. 




Kategorie 


Ehelich 


Unehelich 


männl. weibl. ! zusammen 


männl. 


weibL znsammen 


Lebend- 


15492625 14613525130106150 

1 ■ 


2492765 


2357227 4849998 


gebome ' 


J&hrl. Durchschn. 752654 


Jährl. Durchschn. i 121860 


Tot- 


429829 319 716 I 749545 


104789! 87636 192486 


gebome \ 


Jährl. Durchschn. 18739 


Jährl. Dl 


irchschn. 4811 



1) Das Material für diese Untersuchung ist dem „Statistischen Jahrbuch^ 
und (von 1882 ab) der „österreichischen Statistik'^, beide herausgegeben Ton der 
Statist. Zentral-Eomm., entnommen. 
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rerden, welctie auch den fSr die Rechnungen erforderlichen Jahres- 
toTchschnitt angibt. 

Die wurde an dem Verhältnis - der Eoabeii- 

[eborten zur äeaamtzahl der Geburten, also an jenem ror- 

eine BeBtimmuog der 

iiner Enabengebort der Tier ergab 

ich so eine Reihe dieses V deren 

Dispersion dann geprüft warde. Die Einzel werte selbst sind ans 
blgender Tabelle za ersehen. 

Rdatire Hiaflgkeft der 
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Die Zahlen jeder Reihe sind yerglichen worden mit jenem Werte ji^ 



m 



des Verhältnisses — , der sich aus der Gesamtmenge der betreffenden 

Geburten ergibt; aus den Abweichungen A,- « -'hPo ist dann 

der mittlere Fehler 

aus Pq und dem Jahresdurchschnitt Sq der Geburten der mittlere Fehlor 



/»'-"P 



Po (1 - Po) 



8c 



berechnet worden^); aus diesen beiden ergab sich der Dispersions- 
koeffizient 

ff 

V ^'• 
Die betreffenden Werte sind aus der folgenden Tabelle zn ersehen. 





Leb. ehel. Leb. unehel. 


Tot ehel. 


Tot unehel. 


Q 


0,61460 

0,000961 

0,000677 


0,61897 

0,00198 

0,00144 

1,87 


0,6736 
0,00448 
0,00861 
1,24 


, 0,6446 
0,01181 
0,00718 
1,67 



Um eine generelle Probe daraufhin zu erhalten, in welchem 
Grade sich die Abweichungen dem Bernoullischen Theorem anpassen, 
ist jedesmal auch der durchschnittliche Fehler d berechnet und das 

Verhältnis ^ gebildet worden, dessen theoretischer Wertl/^-» 1,263 

ist-, es ergab sich für die vier Kategorien: 

d^ 0,000784 0,00156 0,00372 0,00923 
^ 1,213 1,269 1,204 1,225 



worin eine hinreichende Übereinstimmung mit der Theorie erblickt 
werden kann. 

Was die Verteilung der A^, also die eigentliche Dispersion, an- 
langt, so zeigen die nachstehenden Daten, wie sie nach dem jeweiligen 
Werte von h'^ (physikalische Präzision) sich hätte ergeben sollen 
(Theor.) und wie sie tatsächlich sich ergeben hat (Beob.). 

^) Gelegentlich der ersten Auflage des Buches ist eine Proberechnnng bei 
den ehelichen Lebendgeburten mit BerücksichtiguDg der ungleichen Gebmten- 
mengen von Jahr zu Jahr, also mit Berücksichtigung der Gewichte ansgefOhit 
worden; sie ergab zwar andere Werte für n" und ^', ließ aber den DiTergeni- 
koeffizienten fast unverändert. 



L AlMchnitt. Die menichliehen MaBsenenoheÜMUigen. 



53 



Lebend ehelich 


Lebend unehelich 


Tot ehelich 


Tot unehelich 


Ä" = 


748,6 


Ä" « 807,1 


Ä" « 167,8 


Ä" = 


= 62,7 


l 


Anzahl 


X 


Anzahl 


X 


Anzahl 


X 


Anzahl 


















von bis 




• 

o 


von bis 


1 

xi 


• 

1 


von biB 




1 


von bis 


M 

s 


1 




H 


PQ 




H 


n 




H 


PQ 




EH 


PQ 


+ 0,0002 


7 


7 


±0,001 


13 


18 


± 0,002 


18 


12 


± 0,001 


8 


8 


0,0004 


13 12 


0,002 


26 


26 


0,004 


26 


24 


0,006 


14 


12 


0,0006 


19 


17 


0,008 


32 


36 


0,006 


88 


82 


0,010 


26 


26 


0,0008 


24 


20 


0,004 


37 


38 


0,008 


87 


87 


0,016 


88 


82 


0,0010 


28 


24 




















0,0014 


34 


86 




















0,0018 


86 


88 





















Man kann wohl, namentlich in den weniger zahlreichen Kategorien, 
von einem yollkommenen Anschlnsse der Erfahrung an die Theorie 
sprechen. 

Die durchwegs übemormale Dispersion Teranlaßte mich zu einer 
eingehenderen Prüfung des Zahlenmaterials daraufhin, ob nicht neben 
den zufälligen Schwankungen auch Spuren systematischer Schwankungen 
zu erkennen seien, die dann auf zeitliche Änderungen des Bedingungs- 
komplexes der Geschlechtsdetermination hinweisen würden. In der 
Tat scheinen mir solche Spuren deutlich vorhanden zu sein. Wenn 
man nämlich die l in ihrer zeitlichen Aufeinanderfolge auf ihr Vor-, 
zeichen hin betrachtet, so treten bei allen Kategorien erhebliche Zeit- 
strecken mit einem stark überwiegenden Vorzeichen ein, während in 
anderen Strecken ein bunter Wechsel des Vorzeichens herrscht. Die 
Auszählung ergab folgendes Resultat: 



+ - 
Lebend ehel. 1866—1874 9 

1875—1893 8 11 
1894—1905 11 1 



+ - 
Lebend unehel. 1866—1870 5 

1871—1894 12 12 
1896—1905 3 8 



Tot ehel. 



1866—1888 11 12 Tot uneheL 
1889—1894 6 
1895—1905 10 1 



1866—1880 15 
1881—1894 7 7 
1895—1905 11 



Der Anblick der Tabelle auf S. 55 zeigt auch, wie z. B bei den 
ehelichen Lebendgeburten die relatiye Häufigkeit der Knaben bis 1874 
beträchtlich groß bleibt, um dann vielfach zu schwanken und von 
1894 ab beständig verhältnismäBig klein zu bleiben; ein fast um- 
gekehrtes Verhalten zeigen die unehelichen Totgeburten. 

Eine weitere Stütze für die Vermutung, daB die Häufigkeit der 
Knabengeburten außer unwesentlichen auch wesentlichen zeitlichen 
Schwankungen unterworfen ist, ergibt sich durch Einteilung des ganzen 
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Zeitraumes in mehrere Perioden und deren gesonderte Untersuchung; 
die Einteilung, die in der nachstehenden Tabelle gemacht worden ist^ 
schließt sich in der Hauptsache den über die Vorzeichen gemachten 
Wahrnehmungen an. 

Relative Häufigkeit der Knabengebarten 
1866—1877 1878—1894 1896—1906 1866—1905 

Lebendgebome, ehelich 0,51545 0,51465 0,51372 0,51460 

Lebendgebome, unehelich 0,51368 0,51349 0,51498 0,51397 

Totgebome, eheHch 0,6753 0,5653 0,5697 0,5735 

Totgebome, unehelich 0,5359 0,5410 0,5576 0,5446 

Gebome überhaupt 0,51642 0,51596 0,51535 0,51590 

Man sehe auch das Beispiel am Schlüsse von No. 195 nach. 

Zu einer weiteren Untersuchung gibt die Gliederung der Gesamt- 
geburtenmasse nach ehelichen und unehelichen Geburten einerseits 
und nach Lebend- und Totgeburten andererseits. Es handelt sich da 
um zwei Momente verschiedener Natur; auf die erste Gliederung 
nehmen die wirtschaftlichen Verhältnisse unzweifelhaft einen erheb- 
lichen Einfluß, während die zweite Gliederung mehr von physio- 
logischen Momenten beeinflußt sein dürfte. 

Die Untersuchung ist derart geführt, daß für alle Jahre des 
28jährigen Zeitraumes 1878 — 1905 der Anteil der unehelichen Ge- 
burten und ebenso der Anteil der Totgeburten an der Gesamtgeburten- 
masse in Promille bestimmt worden isi Diese Promille sind in der 
linken Hälfte der nachfolgenden Tabelle in ihrer zeitlichen Folge, in 
der rechten Hälfte ihrer Größe nach geordnet aufgeführt. Die erste 
Anordnung dient dazu, um zu prüfen, ob eine wesentliche zeitliche 
Schwankung in den für die betrachteten Gliederungen maßgebenden 
Momenten zu vermuten sei; an der zweiten soll untersucht werden, 
welcher Art die Verteilung der Einzelwerte ohne Rücksicht auf das 
Jahr, aus dem sie stammen, sein möge. 

Was den ersten Fragepunkt betrifft, so spricht der Bau der 
Reihen in entschiedener Weise für die angedeutete Vermutung; das 
Promille der unehelichen Geburten bleibt während des ganzen Zeit- 
raumes 1879 — 1898 über dem aUgemeinen Durchschnitt 143,2 und 
hält sich außerhalb dieses Zeitraumes ständig unter demselben; bei 
dem Promille der Totgeburten ist das gleiche Verhalten in bezug auf 
den Zeitraum 1885 — 1901 und den allgemeinen Durchschnitt 27,5 zu 
beobachten. 

Mit diesen Erscheinungen harmoniert denn auch die Tatsache, 
daß die nach der Größe geordneten Zahlen nicht den typischen Cha- 
rakter zufällig gestörter Werte, vielmehr eine ausgesprochene Asym- 
metrie zeigen. In der die unehelichen Geburten betreffenden Reihe 
liegen 8 Glieder unter, 20 Glieder über dem Mittel, und die durch- 
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BchnitÜiche Abweichung vom Mittel beträgt in diesen beiden Qruppen 
beziehungsweise 9^96, 4^7 Promille; die Streuung der Reihe betragt 
7^42; der unterschied ihrer extremen Qlieder 24,5. Die auf die Tot- 
geburten bezügliche Reihe weist 11 Glieder unter und 17 über dem 
Mittel und die durchschnittlichen Abweichungen betragen 1,25, bzw. 
0,92; die Streuung berechnet sich mit 1,22, der Abstand der extremen 
Glieder ist bloß 4,3. All dies weist darauf hin, daß der Bedingungs- 
komplex für das Zustandekommen unehelicher Geburten viel stärkeren 
Störungen ausgesetzt ist als jener, von dem die Totgeburten stammen. 





üneh. Geburten 


Totgeburten 


Üneh. Gebnrten 


Totgeburten 


Jahr 


in 7oo ^^^ gesamten Gebortenmenge 




nach der Zeitfolge 


nach der Größenfolge 


1878 


142,2 


26,1 


126,0 


26,1 


1879 


146,2 


26,6 


126,6 


26,6 


1880 


148,0 


26,9 


128,2 


26,6 


1881 


146,2 


26,2 


182,7 


26,9 


1882 


146,8 


26,7 


184,3 


26,2 


1883 


146,4 


27,0 


136,6 


26,3 


1884 


148,0 


27,1 


139,6 


26,4 


1886 


149,8 


27,7 


142,2 


26,7 


1886 


148,8 


27,7 


144,0 


26,8 


1887 


148,8 


28,6 


144,8 


27,0 


1888 


148,8 


28,2 


146,2 


27,1 


1889 


148,8 


28,6 


146,2 


27,7 


1890 


160,0 


28,4 


146,4 


27,7 


1891 


147,3 


29,1 


146,8 


27,7 


1892 


160,6 


29,0 


146,2 


27,8 


1893 


146,4 


29,0 


146,4 


28,1 


1894 


149,4 


29,4 


147,8 


28,2 


1896 


146,2 


28,4 


148,0 


28,4 


1896 


149,1 


28,4 


148,0 


28,4 


1897 


144,8 


28,7 


148,3 


28,4 


1898 


144,0 


28,1 


148,8 


28,6 


1899 


139,6 


28,6 


148,8 


28,6 


1900 


136,6 


27,7 


148,8 


28,6 


1901 


184,8 


27,8 


149,1 


28,7 


1902 


132,7 


26,3 


149,4 


29,0 


1903 


126,6 


26,8 


149,8 


29,0 


1904 


128,2 


26,4 


160,0 


29,1 


1906 


126,0 26,6 1 


160,6 


29,4 




Allgemeiner 1 


Ouxchachnitt | 


143,2 


27,6 



c) Das GresdUechtsverhäUnis der Gestorbenen in den yerschiedenen 
Altersklassen ist ron Lexis^) an Beobachtungen über die Beyölkerung 
Belgiens in dem Zeiträume 1841 — 1860 untersucht worden. Es ergab 
sich, daß diesem Verhältnis in den ersten Altersjahren eine typische 
Wahrscheinlichkeit mit fast normaler Dispersion zugrunde liegt und 
daß diese Wahrscheinlichkeit, der Verstorbene sei männlichen 6e- 

^) Über die Theorie der Stabil, d. statist. Reihen, p. 84—92. 
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scUechtes, mit dem Alter abnimmt. Später, und namentlich in den 
höheren Altersklassen (30 bis 75), wird die Dispersion ausgesprochen 
übemormal, ein Zeichen dafür, daß hier energisch wirkende und stark 
wechselnde äußere Ursachen vorhanden sind, die spezifisch auf die 
Sterblichkeit des einen und des andern Geschlechtes Einfluß nehmen. 
In den höchsten Altem findet wieder ein Ausgleich statt und eine 
fast gleichmäßige Stellung beider Geschlechter zu den Todesursachen; 
der organische Unterschied in der Lebensfähigkeit der beiden Ge- 
schlechter, der Tordem so erheblich war, tritt fast völlig zurück. 

In jüngster Zeit sind diese Untersuchungen an vollkommenerem 
und ausgedehnterem statistischem Material von W. Eammann^) von 
neuem ausgeführt und auch auf das GesckkchtsverhaUnis der Über- 
lebenden in den Kinderjahren erstreckt worden. Dadurch ist auch ein 
Einblick gewonnen worden in die Art und Weise, wie das ursprüng- 
liche Übergewicht des männlichen Geschlechtes über das weibliche 
nach und nach aufgehoben wird, so daß schon sehr früh nahezu 
völliges Gleichgewicht der Geschlechter sich einstellt. 

Die Beobachtimgen, welche Kammann verwendet, beziehen sich 
auf Holland (1870-1873, 1880—1894) und auf Preußen (1867—1894); 
durch Zerlegung des preußischen Materials nach Provinzen sind Be- 
obachtungsreihen verschiedenen Umfanges hergestellt worden, um auch 
den Einfluß dieses Faktors auf die Ergebnisse zu prüfen. 

Zunächst konnte, in Übereinstimmung mit den vorerwähnten Re- 
sultaten von Lexis, festgestellt werden, daß die Gestorbenen der 
ersten Lebensjahre in bezug auf das Geschlechtsverhältnis in guter 
Annäherung maximale Stabilität aufweisen, wenn auch nicht in dem 

hohen Grade wie die Geborenen. Die Quotienten — , welche das 

Verhältnis der Sterbefälle von Knaben zur Anzahl aller Sterbefälle 
der betreffenden Altersstufe ausdrücken, können also als empirische 
Bestimmungen einer nur mäßig schwankenden Wahrscheinlichkeit p 
für einen männlichen Todesfall angesehen werden. Die folgende Tabelle 
gibt eine Probe, wie sich das Geschlechtsverhältnis der zwischen und 
2 Jahren Gestorbenen gestaltet. Dabei bedeutet z die Anzahl der Be- 
obachtungsreihen, die für das betreffende Gebiet zu Gebote standen, 
Pq den aus ihrer Gesamtheit abgeleiteten Wert von py Sq die mittlere 
ATi7Ah1 der beobachteten Sterbefälle, Q den Divergenzkoefflzienten. 

Gesehleehtsverhältnis der Gestorbenen zwischen und 2 Jahren. 



Gebiet 



Po I «. 







Holland ! 24 

Königreich Preußen |; 21 



0,650 
0,646 



41289 
316 359 



Q 



1,60 
2,08 



') Das GeschlechtsYerhältDis der Überlebenden in den Kinderjahren als 
Belbstfijidige massenphysiologische Konstante etc. Göttingen 1900. 
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Qebiet 



Po 



8^ 



ProYinz Preußen . . . 
Brandenburg 
Schlesien. . . 
Rheinland . . 
Pommern . . 
Posen . . . . 
Sachsen . . . 
Hannover . . 
Westfalen . . 



21 


0,642 


48 699 


1,46 


81 


0,6i3 


46 882 


1,10 


21 


, 0,647 


67 884 


1,41 


21 


1 0,647 


44 662 


1,49 


21 


0,648 


11872 


1,20 


21 


0,646 


22 862 


1,06 


21 


0,647 


28 286 


i,u 


21 


0,661 


16 416 


0,96 


21 


0,447 


20 074 


1,84 



Die Reihe der Q bestätigt das Ergebnis der Theorie, daß bei dem 
Vorhandensein einer auch noch so geringen physischen Schwankung 
der Diyergenzkoeffizient mit der Grundzahl wächst; denn die sechs 
größten Gebiete geben 1,51, die fünf übrigen Gebiete 1,14 als Mittel- 
wert der Q, 

Die selbständige Untersuchung des Geschlechtsverhältnisses der 
Überlebenden, nachdem das Geschlechtsverhältnis der Geborenen und 
jenes der Gestorbenen bereits untersucht ist, erweist sich aus folgen- 
den Gründen als ein neues, für sich bestehendes Problem. 

Es sei 

m die Anzahl der geborenen Knaben, 
8 die Anzahl der Geborenen überhaupt; 

femer für die Altersstufe (0, xy. 

m^ die Anzahl der gestorbenen Knaben, 
8^ die Anzahl des Gestorbenen überhaupt; 

endlich, im Alter x: 

m^ die Anzahl der überlebenden Knaben, 

•« 

8^ die Anzahl der Überlebenden überhaupt; 
dann bestehen die Relationen 



Wg = m — mj 



8^ — S 5| , 

und es drückt sich das Geschlechtsverhältnis der Überlebenden durch 
den Bruch 















m 


«i»*i 


m. 




m 


— 


^1 




8 


8 «1 


«1 




8 


— 


«1 




1 


— ?L 



8 



m 



aus, hängt also ab von dem Geschlechtsverhältnis — der Geborenen 



8 



das maximale Stabilität besitzt, von dem Geschlechtsverhältnis 



8t 
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der Gestorbenen^ welchem nach den eben angeführten Daten nur an- 
genähert maximale Stabilität zukommt^ schließlich aber auch noch 



5. 



Yon dem allgemeinen Sterblichkeitsverhältnis — auf der Altersstufe 



8 



(0, x), das, wie später gezeigt werden wird, von der normalen Dis- 
persion sich weit entfernt; es kann daher aus der obigen Beziehung 

ein Schluß auf die Stabilität von — * nicht gezogen werden. 

Die direkte Untersuchung dieses Verhältnisses hat nun gezeigt, 
daß ihm in den ersten und mittleren Einderjahren und bei den der 
Beobachtung unterzogenen Bevölkerungen nahezu vollkommene Sta- 
bilität zukommt, daß es also neben dem Geschlechtsverhältnis der Ge- 
borenen eine massenphysiologische Eonstante deutlich ausgesprochener 
Art bildet. Die Größe des Verhältnisses läßt erkennen, daß die er- 
hebliche Übersterbliehkeit der Enaben gegenüber den Mädchen in 
den ersten Lebensperioden, wie sie aus der vorangegangenen Tabelle 
zu ersehen ist, sehr rasch das Gleichgewicht beider Geschlechter 
herbeiführt. 

In der nachstehenden Tabelle bedeutet x das Alter der Überleben- 
den, die Anzahl der für das nebenstehende Alter gebildeten Beob- 
achtungsreihen, Pq den aus allen abgeleiteten Wert des Geschlechts- 
verhältnisses, Sq die mittlere Grundzahl, Q den Divergenzkoeffizienten. 

Oeschleclitsverhältnis der Überlebenden. 





Königreich 


Preußen 

«0 






Königreicl: 


L Holland 




X 


z 


Po 


Q 


X 


e 


Po 


«0 


Q 


1 


21 


0,608 


846 842 


0,99 


1 


26 


0,508 


117 467 


Ml 


2 


21 


0,508 


786 978 


1,04 


2 


24 


0,603 


110 271 


1,06 


8 


21 


0,608 


768 158 


1,07 


8 


23 


0,508 


106 884 


1,09 


4 


20 


0,608 


788 928 


0,97 


4 


22 


0,602 


104 796 


1,12 


6 


19 


0,608 


717 880 


1,28 


6 


21 


0,508 


102 967 


1,12 


6 


is 


0,608 


706 283 


1,08 


6 


20 


0,602 


101 660 


1,16 












7 


19 


0,502 


100 476 


1,13 












8 


18 


0,602 


99 479 


1,10 












9 


17 1 


0,601 


98 412 


1,03 












10 


16 


0,601 


97 847 


1,06 



d) Die Untersuchung der Sterblidikeitsverhältnisse auf den ver- 
schiedenen Altersstufen ist ein Problem, dem neben einem hervor- 
ragenden biologischen Interesse auch eine große praktische Bedeutung 
für das Versicherungswesen zukommt. Durch solche Untersuchungen 
soll entschieden werden, wie weit die Quotienten, die man unter dem 
Namen der Sterbenswahrscheinlichkeiten in den einzelnen Altersjahreu 
anführt und gebraucht, den Charakter von Wahrscheinlichkeiten be- 
sitzen und demgemäß nach den Sätzen der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung behandelt werden dürfen. 
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Über diesen Gegenstand liegen gegenwärtig erst wenige Ar- 
beiten vor. 

Auf Grand bevölkerungsstaüstischer Erhebungen wurde die Sterb- 
lichkeit der allgemeinen männlichen Bevölkerung der Niederlande auf 
ihre Stabilität durch J. H. Peek^) untersucht. Unter Leitung van 
Peschs ist hier für jedes der zehn Beobachtungsjahre 1880 — 1889 
fQr jede einjährige Altersklasse der Sterblichkeitsquotient (Anzahl der 
in der Altersklasse Gestorbenen durch die Anzahl derjenigen, welche 
ihre untere Ghrenze lebend überschritten haben) berechnet worden; da- 
durch war die Möglichkeit geboten, die Dispersion der zehn fUr jede 
Altersklasse gewonnenen Quotienten zu prüfen; zu ihrer Charakteri- 
sierung wurde aus den auf die beiden Arten bestimmten mittleren 
Fehlem 



-1^. .'-i/feüfÄ) 



der Divergenzkoeffizient Q = —,- gebildet. Dabei bedeutet Pq das Mittel 
aus den zehn Einzelwerten^ s^ die durchschnittliche Zahl der Lebenden 

am Beginne der Altersklasse^ A,. = h Po ^^ Abweichung des 

Einzelwertes vom Mittel. 

Das Ergebnis, in aUemeinen Zügen dargestellt, war folgendes. 
In den ersten neun Lebensjahren ist die Dispersion übemormal mit 
von Jahr zu Jahr abnehmender Amplitude, die Sterblichkeit also mit 
den äußeren Umständen schwankend. Vom 10. Lebensjahre an oszilliert 
Q in nicht weiten Grenzen um die Einheit, ist 55 mal über, 26 mal 
unter 1; das Mittel der Einzel werte von Q ist 

für die Alter 10—47 . . . 1,163 
„ „ „ 48--90 . . . 1,127 
„ „ „ 10—90 . . . 1,144. 

Man kann also sagen, daß mit Ausschluß der ersten und mittleren 
Kinderjahre die Sterblichkeitsquotienten eine nur wenig von der nor- 
malen abweichende (schwach übemormale) Dispersion aufweisen 
und daher, wenn es sich nicht um lange Zeiträume handelt, ganz 
wohl als Wahrscheinlichkeiten angesehen und behandelt werden 
dürfen. Auch die Verteilung der Einzelwerte um den jeweiligen 
Mittelwert spricht dafür; bezeichnet r die wahrscheinliche Abweichung, 
so zeigte sich bezüglich der 10 • 91 =■ 910 Einzelwerte von k das 
folgende: 



1) Das Problem des Risiko in der Lebensversicherang. Zeitschr. f. Ver- 
sicherungsrecht und -Wissensch. V, 1899, p. 169—197. 
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Abweichung X 


Theoretische Anzahl 


Beobachtete Anzahl 


YOn bis 


r 
2 


241 


224 


r 
" ~2 " 


r 


215 


208 


1» *" >i 


8r 
2 


172 


189 


8r 

" 2 " 

„ 2r „ 


2r 

6r 
2 


121 
80 


187 

• 

98 


über 


6r 
2 


81 


69 






910 


910 



Normale Dispersion in sehr guter Annäherang wurde von dem- 
selben Autor auch an den Sterblichkeitsquotienten nachgewiesen , die 
aus der Statistik der niederländischen Beamten (1878 — 1894) zur Kon- 
struktion der ersten Beamtensterbetafel f&r die Niederlande abgeleitet 
worden sind. Hier handelt es sich also um eine Gesellschaft, die ver- 
möge der Homogenität, die sie in manchen Beziehungen aufweist, dem 
Bestände einer Versicherungsanstalt nahe kommt. Bei Trennung der 
Beobachtungsjahre und Bildung von Altersgruppen ergaben sich 
192 Einzelwerte und der Mittelwert der berechneten Diyergenzkoeffi- 
zienten betrug 0,99. 

Aus Beobachtungen an Versidierien wurde die normale Dispersion, 
also die maximale Stabilität der Sterblichkeitsquotienten, an zwei 
speziellen FäUen (Gotha 1869 — 1880, Leipzig 1880 — 1894) von 
G. Bohlmann ^) dargetan. Für die fünfjährigen Altersklassen von 
26 bis 90 ergaben sich die Divergenzkoefßzienten 

0,8, 0,8, 1,3, 0,9, 0,9 0,8, 1,2, 1,0, 1,0, 1,1, 1,2, 1,1, 1,1 

aus den Gothaer Beobachtungen, und für die füni^ährigen Altersklassen 

von 21 Y bis 80y die Divergenzkoefßzienten 

0,9, 1,0, 1,8, 1,5, 1,1, 0,8, 1ä' 1,1, 0,9, 0,9, 1,0, 1,1 

aus den Leipziger Beobachtungen. 

e) Zu einer Untersuchung der SterUicKkeit unter Versicherten auf 
ihre Stabilität ergibt sich in anderer Weise Gelegenheit dort, wo auBer 
dem Alter auch die abgelaufene Yersicherungsdauer in Betracht ge- 
zogen wird. Man erhält dann für eine und dieselbe Altersstufe so 
viele Sterblichkeitsquotienten, als man Versicherungsdauem unter- 
schieden hat Dabei darf als durch die Erfahrung erwiesen hingestellt 

1) Über angewandte Mathematik usw., Leipzig 1900, p. 142. 
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werden , daß hier außer zufälligen Schwankungen auch systematische 
auftreten^ und zwar in dem bestimmten Sinne, daß in den ersten Ver- 
sicherupgsjahren der Sterblichkeitsquotient betrachtlich unter dem all- 
gemeinen Durchschnitt liegt , während er sich nach Ablauf einer 
gewissen Versicherungsdauer t unter zufälligen Schwankungen im all- 
gemeinen in gleicher Höhe über dem allgemeinen Durchschnitt hält. 
Darauf wird bei der folgenden Untersuchung Rücksicht zu nehmen 
sein; die beiden vorgefahrten Fälle sind nach verschiedenen Methoden 
rechnerisch behandelt, um auch nach dieser Richtung eine Richtschnur 
zu bieten. 

Die folgenden Erfahrungen sind der österreichischen Sterblich- 
keitsmessung entnonunen und beziehen sich auf 50jährige Männer, die 
auf d«n Todesfall versichert waren. In der Kolonne E stehen die 
Anzahlen derjenigen, welche nach Ablauf der in der ersten Kolonne 
verzeichneten Versicherungsdauer das Alter 50 durchschritten haben, 
in der Kolonne 6 die Anzahlen derjenigen von ihnen, die vor Er- 
reichimg des Alters 51 mit Tod abgegangen sind. Daraus sind die 
Sterblichkeitsquotienten p gebildet, dann ihre Abweichungen X von 

697 

dem allgemeinen Durchschnitt p^ — öTääK "" 0,02011, femer die Pro- 
dukte EXX] auf dieses Material gründet sich die Auswertung der 
Formehl (6*), (7*) von Nr. 202, indem 



m' =-VPo(1-Po) -VÖpbl 1-0,97989 - 0,14037, 

woraus sich der Divergenzkoeffizient 

Q =. 0,758 

berechnet. Ausdrücklich sei hervorgehoben, daß erst die ErfiEkhrungen 
nach Ablauf von 10 Versicherungsjahren, also vom 11. angefangen, 
verwertet worden sind. 
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66 
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16766182 
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1984 
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1471826 


18 


2228 


48 
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82 
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19 


1928 


89 


2028 
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20 


1789 


87 


2128 
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2661768 
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z 


E 


e 


P 


X 


EXX 


21 
22 
28 
24 
26 
26 


1448 
1049 
848 
626 
402 
248 


28 
14 
17 
12 

8 
4 


1688 
1884 
2004 
1916 
1990 
1646 


+ 428 
+ 677 
+ 7 
+ 96 

+ 21 
+ 866 


26909064 

48078817 

4240 

666278 

17688 

8287489 



84665 



697 



0,181164051 



Gleichfalls der österreichischen Sterblichkeitsmessung sind die 
nachstehenden Erfahrungen über männliche Personen des Alters 47 
entnommen^ die eine gemischte Versicherung abgeschlossen haben. 
Die ersten yier Kolonnen sind ebenso angeordnet wie vorhin, die Be- 
stimmung von [£A>1] erfolgte aber nach der am Schlüsse von I7r. 150 
angefahrten Formel, die hier lautet: 



[Ell] 



M-[i> 



darum sind in der letzten Kolonne die Produkte Op angefügt, 
berechnet auf Orund der Tabelle: 



Man 



i>o- 



247 
19Ö4I 



0,01 297 , [EX X] = 3,47226 - 3,20408 « 0,268 1 7 , 



^" ^y^^ „ 0,1384, fi' -]/^1297. 0,98703 = 0,1131, 

Q = 1,224. 
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19 
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1620 


20 


147 
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1360 


27^0 



19041 



247 



8,47226 



Bei dieser Rechnung sind die Erfahrungen vom 7. Versicherungs- 
jahr aufwärts benutzt; fügt man die Ergebnisse der ersten 6 Ver- 
sicherungsjahre hinzu, welche lauten: 
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0,00655 


0,07860 
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1725 
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1101 


20919 
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1960 
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45930 


3 
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4 
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1190 


27370 





1957 


33 


1686 


55738 



11190 138 



1,82534 



so ist aus den oben angeführten Gründen auf eine Vergrößerung des 
Diyergenzkoef&zienten zu schließen; in der Tat ergibt die Rech- 
nung jetzt: 

i^o = 0,01273, fi" = 0,1406, ft' ^ 0,1121, 

Q - 1;254. 

v^ f ) In den Beilagen zum Gesetzentwurfe für die Sozialversiche- 
rung in Österreich sind die Hauptergebnisse der Unfallstatistik ent- 
halten, denen die nachstehende Zahlenreihe, betreffend die auf* 100000 
YoUarbeiter entfallenden töÜichen Unfälle in den aufeinanderfolgenden 
Yerwaltungsjahren, entnommen ist. Dieselben Zahlen sind dann noch- 
mals der Größe nach geordnet angeführt und es sind zu der ersten 
Anordnung die Abweichungen vom allgemeinen Durchschnitt, d. i. 67^ 
und deren Quadrate angegeben. Man hat hier 



jPo « 0,00067 



u 



y 



0,00 000002 



0,0000353, ^"^^l/?!??^^^^*-?- 0,0000818, 

Q - 0,431 . 

Die ausgesprochen untemormale Dispersion dürfte aus dem um- 
stände zu erklären sein, daß die tötlichen Unralle häufig kummulativ 
sich ereignen. 
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Jahr 


pro 
100000 


n.d.OrOA6 
geordnet 


X 


XX 


1908 


60 


70 +7 


49 
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64 


70 +3 
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68 


72 —1 
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06 


64 


78 +8 


9 



1139 



200 



Der aus ^" gerechnete wahrscheinliche Fehler r = 0,000023 führt 
dazu, daß die wahrscheinlichen Grenzen 64,7 und 69,3 sind: zwischen 
ihnen liegen 8 von den 17 Gliedern, was zu dem typischen Charakter 
der Reihe gut stimmt.^) 

207. Extensive statietlsche OröAen. Zur Beschreibung von 
Massenerscheinungen werden außer den bisher betrachteten Relativ- 
zahlen, die als intensive statistische Größen bezeichnet werden können, 
weil sie die Intensität des Aufbretens, die Häufigkeit eines Zustandes 
oder einer Zustandsänderung kennzeichnen, auch extensive Gh-ößen her- 
angezogen, die durch benannte Zahlen zum Ausdruck kommen. 

Eine solche Größe tritt nun an den Elementen der Masse, ins- 
besondere also an den Individuen einer Menschenmasse, mit verschie- 
denen Werten auf, und es können bezüglich der Verteilung dieser 
Werte, bezüglich der Häufigkeit ihres Auftretens alle die Fragen ge- 
stellt werden, die im dritten Teil, in der Kollektivmaßlehre, erörtert 
worden sind, wo der Gegenstand in seiner vollen Allgemeinheit sowohl 
was die Natur der Objekte, die die Masse bilden, als auch was die 
Art der Verteilung betrifft, zur Behandlung kam. Hier wendet sich 
unser Interesse hauptsächlich menschlichen Massenerscheinungen und 
einer speziellen Frage zu. 

Es ist nämlich üblich, eine Masse in bezug auf eine extensive 
Eigenschaft ihrer Individuen durch einen einzigen Wert zu kenn- 
zeichnen, nämlich durch einen Mittelwert. Trotz der Mängel, die einem 
solchen Verfahren im allgemeinen anhaften und auf die bereits in 
Nr. 196 hingewiesen worden ist, hat sich diese Art der Kennzeich- 
nung in der Statistik doch eingebürgert; es gibt indes Fälle, wo sie 
in der Tat Berechtigung hat. Dazu kommt die vielfach vorhandene 
praktische Bedeutung. 



1) Weitere Beispiele der Untersuchung statistischer Verhältniszahlen auf 
ihre Stabilität findet man in E. Blaschkes Vorles. über mathem. Statistik, 
Leipzig 1906, § 36 d) und e). — Als Beispiele erheblicher übemormaler Disper- 
sion, die wohl die B«gel bilden wird, fdhrt A. Tschuprow in Schmollers Jahrb. 
d. C^esetzgeb. 26 (1905), p. 11—70, die Geschlechtsgliederong der Gestorbenen in 
den höheren Altern an, bei der sich nach seiner Angabe der DivergenzkoefEzient in 
der Altersstrecke 50—76 beständig über 4 hält, was also auf ein sehr verschie- 
denes Verhalten der beiden Geschlechter gegenüber den Todesursachen schließen 
läßt; dann die relative Selbstmordhäufigkeit, bei der Q gegen 5 betragen soll. 
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Von den Mittelwerten kommen fast ansschließlich die drei in 
Nr. 196 besprochenen: das arithmetische Mittel^ der Zentralwert^ der 
dichteste Wert, und nnter ihnen der erste am häufigsten zur An- 
wendung. Ist die Verteilung der Einzelwerte durch eine analytische 
Funktion nach den Methoden der EollektiymaBlehre oder auf eine 
der in Nr. 197 — 199 entwickelten Arten dargestellt, so ist die Be- 
stimmung der Mittelwerte eine rein analytische Au%abe. Von diesem 
Fall wird hier abgesehen. 

Unter den Mittelwerten hat sich das wissenschaftliche Interesse 
insbesondere einem solchen zugewandt, der zu den Einzelwerten die- 
selbe Stellung einnimmt wie das arithmetische Mittel einer Reihe 
gleich genauer Beobachtungen einer Größe zu diesen, mit anderen 
Worten: einem Mittelwert von solcher Art, daß die auf ihn bezogenen 
Abweichungen der Einzelwerte das Oaußsche Gesetz befolgen. Mit 
demselben Recht, mit dem man Yerhaltniszahlen, die eine solche Ver- 
teilung aufweisen, als fsufaUig gestörte Werte einer Orundwahrscheit^ 
lichkeit ansieht, kann man die Einzelwerte einer extensiven Größe, 
denen ein derartiger Mittelwert zukommt, als Bufäüig gestörte Speziali- 
sierungen eines Grundwertes der betreffenden Größe auffassen; zur 
Kennzeichnung ihrer Verteilung genügt dann ein einziger Parameter, 
das PrcUfisionsmaß. 

Wegen der Symmetrie der Verteilimg kommen einem Mittelwert 
der betrachteten Art die Eigenschaften des arithmetischen Mittels, 
des Zentralwerts und des dichtesten Werts zugleich zu; Lexis^) hat 
ihm den Namen eines typischen Mittels gegeben. 

Quetelet, der die Existenz typischer Mitt.el auf dem Gebiete 
der Statistik a priori annahm, ist es gelungen, sie wenigstens in stark 
angenähertem Maße auf anthropometrischem Gebiete nachzuweisen (s. 
Nr. 178, 187). 

Für uns haben solche Fälle besondere Bedeutung, wo die exten- 
sive Größe einen Zeitraum bedeutet, der die Dauer eines Zustandes 
oder den Zeitabstand zweier Zustandsänderungen mißt; dem Mittelwert 
kommt dann biologische, soziologische, häufig selbst wirtschaftliche 
Bedeutung zu. Die Vergleichung gleichartiger Mittelwerte kann auch 
zum Substrat der Ejtusalforschung werden, insofern nämlich* erheblich 
verschiedene Mittelwerte einer und derselben Größe auf Unterschiede 
in der Verursachung hinweisen. 

Als Beispiele extensiver Größen der letztbesprochenen Art seien 
angeführt: die menschliche Lebensdauer; die Alter der Individuen einer 
in einem bestimmten Zeitpunkte erfaßten Masse; das Alter der in den 
Ehestand tretenden männlichen und weiblichen Individuen einer be- 
stimmten Herkunft; die Ehedauer beider Geschlechter; der Zeitraum 



1) Zur Theorie der MassenerBcheinungen, p. 28. 

Gaaber, Wahrsohoinliohkeitireohnang. IL 8. Aufl. 
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zwischen Verwitwnng und Wiederverheiratung; der Zeitraum zwischen 
Verheiratung und erster Entbindung, zwischen erster und zweiter, 
zweiter und dritter, • • • Entbindung bei Frauen eines bestimmten Heirats- 
alters; die Alter der Kinder bei bestimmten Alterskombinationen der 
Eltern; die Dauer der Aktivist bei Personen einer bestimmten Be 
rufskategorie; die Dauer der Inyalidität bei Personen eines bestimmten 
Inyalidisierungsalters; die jährliche Krankheitsdauer auf den verschie- 
denen Altersstufen usw. 

Das Auftreten eines typischen Mittels in Fällen der aufgezählten 
und ähnlichen Arten wird zu den größten Seltenheiten gehören und 
dann den Gegenstand besonderen Interesses bilden. 

Die Beschaffung des Materials für derartige Untersuchungen bietet 
große Schwierigkeiten dar und die Art seiner Gewinnung hat auf die 
Bedeutung des abgeleiteten Mittelwertes maßgebenden Einfluß; sie 
kann mitunter einen klaren Sinn desselben ganz in Frage stellen. 

Betrachten wir, um diese Bemerkung näher zu beleuchten, die 
menschliche Lebensdauer. Hat man von einer selbst sehr großen 
Anzahl von Personen beliebiger Geburtszeit und Herkunft die Lebens- 
dauer aufgezeichnet und aus den Einzelwerten das arithmetische Mittel 
gezogen, so stellt dieses die durchschnittliche oder mittlere Lebens- 
dauer eben dieses Personenkreises dar und entbehrt einer klar zu um- 
schreibenden Bedeutung. Registriert man die Lebensdauern der in 
einer geschlossenen Bevölkerung während eines bestimmten Kalender- 
jahres verstorbenen Personen und bildet daraus das arithmetische 
Mittel, so hat man das mittlere Sterbealter der betreffenden Personenge- 
meinschaft bestimmt, bei dessen Beurteilung man nicht übersehen 
darf, daß sich die Geburtszeiten der Personen rund über ein Jahr- 
hundert erstrecken. Stellte man sich die Aufgabe, die mittlere Lebens- 
dauer der Personen zu bestimmen, die der Geburt nach aus einem 
bestimmten Kalenderjahre stammen , so würde dies die Beobachtung 
dieser Generation bis zu ihrem völligen Aussterben, also rund durch 
ein Jahrhundert, erfordern; erst dann könnte der Mittelwert gebildet 
werden und es käme ihm nur mehr historische Bedeutung zu. Man 
sieht indes, daß die Aufgabe in dieser Form undurchführbar ist. Ein 
anderer Weg, der sich eröffiiet, besteht darin, durch gleichzeitige 
Beobachtung aller Altersklassen, einer Bevölkerung etwa, für jedes 
Altersjahr den Sterblichkeitsquotienten zu bestimmen und aus der so 
ermittelten relativen Verteilung der Sterbefälle nach dem Alter das 
mittlere Sterbealter zu bestimmen; die Bedeutung der mittleren Lebens- 
dauer zur Zeit der Beobachtung kommt der gefundenen Zahl aber nur 
unter der Voraussetzung zu, daß die ermittelten Sterblichkeitsquotienten 
auch dem künftigen Verlauf entsprechen. 

Aus dieser AuseinandenetaBiing mag ersehen werden, mit welcher 
Vorsicht AimhtmtllMlittMtKitllßn LebeiiBdauer aufininehmen sind: 
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ohne Kennzeichnung des Weges ihrer Gewinnung lassen sie eine Be- 
urteUung nicht zu. 

Noch komplizierter gestalten sich die Verhältnisse bei vielen der 
andern oben angeführten Beispiele. 

208. Feststelliing eines typischen Kittels. Bei der Ent- 
scheidung der Frage, ob man anzunehmen berechtigt sei, daß einer exten- 
siven Größe, die an den Individuen einer großen menschlichen Masse 
beobachtet worden ist, ein typischer Wert zugrunde liege, von welchem 
die Einzelwerte nur infolge zufalliger Störungen abweichen, kommt es 
darauf an, in welcher Form das Beobachtungsmaterial gegeben ist 

Die eine Form besteht darin, daß man die Reihe der Einzelwerte 
selbst kennt, die andere, daß man eine Yerteilungstafel (Nr. 177) der- 
selben besitzt, wobei der normale FaU gleicher Intervalle vorausgesetzt 
werden soll. 

Wir beginnen mit dem detaillierteren Modus und nehmen an, 
CTj, a„ '• ' a^ seien die n Einzelwerte der unbekannten Größe X. Da ein 
typisches Mittel arithmetisches Mittel Zentralwert und dichtester Wert 
zugleich ist, so wird man von diesen drei Hauptwerten jenen wählen, der 
die einfachste Bestimmung zuläßt; dies ist das arithmetische Mittel 

^ _ Ox + g, + • • • + ^n. (1) 

Die Frage, ob x mit zureichender Sicherheit als ein typisches Mittel 
betrachtet werden dürfe, kommt darauf zurück, ob sich a^, a^, - - - a^ 
als gleich genaue, nur von zufälligen Fehlem beeinflußte Beobach- 
tungen einer festen Größe auffassen lassen. Um dies zu entscheiden, 
bilde man die Reihe der Abweichungen 

^<—-«i+a; (. = 1,8,. ..n) (2) 

und wenn diese die Forderung der symmetrischen Anordnung um 
Null in zureichendem Maße erfüllen, dann kommt es zur Prüfung des 
ümstandes, ob sie sich dem Gau ß sehen Gesetze 

h 
genügend anschmiegen; die Präzision h wäre dabei aus der Formel 

zu berechnen.^) Man hat nun für verschiedene Intervalle (— ö, 0) zu 



e-*'^' 



1) Diese Präzision mit Bezog auf den wahren Wert X war« \ ^=»y "ö TTTT » 

in Ermangelung der Kenntnis desselben und der wahren Abweichungen 
€^ «> — ai-\- X wird die Untersuchung an der Reihe der X vorgenommen und 

dieser kommt nach Nr. 148 die Präzision ä = 1/ Ä, =1/ z-ttt^ zu. 

r n— 1 " Y 2 \XX\ 

6* 
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unteriuohen, ob die Anzahl der darin enthaltenen l mit der wahr- 
loheinlichaten Zahl 




(4) 

übereinstimmt; darin ist y ^hO. Auf volle Übereinstimmung ist 
dabei nicht zu rechnen; das Gesamtbild , das die ftlr eine Anzahl 
Yon Interrallen abgeleiteten Resultate darbieten, muß darüber Auf- 
schluB geben, ob man von einer zureichenden Anpassung an das Ge- 
setz 8prel^hen kann. 

Eine Probe kann auch darin bestehen, daß man aus der Reihe 
der <i^ neben dem arithmetischen Mittel auch den Zentralwert ableitet 
Zu diesem Zwecke sind die a^ in steigender Folge zu ordnen, wobei 
gleiche a^ so oft gesetzt werden müssen, als ihrem wiederholten Auf- 
treten entspricht; das mittelste a^ (bei ungerader Anzahl) oder ein 
Zwiaohenwert, etwa das Mittel, der beiden mittelsten (bei gerader 
Anzahl) gibt eine Bestimmung des Zentralwertes. Dieser darf sich 
nun über gewisse, durch die Natur der Sache bedingte Grenzen von 
dem arithmetischen Mittel nicht unterscheiden, soll von der Existenz 
eines typischen Mittels die Rede sein dürfen. 

Anders gestaltet sich die Untersuchung; wenn bloß eine nach 
Intervallen geordnete Tabelle von Zahlen gegeben ist, die angeben, 
wie viehnal der beobachtete Wert von X in jedes einzelne Intervall 
au li<^n kam. Es sei 

S- «i» ««• •- «—i K^' 

diente Reihe von Zahlen, wobei a^ die Einzelwerte zahlt, die zwischen 
«^ und (1^ -r ' "" (>i« <^i die Einzelwerte« die zwischen o^ und a^ + d » a^. 
-*; r.^j die Einielwerte« die zwischen a^^ und fl,«i -f d = a. ge- 
fidlen sind. Da$ Intervall \a^„ a^^ enthalt somit den kleinsten, jenes 
V^'«-i« *'»^ ^^^ gn^Bten zur Wahrnehmung gelangten Wert von X: 
t ist die Int^rvailgroBe. 

In dem Intervall, welchem das größte a entspricht, und wir 
nehmen au« daß nur eim solches existiere, ist der dichteste Wert zu 
»ttchen« der zugleich eine Bestimmui^ von X liefert Seine Lage in 
dem lutemdl »her tu bestimmen, ist Aufzabe einer Interpolation, 
auf die hier nicht eingeigangen werden soU.^ Es sei also c, di^ 
grCvftte der Zahlen ^o und a^ -r i^* d« dichteste Wert < ^ < 1 : 
attch $ei «y bereits in die beidi» Teile €if\ c^^ anfieeteilt. von denen 
der erste dem Intemdlteil a^. a^-^ ^d . der zweite dem InterrzlitiKl 
yA, -- ^d. «t^^i anseehort. 

Bddel Äaa r.un Ar «in • < tf die Snmmen 
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«0 + «1 H 1- «fy-i + «/ =^ -2C, 

so \^i - ^ P ein empirischer Wert für die Wahrscheinliclikeity daß 

die Abweichung X zwischen — {üg + %S ^ a^ ^ — B und -f- d falle; 
dem zngronde gelegten Gesetze zufolge ist diese Wahrscheinlichkeit 



aus dieser Gleichung, in der P und bekannt sind, bestimmt man 
mit Hilfe der Tafel I, Bd. I, die Präzision h. 

Eine Probe auf die Gültigkeit jenes Gesetzes würde darin be- 
stehen, daß man die Präzision auf mehrfache Art, diesseits und jenseits 
des dichtesten Wertes bestimmt; genügende Übereinstimmung der 
erhaltenen Werte spricht für die Gültigkeit. Eine andere Prüfnngs- 
methode besteht darin, daß man mit Benutzung des aus (6) gefundenen h 
die wirkliche Verteilung der X mit der erwartungsmäßigen vergleicht, 
wie dies vorhin geschah; nur muß man sich jetzt an die IntervaU- 
grenzen halten. 

209. Beispiel UCX. Lexis^) ist durch nähere Betrachtung 
der Sterblichkeitsverhältnisse und durch die Wahrnehmung, daß die 
Sterbetafeln allgemein in der Nähe des 70. Lebensjahres eine relative 
Häufung der Sterbefälle ausweisen, zu der Frage geführt worden, ob 
der so auftretende dichteste Wert der Lebensdauer wenigstens mit ge- 
wissen Einschränkungen die Merkmale eines typischen Mittels auf- 
weise. Zur strengen Beantwortung dieser Frage wäre eine kontinuier- 
liche Beobachtung der Individuen einer zahlreichen Generation (etwa 
der Geborenen eines Landes aus einem Kalenderjahre) bis zu ihrem 
Aussterben erforderlich; so weit Sterbetafeln eine angenäherte Lösung 
zulassen, hat Lexis gefunden, daß tatsächlich zu beiden Seiten des 
dichtesten Wertes, und zwar nach der Seite der niedrigeren Sterbe- 
alter nur bis zu einer gewissen Grenze, nach der Seite der höheren 
Alter aber bis zu dem höchsten Alter hin die Merkmale des typischen 
Mittels in ziemlieh deutlicher Weise vorhanden sind. Dies führte ihn 
zu den Begriffen der „normalen Lebensdauer^ und des „normalen oder 
typischen Sterbens'^, welch letzteres nach der Seite der niedrigen Alter 
allerdings recht bald durch ein „vorzeitiges Sterben" verwischt wird. 

Nachstehend sollen diese Verhältnisse an drei verschiedenen Ma- 
terialien geprüft werden, und zwar an der Darstellung der Sterblich- 
keit unter der Bevölkerung des Deutschen Reichs durch die ,^eutsche 

1) Zur Theorie der Massenerscheiiiaiigen, p. 42 — 64; Abhaadiungen zur 
Theorie der Bevölk.- u. Moralstatistik, p. 111—119. 
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Sterbetsfel"*), dann an der neaen Bankliste der Oothaer Bank*), end- 
lich an einem der ErgebnisBe der jüagsien eagliachen SterblidikeitB- 
meaanng unter Yeraiclterten.*) Damit ist zugleich ein Beispiel der 
UnterBachang anf einen typischen Mittelwert auf Orund einer Ver- 
teilnngatafel gegeben. 

a) Die ZaÜen der Gestorbenen, herrorgegangen aus 100000 Ge- 
bomen, wie sie die deutsche Sterbetafel bei den hier maßgebenden 
Altem anfahrt, sind die folgenden: 





Anzahl der StorbefAUe 


Alter 












M&imlich 


Weiblich 


66 


ISSS 


lÖSl 


67 


U17 


1568 


68 


14S1 


1697 


69 


1U9 


16S0 


70 


1440 


KS6 


71 


lUO 


1648 


7t 


lilS 


1C67 


7S 


ISSS 


1M8 


74 


ISiS 


lASO 


Ib 


um 


1687 



ni». 

1) Honatahefte mr Statistik d. Deatachen Beiohea. 1887. — Man vergleiche 
Nr. 186 nnd Tafel IV am £nde dea Bucbea. 

1) J. Karap, Die Befom dei RechnuugiweBeD* der Gothaer LebeDsver- 
richernngabank. Jena 1908, IL Bd., p. 66. 

S) Combined ezperienoe o( uinred tirei (1868—1898). 4 Bde., London. 
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Die Fig. 20 stellt den Verlauf der Sterbefalle unter der männ- 
lichen Bevölkerung dar — mit Ausschluß des Säuglingsalters — und 
enthält auch eine Andeutung der Normalkurve^ die nach der Auf- 
fassung von Lexis einen Teil der Häufigkeitskurve bildet. 

Hieraus folgt, dafi ein dichtester Wert der Lebensdauer bei dem 
männlichen Oeschlecht zwischen 70 und 71, bei dem weiblichen 
zwischen 72 und 73 Jahre föUt. Um ihn näher zu bestimmen, 
stellen wir uns vor, das Sterben sei ein kontinuierlicher Vorgang, 
geregelt nach der Funktion f{(c) des Alters x in dem Sinne, daß das 
Integral 

ff{x)dx 

die Menge der Sterbefälle zwischen den Altem x^ und x^ bedeutet. 
Nimmt man für den engen Umkreis tod drei aufeinander folgenden 
Jahren 

f{x) - 3aa;* + 2ßx + y 

an, so ergibt sich, nachdem man die Koeffizienten bestimmt hat, der 
dichteste Wert yon x aus der Gleichung 

rix,)^eaXo + 2ß^O. 

Behufs Durchführung der Rechnung bezeichne man die größte 
Zahl aus der Reihe mit d^, die ihr nachfolgende mit d^, die voran- 
gehende mit d_j und benutze das neben der letzteren stehende Alter 
als Nullpunkt der Zählung; dann ergeben sich zur Bestimmung von 
a, ß, y die Gleichungen: 





1 

J}Xx)dx - 


«+ /J + y- 


■rf-i 








2 

ff{x)dx - 
1 


7« + 3/H-y=. 


■''« 








s 

Jf{x)dx^ 

9 


lOaH-5/J + y- 


•A', 






wird weiter 


m 












^0 ^-1 


= ^_i, do-<'i 


= ^1 






gesetzt, so findet man: 










a = — 


6 ' P 


2^-1 + ^1 y _ 
2 ' f 


rf-1- 

B 


bd_ 


•1 + 2^1 
6 



^-1 + ^l 
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Hiernach ist fQr das männliche Geschlecht; wo d_^ -= 1439, ^_j = 1, 
^i «— 10 ist, rtg — 1 + ~ , somit 70,1 Jahre die dichteste Lebens- 
dauer, femer a-= — 1,833, /J — 6, y -= 1435; för das weibliche Ge- 

Q 

schlecht, wo rf_i— 1648, .<^_i=-9, ^^^4 ist, ^o—1+tö; ^^ 

12,1 Jahre die dichteste Lebensdauer, femer a « — 2,17, /)»11, 
y = 1639. 

Die größte Zahl teilt sich hiemach bei dem männlichen Ge- 
schlechte in 



■••»■•• 
jf{x)dx = 144 Sterbefalle vor x^ und 1296 nach x^ 



1 
bei dem weiblichen G^schlechte in 

1,7 

Jf(x)dx = 1121 Sterbefalle vor x^ nnd 536 nach Xq, 

Nun kann an die Ermittelung der Prozision geschritten werden; 
bei dieser ist nur der über dem dichtesten Sterbealter liegende Teil 
der Tafel zu verwenden, wie dies aus den eingangs gemachten Be- 
merkungen hervorgeht. 

Bei dem männlichen Geschlechte weist die Tafel zwischen dem 
Alter 70,1 und dem vollendeten 79. Lebensjahre, bei einer Alters- 
differenz von 8,9 Jahren, 

1296 + 1430 + 1412 + • • + 1067 - 11596 Sterbefalle 

auf, während die Zahl aller Sterbefälle über 70,1 

1296 -I- 1430 + . . . + 1,0 = 17 605 

beträgt; hieraus ei^bt sich für die Grenzen — 8,9 bis + 8,9 der Ab- 
weichung vom dichtesten Werte die Wahrscheinlichkeit 

TO = 0,65867 = *(<;), 

ZU der sich aus Tafel I, Bd. I, das zugehörige g findet: 

^-0,67287; 
demnach ist 

, 0,67287 nnn-a 

*"i8;9r =o^07o6. 

Eine mit dem Altersintervall von 72,7 bis zum vollendeten 83. durch- 
geführte Rechnung gibt für das weibliche Geschlecht 

h = 0,0866. 
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^ Die Prüfung der Verteilung der Sterbefalle an der dem Gaußschen 
Gesetze entsprechenden ergibt nun das folgende Resultat: 



Männliches Geschlecht 


Weibliches Geschlecht 


1 


Gestorbene 


! 


Gestorbene 


Alters- 




1 Alters- 




intervall 


nach der > nach der 


interrall 


nach der 


nach der 




Theorie j Sterbetafel 




Theorie 


Sterbetafel 


66—69 


1810 8248 


62—67 


6166 1 7167 


69—62 


2667 8566 


1 67—70 


4471 4786 


62—65 


8607 8906 


70—72,7 i 


4607 4406 


66—68 


4172 1 4182 


72,7—78 


8444 


8886 


68—70,1 


3131 8014 


78-83 


5896 


6617 


70,1 73 


4284 4188 


88-88 


2562 


2679 


78 76 


4021 i 4014 


88—93 


889 


793 


76—79 


3292 3444 


98—98 


1 191 


131 


79—82 


2482 2632 


1 über 98 


1 34 


10 


82—86 


1616 1743 


1 


86—88 


980 


969 


1 

1 


88—91 


638 


441 




91—94 


260 ! 164 




94—97 


116 48 




97 101 


' 54. 


12 


1 







Der Anschluß der Tafelwerte an die theoretischen ist oberhalb 
des dichtesten Sterbealters ein unverkennbarer und er halt auch anf 
eine kurze Strecke in den niedrigeren Altem an, so daß mit dieser 
Einschränkung Yon den Merkmalen eines typischen Mittels gesprochen 
werden kann.^) 

b) Die neue Gothaer Bankliste weist unter den VersicherteUi 
welche 7 und mehr Yersicherungsjahre zurückgelegt haben, vom Alter 
60 aufwärts die folgenden Sterbefälle aus, wobei von 100000 Per- 
sonen des Alters 25 ausgegangen ist: 



X \ 


d. 


,1 ' ' 
i! * 


d. 


1 

X 


d» 


X 


L ^' 


60 


2138 


i' 71 


2887 


82 


1718 


93 


100 


61 1 


•2226 


.1 72 


2882 


! 88 


1498 


94 


61 


62 i 


2308 


78 


2861 


84 


1282 


96 


34 


68 


2387 


74 


2826 


86 


1082 ; 


1 96 


19 


64 


2466 


1, 76 


2776 


! 86 


899 1 


97 


8 


66 


2547 


1 76 


2705 


1 87 


729 


98 


4 


66 


2629 


1 77 


2611 


I 88 


577 


99 


1 


67 


2708 


1 78 


2487 


ll 89 


442 


100 


1 


68 


2779 


i 79 


2329 


1 90 


827 


1 

1 




69 


2886 


1 80 


2142 


1 91 


280 






70 


2872 


! 81 


1988 


!l 92 


166 


1 





1) Nor scheinbar ist die Übereinstimmung in der obigen Tabelle geringer 
als in den vielen von Lezis a. a. 0. gerechneten Beispielen. Diesen liegen 
nämlich Sterbetafeln mit kleiner Grundzahl (1000) zugrunde. 
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Die normale LebeiuBdaaer fallt hier in das 72. Lebensjahr. Unter 
Beibehaltung der yorhin eingeführten Bezeichnungen ist 

^--2872 ^5 

^0 =2887 -^ 5 

dl ==2882 

^0=1 + ^ = 1,75, Normalalter 71,75; 
« = - ^ - - 3,33, /J = *^ = 17,5, r = 2872 -^ - 2857,83 

1,75 

y(3aa:»+ 2ßx+y)dz = 2165 

t 

f{%ax^+2ßx + Y)dx^ 722, 

1,75 

womit zugleich eine Probe für den Anschluß der Parabel gegeben 
ist, da die Summe der beiden Teilintegrale tatsachlich d^ liefert. 

Aus der Gesamtzahl 35 430 der Toten über dem Normalalter imd 
ihrer Anzahl 24339 in dem Intervall 71,75 bis Ende 80 ergibt sich 
der Ansatz 

24 889 



36 480 

woraus 



= 0,68696 = 00), 



g = 0,71339, h = -'J-^*.^^ - 0,07712, r = ^ == 6,18. 

Um den Grad der Übereinstimmung mit dem Gaußschen Gesetz 
über und unter dem Normalalter kennen zu lernen, kann man auch 
so vorgehen, daß man die Zahl der beobachteten Todesfalle zwischen 
den Grenzen: Normalalter ± r, Normalalter ± 2r, . . . mit der Zahl 
35430 ins Verhältnis setzt und dies mit dem rechnungsmäßigen Ver- 
hältnis vergleicht; so ergibt sich folgendes: 

Anzahl der Toten zwischen 71,75 und 71,75 + r = 77,93 ... 17 198, 

d. i 48,5 7o; statt des theoretischen 50 7o- 
Anzahl der Toten zwischen 71,75 und 71,75 + 2r = 84,12 . . . 29 632, 

d. i. 83,67o statt des theoretischen 82,37o. 
Anzahl der Toten zwischen 71,75 und 71,75 — r = 65,57 . . . 17 083, 

d. i. 48,27o statt des theoretischen 507o. 
Anzahl der Toten zwischen 71,75 und 71,75 - 2r = 59,38 ... 31 328, 

d. i. 88,47o statt des theoretischen 82, 3 7^. 

Während also die Übereinstimmung oberhalb des Normalalters 
auch im Abstände 2r eine befriedigende ist, findet unterhalb in dem 
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gleichen Abstände schon ein beträchtlicher Unterschied, und zwar 
ein Übergewicht der wirklichen Todesfalle über die rechnungs- 
mäBigen stati 

Bemerkt sei^ daß innerhalb eines Jahresintervalls lineare Inter- 
polation angewendet wurde. 

c) Während die ersten zwei Beispiele sich auf ausgeglichene 
Tafeln stützten, hat das folgende den Vorzug, daß ihm unausge- 
glichene Ergebnisse zugrunde liegen. Nach den englischen Beob- 
achtungen an männlichen Personen, die auf den Todesfall gegen lebens- 
längliche Prämienzahlung versichert waren, betrugen die Sterbefalle 
Tom Alter 58 aufwärts, bezogen auf 100000 Personen im Alter von 
10 Jahren, wie folgt: 



X 


^X 


X 


d. 


X 


ä. 


X 


d. 


58 


1650 


; 70 


2662 


82 


1826 


94 


141 


69 


1696 


71 


2521 


83 


1686 


95 


101 


60 


1799 


72 


2680 


84 


1662 


96 


35 


61 


1798 


78 


2668 


85 


1254 


97 


44 


62 


1899 


74 


2602 


86 


1021 


98 


81 


63 


1968 


76 


2671 


87 


918 


99 


7 


64 


2152 


76 


2617 


88 


778 


100 


7 


66 


2147 


77 


2444 


89 


684 


101 


— 


66 


2278 


78 


2864 


90 


434 


102 




67 


2815 


79 


2266 


91 


339 


108 


4 


68 


2496 


80 


2180 


92 


286 






69 


2416 


81 


2008 


98 


222 







Das Normalalter föllt ins 73. Lebensjahr. Man hat hier 



d_, = 2521 
<2o ■>2630 
<;, =2568 



^-1 



109 
62 



109 



a = 



l,ft4 



Xo = l +j^= 1,64, Normalalter 72,64 
-"6 ^^'^' /' = — ■ 



140, y- 2409,5 



f(ßttx'+ 2ßx + y)da;= 1682 
1 

2 

J\Sax* + 2ßx-{-y)dx= 948 



1682 + 948 - 2630; 



Anzahl der Toten über dem Normalalter 33676, 

Anzahl der Toten bis zum vollendeten 82. Jahre 22453. 
Daraus 
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22 468 



38 676 



= 0,6667 = ^{g\ g « 0,6838, 



>7 



* - -9Ü? - 0,0731 

r - ^ = 6,524; 

Anteil der Toten nach der Be- nach der 

obachtong : Rechnung : 

zwischen 72,64 und 72,64 + r . . . 55,37o • • • 507o 

„ 72,64 „ 72,64 + 2r. . . 87,4,, . . . 82,37o 

72,64 „ 72,64 -r . . . 53,9 „ . . . 50% 

72,64 „ 72,64 -2r. . . 90,1„ . . . 82,3%. 

Der Anschluß an die Formel ist minder gut als in den zwei 
andern Fällen, ja das Verhalten bis zur Entfernung r nach links und 
rechts widerspricht der Lexisschen Anschauung.^) 

1) K. Pearson hat seine Methode der analytischen Darstellnng statisti- 
scher Reihen (s. Nr. 197 — 199) in der Richtung ausgebildet, daß er Reihen, die 
sich keiner der Formeltypen anpassen lassen, in Komponenten zu zerlegen sucht, die 
eine solche Anpassung gestatten. Es leitet ihn dabei der Gedanke, daß eine 
Reihe sich auf ein heterogenes Material beziehen kann, dessen Teile sich in 
bezug auf den beobachteten Zustand oder Vorgang verschieden verhalten, oder 
daß im Ablaufe eines statistischen Yorgrangs abschnittw^eise verschiedene Ur- 
sachen wirken, die das Aufkommen einer einheitlichen Häufigkeitskurve verhin- 
dern. Er unternahm es nun, auch die Kurve der Häufigkeit der TodestUlle durch 
Komponentenzerlegung herzustellen, wobei er sich auf ein nicht näher bezeich- 
netes Material aus englischen und aus französischen Sterblichkeitsbeobachtungen 
stützte. In beiden Fällen glaubt er die totale Kurve aus fünf Komponenten 
zusammensetzen zu können, denen Sterblichkeitsursachen zugrunde liegen, die in 
gewissen Lebensabschnitten besonders hervortreten, ohne etwa in andern immer 
ganz unwirksam zu sein. Er unterscheidet demgemäß A. Sterblichkeit des Alters, 
B. des mittleren Altersabschnitts, G. der Jugend, D. der Kindheit, E. des Säug- 
lingsalters. Die Abschnitte A und D vermochte er durch Kurven des Typus HI 
darzustellen, für die Abschnitte B und G erwiesen sich Normalkurven als zu- 
reichend; der Abschnitt E aber bot der Anpassung an eine der verallgemeinerten 
Wahrscheinlichkeitskurven solange Schwierigkeiten, als der Beginn der Häufig- 
keitskurve in den Zeitpunkt der Geburt verlegt wurde; seine Verlegung in den 
Abstand von 0,75 Jahren vor diesen Zeitpunkt machte die Anpassung an eine 
Kurve möglich, die horizontal und vertikal asymptotisch verläuft. Aus der 
Superposition der Komponenten ergab sich die Kurve der Gesamthäufigkeit. 
Nach Pearsons Rechnung entfielen folgende Promille an Sterbefällen auf die fünf 
Komponenten: 

Englisches Material. Französisches Material 

A. 484,1 411 

B. 178,2 180 

C. 60,8 78 

D. 46,4 47 

E. 246J 284 

lööo"^ iööö 

Die letzte Komponente würde hiemach auch die „vorgeburtlichen'' Todes- 



L Abschnitt. . Die menschlichen Massenerscheinongen. 77 

210. Aasdehiiimg des BUipersioiisbegrifllMi anf extensive 
Größen.^) Wenn über eine nnd dieselbe extensive Ghröße mehrere; 
zeitlich oder örtlich yerschiedene Beobachtungsreihen nnd die ans 
diesen für jene Größe abgeleiteten Hanptwerte vorliegen, so stellt sich 
die wichtige Frage ein, ob diese Hanptwerte ihrerseits als zufallig 
gestörte Modifikationen eines einzigen Grundwertes angesehen werden 
können oder nicht; sollte die Antwort entschieden in letzterem Sinne 
ausfallen, so wäre dies ein Anhalt für die Annahme, daß die in Rede 
stehende Ghröße zeitlichen, respektive örtlichen wesentlichen Schwan- 
kungen unterworfen sei. 

Angenommen, es lägen z Reihen von je n Einzelwerten einer 
extensiven Größe X vor: 






ö(„_i), + i; ö^«-i)* + 8; * ^9trt 



(i) 



stellen wir uns auf den Standpunkt, X habe für alle Reihen den- 
selben typischen Wert, für welchen die erste Reihe in ihrem arith- 
metischen Mittel die Bestimmung x^y die zweite Reihe die Bestimmung 
a?2; - ' '; die letzte Reihe die Bestimmung x^ ergab, so folgt aus dem 
ganzen Beobachtimgsmaterial die Bestimmung: 

a; = ^-'-^» + --- + ^' , (2) 

zugleich das arithmetische Mittel aller als gleich genau erachteten a. 
Die Präzision von x läßt nun zwei Berechnungsweisen zu, die 
in ihren Resultaten bis auf die Unsicherheit, die in der Natur der 
Sache liegt, übereinstimmen müßten, wenn die gemachten Voraus- 
setzungen zutreffend wären. Einmal ergibt sich für Xy wenn man es 
als Mittel der a auffaßt und 

X^ =" — a.-{-x (*=!,«, •••*») 

setzt, die Präzision 

W-Y^^; (3) 

fälle umfassen, die sich nur zum Teile beobachten lassen als Todesfälle, die nach 
Frühgeburten vor dem normalen Fälligkeitstermin eintreten; über diesen Teil 
konnte Pearson an der Hand von Gebäranstaitestatistiken eine kleine * Probe 
machen, die nicht ungünstig ausfiel. — So interessant diese Darstellung ist, so 
läßt sich nicht leugnen, daß ihre rechnerische DurchfÜhrmig neben Schwierig- 
keiten auch Willkürlichkeiten einschließt. Phil. Trans. London 186 (1895) I A, 
p. 406—410. 

1) Vgl. L. V. Bortkiewicz, Kritische Betrachtungen zur theoretischen 
Statistik. Jahrb. f. Nationalök. u. Statist. (8), X (1896), p. 842 ff. 
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auf der anderen Seite, wenn man x als Mittel der x^ ansieht und 

A^^ — Xi + X (< = 1,8, • • «) 

setzt, hat man dafür die Präzision 



Das Merkmal für normale Dispersion der Werte x^ und somit für 
das Vorhandensein eines gemeinsamen Grundwertes, von dem die 
Einzelwerte nur zufällig abweichen, wäre das wenigstens sehr ange- 
näherte Bestehen der Relation 

K = Ä" oder ^ = ^ = 1. 

Wenn dagegen der Grundwert von Reihe zu Reihe ein anderer 
ist^ so konunen in den x^ nicht allein die zufälligen Schwankungen 
der a, um den jeweiligen Grundwert, sondern auch die wesentlichen 
Schwankungen des Grundwertes selbst zum Ausdruck; dies hat eine 
Vergrößerung von [AA\, daher eine Verkleinerung von h" zur Folge; 
dieser Fall, der der iibernortnalen Dispersion der x^ entspricht, ist 
also durch 

K>r oder (? = ^>1 

gekennzeichnet 

Dieser Gedankengang entspricht vöUig demjenigen, der bei Unter- 
suchung von Relativgrößen befolgt worden ist, and es läßt sich auch 
zeigen, daß K der dort auf kombinatorischem Wege bestimmten Prä- 
zision adäquat ist Stellt man sich nämlich vor, an die Stelle von X 
träte die unbekannte konstante Wahrscheinlichkeit p eines Ereig- 
nisses Ey für die aus zn Versuchen der Wert p^ ermittelt worden wäre; 
so heißt dies, daß E im ganzen ^ernpo-mal eingetroffen, ;ern(l — Po)-mal 
ausgeblieben ist; so oft E eintraf, hat man für p den Wert 1 beob- 
achtet, war also A = 1 — p^; so oft es ausblieb, hat man für p den 
Wert beobachtet und betrug die Abweichung — Pq\ infolgedessen 
ist also 

[AX] = 0np^(l -p^y + zn{l -jPo)jPo* = ^wpo(l -Po)- 

Setzt man diesen Wert in (3) ein, so wird 






Po)' 

und dies entspricht [vgl. Nr. 202, Gl. (5) u. (4)] der „kombinatorischen'' 
Präzision aus gn Beobachtungen. 
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II. Absclmitt Sterblichkeitsmessmig. 

§ 1. Sterbllohkeitsmaße. 

211. Aufgabe der BterblichkeitsmeBsung. Die Sterblich- 
keitsmessuDg hat den Zweck, die abschließende Massenwirkung aller 
jener Ursachen und Umstände mathematisch zu beschreiben, die auf 
die allmähliche Aufzehrung und schließliche Vernichtung der Lebens- 
energie Einfluß üben. 

Da die abschließende Wirkung in dem Sterben der einzekien 
Individuen der Masse sich äußert, so pflegt man die erwähnten Ur- 
sachen und Umstände als Todesursachen im weiteren Sinne zu be- 
zeichnen, während man unter der Todesursache im engeren Sinne die 
letzte Veranlassung versteht, mit der man das Sterben einer bestimmten 
Person in einen Eausalnexus bringt. 

Man braucht nur den Versuch zu machen, Ursachen und Um- 
stände der bezeichneten Art, soweit sie o£fen zutage liegen, auf- 
zuzählen, um sich eine Vorstellung von der Komplikation des Problem» 
zu bilden. 

Zunächst wird man allgemeine Ursachen wahrnehmen, die auf alle 
Individuen der Masse, wenn auch nicht in gleichem Gh^de, einwirken. 
Einige Beispiele werden dies erläutern. 

Ist die Masse der Bevölkerung eines Landes entnommen, so ist 
wohl an erster Stelle der durch fortschreitende Vererbung entwickelte 
Scklag zu nennen; es zählen hierher femer die klimatischen Verhalt- 
nissCj weiter die allgemeine wirtschaftliche Lage, dann die hygienisdien 
Einrichtungen, u. a. m. 

An die allgemeinen Ursachen wären solche zu reihen, die auf 
bestimmte Teile der Masse verschiedene Wirkung ausüben. Hierher 
gehört beispielsweise das GeschUdit, das neben physiologischen Ver- 
schiedenheiten solche in der Lebensführung bedingt; dann das AUery^ 
von dem der Stand der Lebensenergie und damit das Verhalten gegen 
die aufzehrenden Ursachen abhängt; ferner der Beruf, der seine spezi- 
fischen Schädigungen mit sich führt, u. a. m. 

Schließlich gibt es individuelle Ursachen, die von einem Indi- 
viduum zum andern wechseln; man denke an die angeborene physische 
Anlage, die bei dem einen eine kräftige Reaktion gegen die verzehren- 
den Ursachen auslöst, während sie den anderen widerstandslos ihnen 
ausliefert; an das Temperament, von dem die Stellungnahme zu den 
Hindernissen des Lebens abhängt, u. v. b.}) 



1) Es sind mehrfach weitgehende Aufzählungen und Einteilungen der Todes* 
Ursachen im weiteren Sinne versucht worden. A. Quetelet (Physique sociale^ 
1869) teilte sie in „natürliche^* und „znföUige*' (vom Menschen seihst ausgehende) 
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Dieser Aufzählnng können zwei wichtige Gesichtspunkte für die 
Auffassung des Problems entnommen werden. 

1. Manche der Ursachen unterliegen zeitlichen Schwankungen, so 
das Klima, die allgemeine wirtschaftliche Lage; andere weisen eine 
fortschreitende Entwicklung auf, wie etwa die hygienischen Einrich- 
tungen in den meisten Kulturländern, Städten, Ortschaften. Es ist 
anzunehmen, daß auch ihre Wirkimgen im ganzen einem zeitlichen 
Wechsel unterliegen werden. 

2. Mit Rücksicht auf die gruppenweise und auf die inviduell wirken- 
den Ursachen wird die schließliche Massenwirkung durch die Art der 
ZusammenseUmng der Masse bedingt sein, an der die Beobachtung und 
Messung vorgenommen wird. 

Das Zeitmoment wird bei der Behandlung des Problems in mehr- 
fEM^her Weise in Betracht kommen. 

Die absolute Zeit im Sinne der bürgerlichen Zeitrechnung kommt 
zur Verwendung, wenn es sich darum handelt, den Eintritt eines 
einzelnen Individuums ins Dasein oder die Epoche zu bezeichnen, in 
welcher dieser Eintritt bei einer Masse von Individuen erfolgt ist. 
Man gibt die Gebu/rtszeü eines Individuums durch das Datum, einer 
Generation etwa durch das Kalenderjahr ihrer Geburt an. 

Die absolute Zeit kommt weiter zur Anwendung bei Angabe der 
Epoche, in welcher die Beobachtung, die Messung, oder ein einzelner 
Akt derselben vorgenommen worden ist. So wird von einer Volks- 
zählung das Datum, von einer Sterblichkeitsmessung der Zeitraum an- 
gegeben, innerhalb dessen die Wirkungen der Todesursachen, also die 
Todesfalle, beobachtet worden sind. 

Zu den relativen Zeitangaben gehört vor allem das ÄUer, ge- 
messen durch die seit der Geburt jeweilen verstrichene Zeit; seine 
Angabe erfolgt zunächst in Jahren und Bruchteilen eines Jahres. Es 
gehört dazu weiter die Beobachtungsdauer als die seit dem Eintritt 
in die Beobachtung verstrichene Zeit; auch sie wird gewöhnlich in 
Jahren und Bruchteilen eines Jahres gegeben. 

So kann denn ein Individuum in einem bestimmten Augenblicke 
durch mehrere Zeitangaben gekennzeichnet sein: Durch die Geburts- 
zeit, durch das Alter und durch die Beobachtungsdauer; der Unter- 
schied bei diesen Angaben liegt nur in dem Anfangspunkt der Zäh- 
lung: bei der Geburtszeit ist es der Anfangspunkt unserer Zeitrechnung, 



ein. N. ColajaDni (Manuale di statistica teorica e di demografia, Napoli, 1904) 
bringt sie in drei Grappen: 1. Physische Todesursachen (Klima, Bodenbeschaffen- 
heit, Feuchtigkeitsgrad usw.); 2. anthropologische (Oesohlecht, Alter, physische 
und psychische Konstitution, Vererbung, Rasse); 8. soziale (Bevölkerungsdichtig- 
keit, Agglomerationsverhältnisse, Verteilung des Besitzes, politische Verfassung, 
Gesetze, Kulturstufe, Religion, Familienstand, Beruf). 
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bei dem Alter der Zeitpunkt der Gebart, bei der Beobachtnngsdauer 
der Zeitpunkt des Eintrittes in die Beobachtung. 

Damit wäre die materielle Seite des Problems der Sterblichkeits- 
messung in knappen Zügen gekennzeichnet. Nun handelt es sich um 
die Formy in der die verlangte ' mathematische Beschreibung gegeben 
werden soll. Es ist begreiflich, daß bei einem so vielgestaltigen 
Problem verschiedene Mittel ersoimen und in Anwendung gebracht 
worden sind, um dies zu leisten; sie werden im Laufe der weiteren 
Betrachtungen allmählich zur Sprache kommen. Vor allem aber 
handelt es sich darum, unter möglichst einfachen Yoraussetzungeu^ 
ohne Rücksicht darauf, ob sie sich irgendwo verwirklicht finden oder 
verwirklichen lassen, die Orundlagen der Beschreibung, die sogenannten 
Sterblichkeitsmaße, zu besprechen. Erst dann kann daran gegangen 
werden, die praktisch ausführbaren Methoden zu erörtern und ihre 
Resultate an dem Vergleich zwischen den ideellen Voraussetzungen 
und den wirklichen Verhältnissen zu würdigen. 

212. Sterbens- nnd Lebenswahmohelnlichkelt. Wir stellen 
uns zunächst auf den ideellen Standpimkt, es sei möglich, eine große 
Anzahl Iq gleichzeitig Geborener in Evidenz zu halten und zu beob- 
achten bis zu ihrem völligen Absterben. Da eine kontinuierliche Be- 
obachtung, die sich auf die jeweilige Menge der Personen zu beziehen 
hätte, praktisch unausführbar ist, so beschränke man sich darauf, 
festzustellen, wie viele von den Iq das Alter von 1, 2, • • • a;, a: + 1, 
• • • G} — 1 Jahren vollendet haben, wobei vorausgesetzt wird, daß keine 
der Personen das Alter co erreicht habe. Dieses Ziel kann dadurch 
erreicht werden, daß man in den Zeitpunkten 

r^^t+1, Tg=^ + 2, ••• r^^t + x, 

sämtlich in Jahren ausgedrückt, wobei t den Zeitpunkt der Oeburt 
bedeutet, zählt, wie viele der Personen am Leben sind; die so er- 
haltenen Zahlen, mit der ursprünglichen Iq zusammengestellt, bilden 
die (niemals steigende) Reihe der sukzessive Überlebenden: 

Es steht nichts im Wege, auch die Anzahl der Überlebenden in einem 
Zwischenalter x + z/ar, wo ^x < 1, festzustellen; sie heiße Ix+jx- 

Man kann zu der Reihe (1) auch durch Zählung der Sterbefälle 
gelangen, die sich im Laufe der Jahre 

zugetragen haben; ihre Anzahlen, die Zahlen der Toten^ seien: 

doy ^u '" ^xf ••• ^«-i- (2) 

C a u b e r , Wahncheinlichkeitsreohnung. II. 2. Aafl. ß' 
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Es bestehen nämlich die Beziehungen 



h+i^h — <^x (3) 



Durch Summierung der Gleichungen von Z^^^ abwärts ergibt sich 

— I^r ~" -^^«> woraus 

i. -2d„ (4) 

wobei sich die Summenbildung auf alle Zahlen von d^^ an bis zum 
Schluß der Reihe bezieht. 

Die allgemeine Relation zwischen den Überlebenden und den Ge- 
storbenen lautet: 

^x=^x-Wl- (5) 

Der Verlauf der Reihen (1) und (2) muß ab von der Oeburts- 
eeit t abhängig erachtet werden^ weil ja die zu verschiedenen Zeiten 
(an demselben Orte^ in derselben Bevölkerung) Geborenen unter ver- 
schiedenen äußeren Verhältnissen existierend in verschiedener Weise 
absterben werden. Er wird auch davon abhängen, ob man die beiden 
Geschlechter vereint oder getrennt beobachtet und somit besondere 
Reihen (1), (2) für jedes Gesddecht feststellt 

Hätte eine vorausgehende Untersuchung gezeigt, daß die für 
Personen aus verschiedenen Geburtszeiten bestimmten Verhältniszahlen 

Y" normale Dispersion aufweisen (vgl. Nr. 206, d) so wäre 

«.-f (6) 

als eine empirische, und zwar als die der wahrscheinlichsten Hypo- 
these (Nr. 104) entspringende Bestimmung einer Wahrscheinlichkeit 
anzusehen, nämlich der Wahrscheinlichkeit, daß eine Person, welche 
das Alter x erreicht hat, vor Erreichung des Alters o; + 1 sterben 
werde. Man nennt sie die Sterhenswahrscheinli^Jceit zum Alter x. 
Ihr Komplement: 

•x *x 

hätte dann in demselben Sinne die Bedeutung einer Wahrscheinlich- 
keit, nämlich der, daß eine Person, welche das Alter x erreicht hat, 
auch das Alter x + l vollenden werde; man nennt sie die Lebens- 
tpährsdieinlichkeU zum Alter x. 
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Jede der Reihen: 








9ot 9u ■ 


• 9zf 


••• ?»-i(=l) 


(8) 


Po> Pu • 


• P.» 


••• Pu,-x (-0) 


(9) 



ist ebenso wie die Reihen (1), (2) geeignet, den Verlauf des Sterbens 
darzustellen; es lassen sich in der Tat die Reihen (1), (2) aus jenen 
(8), (9) mittels der Relationen (6), (7) nnd des bekannten l^ ableiten. 
213. SterbUohkaitsintenidtät, BterbUohkeitskoaCBsla&t 
und lentrales SterbllohkeitsverhUtnis. um die Raschheit des 
Sterbens oder die Sterblichkeitshraft in irgend einem Alter zu messen, 
hat man drei Größen gleichzeitig in Betracht zu ziehen: 1. die Menge l^ 
der Personen des betreffenden Alters, die am Leben sind; 2. die Menge 
der Todesfalle bis zu einem höheren Alter x + /Jx, d. i. Z, — Z, + jx 
= — z/2^; 3. die Größe der Altersdifferenz /Jx. Und man wird be- 
rechtigt sein, die Sterblichkeitskraft für um so größer zu erklaren, je 
größer — ^l^ bei demselben l^ und ^x, und je kleiner l^ und ^x 
bei demselben — Jl^ sind; hiemach bildet der Ausdruck 

ein Maß der Sterblichkeitskraft bei dem Alter x, und zwar ein um so 
zutreffenderes, je kleiner das als konstant festzusetzende ^x ange- 
nommen wird. 

Der Verkleinerung des Jx ist aber durch die Menge der be- 
obachteten Personen eine Grenze gesetzt. Denn würde ^dx so klein 
genommen, daß auf manchen Altersstufen (x, x + jJx) kein Todesfall 
einträte, so ergäbe sich bei solchen Altern die Sterblichkeitskraft Null, 
was der Vorstellung von dieser Größe widerspricht. 

Wiewohl die Verminderung der ursprüglichen Iq Personen durch 
den Tod unstetig, in diskreten Zeitpunkten vor sich geht, kann man 
sich doch unter 2, eine stetige (und differentiierbare) Funktion des 
Alters X vorstellen, die das Gesetz der Abnahme der Überlebenden 
mit zunehmendem Alter darstellt und von der verlangt werden muß, 
daß sie bei den ganzzahligen x die Werte (1) annehme. Dadurch 
erlangt man den Vorteil, daß auf den Vorgang des Absterbens die 
Hilfsmittel der Analysis anwendbar werden. 

An dieser Vorstellung festhaltend, bezeichnet man den Grenzwert 
des Quotienten (10) für lim Jx » als die Sterblichkeitsintensität bei 
dem Alter x] wird sie mit /a, bezeichnet, so ist^) 

1) Der SterblichkeitsinteiiBität kommt sachlich die BedeutuDg einer fiktiven 
Sterbenawahrscheinlichkeit zu; es bedeutet nämlich — dl^ die Anzahl der Sterbe- 
fälle in dem Zeitintervall (x^ x-^dx), — -^ somit die Anzahl der Sterbefälie 

dx 

in einem Jahre, trenn die in jenem ZeitinUfvM herrschende Sterblichkeit durdt das gante 

6* 
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_1.^ ^Log^^ /^X 



Ijg dx dx 



Ist l^ wirklich als Funktion von x analytisch dargestellt, so kann 
nach dieser Formel ii^ für jedes Alter bestimmt werden. 

Aus (11) ergibt sich durch Integration zwischen den Ghrenzen x 
und o; + 1 : 



x + l 

Log '^ /V,rfa?, 



woraus 

- i Hxdx 

j). = e ' . (12) 

Diese Formel würde bei bekannter analytisch dargestellter Sterb- 
lichkeitsintensitat die Lebenswahrscheinlichkeit für jedes Alter zu 
bestimmen gestatten. 

Denkt man sich die Funktion l^ durch die zu den Abszissen x 
gehörigen Ordinaten einer Kurve, der Kurve der Überlebenden , dar- 
gestellt, so bedeutet -r^ den Richtungskoeffizienten der Tangente im 

Punkte X \ Z^^); die Sehne, welche die Punkte x — 1 1 Z, _ i, a; + 1 1 /^^.i 
verbindet, wird dort, wo l^ keine große Bewegung ausführt, sich in 
der Richtimg nicht wesentlich von jener Tangente unterscheiden; daher 

kann näherungBweise '^^-^ ^ . g „.d 

^x 2Z, 2i, ^^^ >' 

gesetzt werden; eine Formel, die man zur Bestimmung der Sterblich- 
keitsintensität bei den ganzjährigen Altern verwenden kann, wenn die 
Reihen (1), (2) gegeben sind. 

Aus der Formel (11) folgt ^ dl^=^ (ij^dx und hieraus durch 
Integration zwischen den Grenzen x' < x" 






Jahr unverändert anhidUym\\in.Ti---Y' ~ä^ ^^® nnter dieser Fiktion geltende Sterbens- 

«, ax 

Wahrscheinlichkeit zum Alter x. Man kann daraus den Schlxiß ziehen, daß in 

solchen Lebensperioden, in denen sich die Sterbenswahrscheinlichkeit nahezu 

gleichförmig (d. h. nahezu linear) ändert, zwischen Sterbenswahrscheinlichkeit 

und Sterblichkeitsintensität nur ein geringer Unterschied bestehen werde. 

1) fi^ ist dabei durch den reziproken Wert der Subtangente dargestellt. 
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es existiert daher ein mittlerer Wert m (af, x") der Sterbliohkeits- 
intensität während des Altersinterralls (af, x'\ für den 



Ij^, — lj^,= m {x\ x") Cl^dXj 



woraus eben dieser mittlere Wert, den man als den SterbliMceits- 
koeffijsienten dieser Altersstrecke bezeichnet, folgt: 

n,(^>") = k^. (13) 

fl.dx 

Insbesondere nennt man den zu einem Altersjahr (x, x + 1) ge- 
hörigen Sterblichkeitskoeffizienten auch das zentrale Sterblichkeits- 
verhälinis dieses Altersjahrs; benutzt man dafür das Zeichen m^, so ist 

m, - '^=^ (14) 

X 

Der Nenner von (13) hat die Bedeutung einer Zeit; da nämlich 
angenommen werden kann, daß alle l^ Personen, die das Alter x erreicht 
haben, auch noch die Altersstrecke (x, x + dx) durchleben, so ist 

x" 

fl^dx die von den l^ unter Beobachtung stehenden Personen auf der 
Altersstrecke {x,x") durchlebte Zeit; insbesondere ist demnach 



Cd 



ß,dx = < 



die Yon diesen Personen überhaupt noch durchlebte Zeit, also 



*" 



Die Ermittlung von ^ würde die Aufzeichnung des Sterbealters 
jeder der l^ Personen erfordern. 

Bei Beschränkung auf ein Jahr kann man, wofern sich {^ nahezu 
gleichmäßig ändert, näherungsweise 






nehmen, indem man statt des variablen l^ das arithmetische Mittel 
seiner Endwerte setzt. 
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Hiermit sehreiben sich dann die Formeln (13) und (14): 

«(»•,«'')-^£^ (18«) 

Mit Rücksicht auf die Formeln (6) und (7) kann auch geschrieben 
werden: 






1+A ' 



woraus sich die (eben&lls angenäherte) Relation 



2— w, 



2 + w, 

zwischen p^ und m^ ergibt. 

214. Lebenserwartmig. Die Wahrscheinlichkeit, daß eine 
Person, die das Alter x' erreicht hat, in dem (späteren) Altersinteryall 
(x, X + dx) sterben werde, ist 






da sie bis dahin die Zeit x — x' durchlebt hat, so ist die gesamte 
LAenserwartung einer Person des Alters x'i 



Ol fr) 



e.' 



=/-t^(x-*')-^/-g(*--V-; 



wendet man, x — x'^u und — -r^ dx ^ dv setzend, partielle Inte- 
gration an, so wird 

folglich 

l-f'- (16) 

In dieser Form stellt sich die Lebenserwartung in ihrer zweiten, 
übrigens schon aus dem Begriffe der maiihematischen Erwartung her- 
vorgehenden Bed#itung der mittleren oder durchschnitÜtchen Lebens- 
dauer dar. 

Unter der Annahme der gleichmäßigen Verteilung der Sterbefälle 
einer einjährigen Altersstufe über diese läßt sich die Lebenserwartung 
durch die Zahlen der Reihen (1) uj^^^Nr. 210, ausdrücken. Geht 
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man yom Alter x aus, so darchleben die d^ Gestorbenen des ersten 
Jahres unter dieser Annahme y, die d^^i Gestorbenen des zweiten 

Jahres — ~-, die d^^^ Gestorbenen des nächsten Jahres —f^ Jahre 
usw.; folglich ist 

+ (<?x+.+<i.+,+---) 
+ (<*.+, + •••) 



d. i. nach (4): 

<C=|^x + «.+i + ^.+« + --- (17) 

Daraus ergibt sich der aus obiger Annahme entspringende Nähe- 
rungswert der Lebenserwartung der j;-jährigen 

k-i + '-''-^^^^-- (18) 

Neben dieser vollen unterscheidet man die abgekürete Lebens- 
erwartung 

e^ = W±i±i±:::.»^_i. (19) 

Hält man neben diese Formel die Gleichung 

80 erhält man- eine approximative Beziehung zwischen Lebenswahr- 
scheinlichkeit und Lebenserwartung, indem 

^« = 14%:; (^) 

ist. 

Es muß darauf hingewiesen werden, daß die Lebenserwartung zu 
einem bestimmten Alter x keine Größe ist, die man mit einer allgemein 
angebbaren Wahrscheinlichkeit zu erwarten hätte; vielmehr hängt die 
relative Größe dieser unendlich kleinen Wahrscheinlichkeit von dem 
ganzen ferneren Sterblichkeitsverlauf ab. 

216. Wahrsoheinllohste nnd walurMheinllohe Lebens- 
daner. Unter der währscheitdichsten Lebensdauer der rc'-jährigen 
wäre diejenige Dauer zu verstehen, bei deren Ablauf der Eintritt des 
Todes relativ am wahrscheinlichsten ist. Nun ist die Wahrscheinlich- 
keit für einen a:'- jährigen, in dem Altersintervall {x, x + dx) zu 
sterben, gleich 
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§ 2. Formale BeySlkeningstheorie. 

217. Oeometrisohe und analytisohe Silfiunittel der Dar- 
stellung. Die praktische Erledigung von P^rageD über Sterblichkeit, 
Lebensdaaer, Dauer eines bestimmten Zustandes etc. setzt die genaue 
Erfassung jener Vorgänge voraus, durch welche der äußere umfang 
und die innere Zusammensetzung einer Menschenmasse bedingt wird, 
sei dieselbe auf natürlichem Wege (Bevölkerung) oder durch eine auf 
ein bestimmtes Ziel gerichtete Absicht zusammengeführt worden. Es 
handelt sich dabei um abstrakts oder formale Beziehungen, die unab- 
hängig sind von der Lage des einzelnen Falles, vielmehr die gemeinsame 
Grundlage bilden fQr alle. 

Für die Klarstellung dieser Beziehungen haben sich die Hilfs- 
mittel der Geometrie in einer eigenartigen, der Sache angepaßten An- 
wendung als sehr wertvoll erwiesen; an die geometrische Verbildlichung 
läßt sich dann eine analytische Formulierung der Ergebnisse an- 
schließen. So hat sich als eine wichtige Gnmdlage für Untersuchungen 
des Bevölkerungswechsels eine formale BevoikerungsÜheorie entwickelt, 
die wieder, je nach den Mitteln, deren sie sich bedient, in eine 
graphische und eine analytische Statistik geschieden werden könnte. 

Was die geometrischen Darstellungen betrifft^ die schon vermöge 
ihrer Anschaulichkeit den Ausgangspunkt zu bilden haben, so können 
sie in zwei Gruppen geschieden werden. Die einen sind individualisierend, 
insofern sie jedes Individuum der Masse gesondert verfolgen und zur 
Anschauung bringen; die andern fassen die Masse als Ganzes auf und 
betrachten die Vorgänge als stetige Funktionen der Zeit. Im schließ- 
lichen Erfolg treffen beide zusammen; ihr Resultat sind allgemeine 
Größenbeziehungen. Vom methodischen Standpunkte möchte wohl 
den Darstellungen der zweiten Art der Vorzug gegeben werden, weil 
sie zu einer einfacheren analytischen Formulierung führen; dagegen 
läßt sich nicht leugnen, daß die Darstellungen der ersten Art eine 
treuere Wiedergabe der tatsächlichen Vorgänge vermitteln. 

Bevor an die Mitteilung der Prinzipien einiger Darstellungen 
geschritten wird, mögen einige Bemerkungen allgemeiner Natur Platz 
finden. 

Bei bevölkerungsstatistischen (und diesen analogen) Untersuchungen 
kommt es im Wesen darauf an, die Individuen einer Masse auf das 
Bestehen eines Zustandes oder auf den Eintritt einer Zustandsänderung 
zu beobachten; so sind: leben; ledig, verheiratet, verwitwet sein; aktiv, 
invalid sein; gesund, krank sein — verschiedene Zustände, um deren 
Wahrnehmung es sich nicht bloß aus wissenschaftlichem Interesse, 
sondern auch aus praktischen Gründen handeln kann; ebenso verhält 
es sich mit Zustandsänderungen wie: Eintritt (aus dem vorgeburt- 
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liehen Leben) ins Dasein, sterben; heiraten; Witwer (Witwe) werden; 
invalid werden; erkranken, genesen n. a. 

Bei der Beobachtung spielen nnn Zeiipunkte (Zeiten) und Zeit- 
strecken (Zeiträume) eine maßgebende Bolle. 

Man kann ein statistisch zu erfassendes Moment (Zustand oder 
Zustandsänderung) im Leben eines Individuums vergleichen mit einem 
Punkt in einer Strecke, die auf einem Strahle liegt: Der Ursprung 
des Strahls ist der Anfangspunkt der bürgerlichen Zeitrechnung, die 
Strecke stellt den zeitlichen Lebenslauf des Individuums dar; den 
Punkt wollen wir einen Ereignispunkt nennen und allgemein mit E 
bezeichnen. Die Lage des Punktes E gegen begtimmt die Zeit x 
der Beobachtung. Es kann aber notwendig sein, auch die relative 
Lage des Ereignispunktes gegen andere Ereignispunkte desselben 
Lebenslaufs anzugeben; der Ereignispunkt ist dann durch mehrere 
Zeitangaben gekennzeichnet, die wir seine ZeitkoordincUen nennen 
wollen. 

Einige Beispiele werden dies erläutern. 

Ist der Ereignispunkt der Geburtspunkt E^, so kann nur von 
einer Zeitkoordinate gesprochen werden, von der G^burtszeit ir (OE^). 

Bedeutet E^,^ den Zeitpunkt der Eheschließung, so erfordert seine 
Beschreibung die Angabe zweier Koordinaten: seinen Abstand von 0, 
das Heiratsdatum, und den Abstand von J?^, das Heiratsalter. 

Stellt E^ ein Ereignis im Verlauf der ersten Ehe vor, so sind 
zu seiner vollständigen Kennzeichnung drei Koordinaten notwendig: 
sein Abstand von 0; sein Abstand von E^, der das momentane Alter, 
und sein Abstand von E^^, der die bis zum Ereignis E^ verflossene 
Ehedauer angibt. 

Bildet der Punkt E^^ eine zweite Eheschließung ab, so bedarf es 
zu seiner Beschreibung der Angabe von vier Koordinaten: des Ab- 
standes von 0; des Abstandes von E ^ der das zweite Heiratsalter 
mißt; des Abstandes von E , der den Zeitraum zwischen beiden Ehe- 
schließungen bestimmt; endlich des Abstandes von jenem Punkte, der 
die Lösung der ersten Ehe abbildet, wodurch die Dauer des zwischen- 
ehelichen Standes gegeben ist; damit ist implizite auch die Dauer 
der ersten Ehe bestimmt. 

Die Beispiele ließen sich leicht vermehren und komplizierter ge- 
stalten. 

Die Statistik verzichtet mitunter auf die Berücksichtigung einzelner 
Zeitkoordinaten; so wird z. B. häufig von dem Datum des Ereignis- 
punktes abgesehen ; werden Eheschließungsalter schlechtweg in Betracht 
gezogen, so heißt dies, daß bei wiederholten Heiraten die zu ihrer 
Kennzeichnung eigentlich notwendigen Zeitangaben außer acht gelassen 
werden u. ä. m. 

Nach dieser Vorbereitung kann an die Definition eines für die 
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Statistik überhaupt und fOr die Sterblicfakeitsmessung insbesondere 
grundlegenden Begriffes geschritten werden. 

Eine Masse^ deren Individuefi durch ein gemeinsames, statistisch 
zu erfassendes Moment zusammengehalten werden mü der Maßgabe, daß 
zwischen den Zeitkoordinaten dieses Moments bei den einzelnen Individuen 
eine vorgesShri^ene Relation besteht, wird als eine statistische Gesamt- 
heit bezeichnet. 

Von der Zahl der Koordinaten hängt , wenn man die mathe- 
matische Ausdrucksweise weiter beibehält, die Ausdehnung oder die 
Mächtigkeit der Gesamtheit ab. 

Wenden wir^uns jetzt der Beobachtung einer Masse lediglich in 
bezug auf Leben und Sterben zu, so kommen drei Zeitangaben in 
Betracht, zwischen denen aber eine Gleichung besteht, so daß nur 
zwei als unabhängig voneinander gelten können, nämlich: 

Die Qeburtszeit ^; 

die BeobachtungS' (oder Erfüllangs-)Zeit r für einen bestimmten 
Ereignispunkt (sei es der Zustand des Lebens oder die Zustands- 
änderung des Sterbens); 

das Alter x bei diesem Ereignispunkt; 
die Gleichung zwischen diesen Größen lautet: 

t -\- X = T. 

Jede geometrische Darstellung muß diese drei Zeiten entnehmen 
lassen. 

Bei den individualisierenden Methoden entspricht jeder Person 
eine Lebenslinie, deren Anfangspunkt die Geburt, deren Endpunkt das 
Sterben bedeutet^). Die Ebene, in welcher die Darstellung erfolgt, 
wird dadurch zur Trägerin eines Systemes (paralleler) Lebenslinien, 
einer Reihe von Geburtspunkten und eines Systemes von Sterbe- 
punkten. Für die Zusammenfassung der Lidividuen nach gewissen 
Merkmalen zu Gesamtheiten ist eine dreifache Zerlegung der Masse 
von Wichtigkeit: nach der Geburtszeit, nach dem Altör und nach der 
BeobachtuDgszeit. Diese Zerlegung erfolgt bei der Darstellung in der 
Ebene durch drei Arten von Scheidungslinien: solche nach der Ge- 
burtszeit (/); solche nach dem Alter (a;); solche nach der Beobach- 
tungs- oder ErfQllungszeit (r). Eine Linie ({) trennt also die Masse 
in einen Teil, dessen Geburt vor der Zeit t, und einen Teil, dessen 
Geburt nach der Zeit t erfolgt ist; eine Linie {x) trennt alle Ereig- 
nisse, welche bei den Individuen der Masse eingetreten sind, bevor 
sie das Alter x erreicht hatten, von Ereignissen, die nach dem Alter x 



1) Bei Individuen^ welche erst nach der Qehurt in die Masse eintreten und 
eventuell vor dem Tode aus ihr scheiden, tritt an die Stelle der Lebenslinie 
eine Beobachtupigslinie. 
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eintrafen, und in gleicher Weise scheidet eine Linie (r) Ereignisse 
vor der Zeit r von solchen nach dieser Zeit. 

Bei der Darstellung von K. Becker^) (Fig. 21) werden Geburts- 
zeit t und Erfüllungszeit r auf zvrei zueinander senkrechten Achsen 
OT und 0(2^ vom gemeinsamen Nullpvnkte aus aufgetragen. Die 
Lebenslinien GS sind parallel zu 0^, die Geburtspunkte G liegen in 
der Halbieioingslinie Og des Winkels T0(^\ die Alter x werden auf 
der zu Og senkrechten Geraden OX gemessen. Es ist also, wenn 8 
den Sterbepunkt bedeutet, OA = t die Geburtszeit, OB = x das Sterbe- 
alter und OC = r die Sterbezeit der betreffenden Person*). Die Scheide- 
linien (^), {x)j (t) sind der Reihe nach parallel zu Oö^ Og^ 0T\ sie 
lassen in dem durch die Figur dargestellten Falle erkennen, daß die 

Person, deren Lebenslinie GS ist, ge- 
'T boren wurde vor der Zeit OÄ^ gestorben 

ist vor Erreichung des Alters OH' und 

vor der Zeit 0C\ 
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Fig. 21. 
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Die Darstellung, welche W. Lezis') gewählt hat, bedient sich 
einer Zeitachse OT und einer Altersachse OX, die aufeinander senk- 
recht stehen (Fig. 22). Die Lebenslinien AS sind parallel OX, die 
Geburtspunkte A liegen auf OT. Um die ErfÜUungszeit des Ereig- 
nisses S auf OT abzuschneiden, wird SC parallel zu der Geraden 0^ 
gezogen, die auf der Halbierimgslinie von TOX senkrecht steht. Be- 
deutet also /S den Sterbepunkt, so ist 0.4 = ^ die Geburtszeit, OB^x 
das Sterbealter und OG die Sterbezeit der verbildlichten Person. Die 
Scheidungslinien (^), (r), {x) sind der Reihe nach zu OX, OT, Oö^ 
parallel. 



1) Zur Berechnung von Sterbetafeln an die Bevölkerungsstatistik zu steilende 
Anforderungen. Berlin 1874. 

2) Da die Alter x hier nach einem andern (|/2 mal kleineren) Maßstäbe 
aufgetragen sind als ^ und t, so besteht in der geometrischen Darstellung die 

Beziehung t-\-x=^x nicht; es ist vielmehr 0A'\- OByi =^0C, 

8) Einleitung in die Theorie der Bevölkerungsstatistik. Straßburg 1876, p. 6. 
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Lexis hat an demselben Orte^) eine Modifikation seiner Dar- 
stellong angegeben, die sich Ton der froheren dadurch unterscheidet, 
daß die drei Linien OT, OX, 0^ der Reihe nach Winkel von 60<» 
einschließen (Fig. 23). Die Scheidelinien begrenzen dann gleichseitige 
Dreiecke, wahrend sie früher gleichschenklig rechtwinklige Dreiecke 
gebildet haben. Dies ist zugleich das Prinzip jener Methode, welche 
Lewin 1876 in einer Denkschrift dem statistischen Kongresse in 
Budapest vorgelegt hat. 




Fig.t8. 




71 :r 



Verschieden von den bisherigen ist die zweite Darstellung, die 
G. F. Knapp') gegeben hat. Bei ihr werden alle Zeiten auf einer 
Achse, OX (Fig. 24"), ersichtlich gemacht, während auf der andern, 
dazu senkrechten Achse Y den Individuen der Masse in der Reihen- 
folge ihrer Geburt äquidistante Punkte zugewiesen sind. Durch die 
Ordnungszahl n und die Geburtszeit OÄ ^ t eines Individuums ist 
dessen Geburtspunkt G bestimmt, die Lebenslinie GS, parallel zu OX, 
zeigt durch ihre Länge AC ^ x das Sterbealter an, und OC^z ist 
die Sterbezeit. Die Ortslinie g der Geburtspunkte läßt die (wechselnde) 
Raschheit in der Aufeinanderfolge der Geburten erkennen. Die Schei- 
dungslinien (f), (rr), (r) sind der Reihe nach den Linien OX, g, OY 
parallel; (x) ist die um x in der Richtung OX verschobene g^), 

218. Fortsetrang. Indem wir nun dazu übergehen, die Ver- 



1) Einleitung in die Theorie der Bevölkernngsstatistik. Straßbarg 1S76, p. 18. 

2) Die Sterblichkeit in Sachsen. Leipzig 1S69, p. 118 fP., nnd: Theorie des 
Bevölkerangswechsels. Braonschweig 1874^ p. 26 ff. — Enapps erste und zu- 
gleich die älteste Darstellung gehört nicht zu den individualisierenden; wir 
gehen auf sie nicht näher ein, weil die in der nächsten Nummer behandelte 
Darstellung dasselbe in viel vollkommenerer Form leistet, und envähnen nur, 
daß Knapp sie in der Schrift: Über die Ermittelung der Sterblichkeit, Leipzig 
1866, veröffentlicht hat. 

8) Vgl. zu diesem Artikel: L. Perozzo, Della rappresentazione di una 
coUectivitä. etc., Annali di Statistica (2), Xü (1880), deutsch von W. Lezis, 
Jahrb. f. Nationalök. u. Statist. 36 (1880). 
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ändemngen einer menschlichen Masse^ soweit es sich um Geburten 
und Sterbefalle handelt, als stetig in bezug auf den Verlauf zu be- 
trachten und die aus dieser Vorstellung entsprungene geometrische 
Darstellung G. Zeuners^) zu entwickeln, beginnen wir mit einer 
analytischen Betrachtung, deren Ausgangspunkt eine Funktion von 
unmittelbar yerstandlicher Bedeutung ist. 

Nach Knappst Vorgang wollen wir unter F{t, x) die Menge der 
jenigen verstehen, die von einem festen Zeitpunkte an bis zur Zeit t 
geboren das Alter x erreicht haben. Indem wir F{t, x) als stetige 
und nach beiden Argumenten differentiierbare Funktion auffassen, wird 

F{t + di, x) - F{t, X) » f{t, x)dt (1) 

die Menge jener im Zeitintervall {t, t + dt) Geborenen sein, die das 
Alter X erreicht haben; dabei bedeutet 

" =- m ^), (2) 

nämlich der partielle Differentialquotient yon F{ty x) nach ^, die 
VberM)€nsdicfdigkeit der zur Zeit t Geborenen im Alter x. 
Weiter ist 

- l/ft x + dx)-- f{t, x)]dt = (p(t, x)dtdx (3) 

oder der negativ genommene zweite Differentialquotient von F(ty x) 
die Menge derjenigen aus dem Intervall (^, t + dt) Geborenen, welche 
in dem AltersinteraU (rr, x + dx) sterben; es bedeutet also 

5 = Vii, «), (4) 

nach t und x, die Sterbensdichtigkeit der zur Zeit t Geborenen im 
Alter X. 

Die Fläche, die sich durch Interpretation der Gleichung (2) in 
einem rechtwinkligen Baumkoordinatensystem mit den Achsen OT, 
OX, OZ ergibt, bildet die Grundlage der Zeunerschen Darstellung. 
Die Fig. 25 soU ein ideelles Bild jenes Teiles der Fläche geben, der 
von den Kurven 

z^f{t,0), z^f{t„x), z^f{t,,x), 0^f{i,x) 

begrenzt wird. 

Die erste dieser Kurven: {x = 0), js ^ f{t, 0), veranschaulicht den 
Verlauf der GeburtendichtigkeU und soU Geburtenkurve heißen; der 
Bogen G^G^ entspricht dem Zeiträume von OJ.i=^i bis OÄ^^t^. 

Die zweite Kurve: (^ = ^1), z=^f{t^yX) zeigt die Abnahme der 
zur Zeit OÄ^ »> t^ Geborenen mit dem zunehmenden Alter; daher soll 

1) Abhandlungen aus der Mathematischen Statistik. Leipzig 1869. 

2) Die Sterblichkeit in Sachsen, p. IIS, und: Theorie des BevOlkerangs- 
wechseis, p. 82. 



96 



Vierter Teil. Mathematische Statistik. 



O^S^ die Ahsterhekurve für die Geburtszeit t^ heißen. Eine ähnliche 
Bedeutung hat die dritte Kurve: {t^t^y ^^f(ßif^)f nämlich G^S^, 
fQr die Geburtszeit OA^'^i^. Diese Kurven Mlen im allgemeinen 
verschieden aus nicht bloß deshalb , weil die relativen Mengen der 
Oeburten zu den Zeiten t^, t^, dargestellt durch Ä^G^, Ä^G^, ver- 
schieden sind, sondern weil auch anzunehmen ist, daß die zu ver- 
schiedenen Zeiten Geborenen in ungleicher Weise absterben. 

Die vierte Kurve endlich: (0 -= 0), = f(t, x), in der Figur durch 
Sy^S^ dargestellt y versinnlicht den Zusammenhang zwischen der Ge- 
burtszeit und dem höchsten Alter y das die aus ihr Stammenden er- 
reichen. Hiemach wäre OB^ = x^ das Alter der zuletzt Gestorbenen 
AUS der Geburtszeit OA^ = t^ und C^ = ^^ + a?! = r^ die ErfÜUungs- 

z 








B 



X 



Fig. 25. 

«eit dieses Alters, wenn SjC^ so gezogen wird, daß der Winkel SyC^B^ 
gleich 45^ ist. Die letzte Bemerkung zeigt zugleich, wie auf der 
Achse OX außer dem Alter x auch die Erfiillungszeit r zum Aus- 
druck zu bringen ist. 

Man kann indessen für viele Zwecke von der räumlichen Dar- 
stellung absehen imd lediglich mit der Ebene OTX (Fig. 26) operieren, 

die man sich auf zweierlei Art mit Funktions- 
werten belegt denkt: einmal mit den Werten 
der Überlebensdichtigkeit /'(^, a:), ein zweites Mal 
mit den Werten der Sterbensdichtigkeit 9? (^, x) ; 
beide Werte gehören zu dem Punkte M{ty x), 
imd die Beobachtungszeit des Ereignisses, das 
diesem Punkte entspricht, ist OC = t. 
219. Allgemeine EUltze Aber Oesamtheiten von Lebenden 

und Oestorbenen. Erster Satz: „Ist x{t) eine 
eindeutige Funktion imd x ^^ %{() die Gleichung 
einer Kurve in der Ebene OTXy so ist das über 
den Bogen M^M^ (Fig. 27) dieser Kurve er- 
streckte Integral der Funktion f{t, x) der Aus- 
druck für die Menge der aus der Zeit (^,^) 
Geborenen, welche das durch M^M^ gesetzte 
Alter erreicht haben." 



T 



M 



Fig. 26. 




Fig. »7. 
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Denn es ist tatsächlich 



ff{t,x)dt^ff[t,z(t)]dt 



ifi^% 



▼ermoge der Bedeutung yon f(ty x) die Menge derjenigen, zwischen 
deren Greburtszeit und Alter die Beziehung x ^ x(f) hesteht. 

Mit Bezugnahme auf die Zeunersche Fläche interpretiert besagt 
dieser Satz fönendes: Der Durchschnitt M^^M^P^P^ der Fläche Fig. 28 
mit einem zur jer-Achse parallelen Zylinder gibt in seiner Projektion 
Ä^Ä^Q^Q^ auf der TZ- Ebene die Menge derjenigen, die in der Zeit 
(ßif^) gehören, die durch die Kurve M^ Jlf, begrenzten Alter erreicht 
haben. 

Bei den Darstellungen der Nr. 215 würde diese allgemeine Qe- 

samiheU van Ldfenden durch die Zahl der 
^ Schnittpunkte bestimmt, welche die Kurve 

Ml M^ mit den Lebenslinien ergibt. 





Fig. 18. 



Fig. t9. 



2!u)eüer Säte: „Das über eine Figur F (Fig. 29) ausgedehnte 
Integral der Funktion 9)(f, x), das auch gleichkommt dem im Sinne 
des Pfeiles über den umriß F der Figur erstreckten Integral der 
Funktion f{t,x\ bedeutet die Menge der in dem Zeiträume (ti,t^) 
Geborenen, welche zwischen den durch F bezeichneten Altersgrenzen 
gestorben sind.^ 

Der eine Teil der Aussage folgt unmittelbar aus der Bedeutung 
von (p(t,x) als Dichtigkeit der Sterbefälle an der Stelle t\x. Weil 
ferner 

so ist 



dx 



«1 j^ 
JJ^>{t, x)dtdx - -J^^J-^^dx 



.ff{t, X,)dt +fkty X,)dt ^ff(t, X)dt, 



C X Q b e r , WfthnoheinliohkeitBrechnang . IL S. Aafl. 



i 



98 



Vierter Teil. Mathematische Statistik. 




Fig. 80. 



Bei geometrischer Interpretation an der Zenn er sehen Flache ist 
diese allgemeine Gesamtheit der Gestorbenen durch die TZ-Projektion 

jenes Teiles der 
Z Fläche dargestellt, 

der sich auf der 
TX- Ebene in die 
Figur F projiziert 
(siehe Fig. 30). Bei 
den Diagrammen 
der Nr. 215 wäre 
sie durch die Anzahl 
der Sterbepunkte 
bestimmt, welche in 
die Figur F zu lie- 
gen kommen. 
220. Hanptgesamfhelten der Lebenden. Unter den denk- 
baren Gesamtheiten Lebender und Gestorbener gibt es nur eine relativ 
kleine Anzahl solcher, die bei der Sterblichkeitsmessung Verwendung 
finden; auch sind es nur wenige, die sich, zumal in ganzen Bevölke- 
rungen, statistisch leicht erheben lassen. Bezüglich der Lebenden 
sind folgende Gesamtheiten von Wichtigkeit. 

Die erste Hauptgesamtheit der Labenden ist die Gesamtheit der 

Gleichaltrigen. Sie ist im geometrischen Bilde 
(Fig. 31) durch eine zu OT parallele Strecke B^B^ 
dargestellt und zählt die Personen, die in der 
Zeitstrecke (^, f,) geboren ein bestimmtes Alter x 
erreicht haben. Die ErfQUung dieses Aiters er- 
folgt aber nicht gleichzeitig; von der ersten Per- 
son der Gesamtheit wird es zur Zeit 

Yon der letzten zur Zeit 

t^^t^ + x 

vollendet; ist also die Geburtsstrecke einjährig, so ist auch die Daner 
der Erfüllung eines bestimmten Alters einjährig. 
Analytisch ist diese Gesamtheit durch 

v.-fat,x)dt 

ausgedrückt; ein besonderer Fall derselben ist die Geburtenmefige aus 
der Zeitstrecke (t^, ^), im Bilde durch die Strecke A^A^ vertreten, 
analytisch durch ^ 

Vo-fh, o)dt 

bestimmt. '^ 
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Fig. 31. 
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Für die Beyölkenmgsstatistik hat diese HaaptgesamÜieit nur 
theoretische Bedeutimg; ihre direkte Erhebnng ist nur dort möglich^ 
wo Individualbeobachtang gepflogen wird, also in geschlossenen Ge- 
sellschaften. In der Bevölkerungsstatik wird sie auf andere^ zahlbare 
Gesamtheiten zurückgeführt. 

Die gfveite Haupigesamüheit der Lebenden ist die Gesamtheit der 
Gleichzeitigld)enden oder der Geeiädten. Im Bilde 
(Fig. 32) entspricht ihr eine gegen OT und OX, 
gleich geneigte Strecke G^C^. Sie umfaßt Per- 
sonen, welche in der Zeitstrecke (t^, t^) geboren 
zur Zeit r am Leben sind, gezählt werden; die- 
selben stehen in verschiedenen Altem, und zwar 
haben die jüngsten das Alter 

die ältesten das Alter 

so daß sie einer einjährigen Altersklasse augehoren, wenn die Gene- 
ration einjährig war. 

Der analytische Ausdruck f&r diese Gesamtheit ist^) 




Fig. 32. 



F, ^ff{t, x)dt ^ff{t, t - t)dt 



Diese Gesamtheit wird bei Volkszählungen unmittelbar erhoben, 
wenn die Gezählten nach Kalenderjahren der Geburt geschieden werden. 
So stehen bei einer am 31. Dezember 1900 vorgenommenen Volks- 
zählung die Personen aus dem Geburtsjahre 1850 (d. i. vom 1. Januar 
bis 31. Dezember 1850) auf der Altersstufe von 50 bis 51. 

231. Hauptgesamthelten ▼on Oestorbenen. Der ersten 
Hauptgesamtheit von Gestorbenen entspricht im geometrischen Bilde 
(Fig. 33) ein Rechteck B^B^B^B^ mit zu 
den Achsen parallelen Seiten. Die Gesamt- 
heit besteht aus Personen, die in der Zeit- 
strecke {t^j ^) geboren, nach Vollendung des 
Alters a?! und vor Vollendung des Alters x^ 
gestorben sind. Das Sterben erfolgte zu 
verschiedenen Zeiten, bei den ersten zur 2ieit 
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Fig. 88. 



n-=^l + ^i; 



1) Man kann in dem Zeichen der vorstehenden Gesamtheiten auch die 
andern sie bestimmenden Momente zum Ausdruck bringen und fiSr F^ vollstän- 
diger schreiben F^*/** oder F]J*^**usw., ebenso fflr F^ schreiben F/*^** oder 

V^'*^ usw. Vgl. E. Blaschke, Vorlesungen über Math. Statistik, Leipzig 1906, 
p. 2S ff. 

7* 
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bei den letzten zur Zeit 

Im ganzen ist also zur Erhebung dieser Gesamtheit der Zeitraum 

speziell ein Zeitraum von etvei Jahren erforderlich, wenn einjährige 
Generationen und eiigährige Altersstufen beobachtet werden. Beispiels- 
weise sterben die im Kalenderjahre 1890 Geborenen auf der Alters- 
stufe von 20 bis 21 Jahren in den beiden Kalenderjahren 1909 
und 1910. 

Der analytische Ausdruck dieser Gesamtheit ist 

M,'^ffip{t,x)dtdx^ff{t, x,)dt-ff{t, x,)dt', 

in der letzten Form erscheint JU^ als Differenz von zwei ersten Haupt- 
gesamtheiten Lebender, nämlich 

eine Relation, die aus der Zeun er sehen Darstellung unmittelbar zu 
entnehmen ist. 

Die zweite Haupigesamtheü der Crestor- 

— T* /' '^* /* X benen ist im Bilde (Fig. 34) durch ein Paral- 

I . C.y f lelogramm C^ C, C^ C/ vertreten, von dem zwei 

i /M/ * Seiten parallel zu OX, die zwei andern unter 

— -?|^^--— ^' 45® geneigt sind. Sie besteht aus den Per- 

' sonen, die in der Zeitstrecke (^, i^ geboren, 

pj^ j^ nach der Zeit r^ und vor der Zeit r, gfe- 

storben sind. Das Sterben geschah in ver- 
schiedenen Altem, bei den jüngsten im Alter 

a?i = Tj tj , 
bei den ältesten im Alter 

so daß sich die Alter in einem Intervall von 

also speziell von zwei Jahren bewegen, wenn die Gestorbenen aus 
einem Kalenderjahre stammen und in einem Kalenderjahre beobachtet 
wurden. So stehen beispielsweise die im Kalenderjahre 1900 ver- 
zeichneten Verstorbenen aus dem Geburtsjahre 1850 im Alter von 
49 bis 51 Jahren. 

Analytisch drückt sich diese Gesamtheit durch 



u-t 



jjf, =» y C^>{i^ x)dtdx 



ft-t 
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Fig.Sft. 



aus, kann aber auch durch Hauptgesamtheiten zweiter Art von Leben- 
den dargestellt werden^ indem 

ist. 

Die dritte Uauptgesamtheit von Gestorbenen ist im Bilde (Fig. 35) 
durch ein Parallelogramm dargestellt, von 
dem zwei Seiten parallel zu OT^ zwei 
unter 45^ geneigt sind. Sie umfafit Per- 
sonen, welche nach der Zeit r^ und nach 
Vollendung des Alters x^y jedoch vor der 
Zeit r, und vor Vollendung des Alters x^ 
gestorben sind. Sie stammen aus verschie- 
denen Geburtszeiten, und zwar die ersten 
und ältesten aus der Zeit 

die letzten und jüngsten aus der Zeit 

die Zeitstrecke der Geburten hat also die Lange 

Tj ~~ V* ™* Tj ^^ Tj -|- X^ "^ X\» 

Hiemach gehören die während eines Kalenderjahres beobachteten 
Sterbefälle einer einjährigen Altersklasse ewei Geburtsjahren an; bei- 
spielsweise die im Jahre 1910 beobachteten Gestorbenen yon 30 bis 
31 Jahren den Kalenderjahren 1879 und 1880. 

Der analytische Ausdruck dieser Gesamtheit ist^) 



*.-jt 



jM, =- r f^>{ty x)dtdx. 



r, -X 



Sie kann übrigens auch durch Hauptgesamtheiten erster und zweiter 
Art von Lebenden ausgedrückt werden, und zwar ist 

jedoch beziehen sich die rechts stehenden Gesamtheiten auf ver- 
schiedene Geburtsstrecken, die man aus der Figur unmittelbar ab- 
liest, nämlich 



1) Will man die vontehenden GoBamtheiten Tollttändiger Byrnbolisieren, so 
sind die sie kenozeichnenden Zeitbestimmiuigen hinzuzufQgen ; man kann bo für 

M. schreiben M!}'^, fär M^ das Zeichen 3f>^> nnd för Jlf. das Zeichen JlC'/5 

verwenden. Vgl. E. ßlaschke, Vorlesangen über Math. Statistik, Leipzig 1906, 
p. 80 ff. 
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222. Blementargesamtheiten von G^Btorbeiien. Die yorkin 
betrachteten Hauptgesamtheiten von Gestorbenen kennzeichnen sich, 
dadurch, daß im geometrischen Bilde zweierlei Scheidelinien an ihrer 
Begrenzung teilnehmen; bei M^ sind es Linien (t) und {x)\ bei M^ 
Linien (t) und (t); bei M^ Linien (x) und (t). Wenn man bei zweien 
der maßgebenden Ghrößen ein einjähriges Interrall annimmt, stellt sich 
jedesmal für die dritte ein zweijähriges LitervaU heraus. 

Für das Problem der Sterblichkeitsmessung von Bevölkerungen 
haben sich Gesamtheiten als wichtig und notwendig erwiesen, die im 
Bilde durch Linien aller drei Arten begrenzt die Form von Dreiecken 
haben; man bezeichnet sie nach Lexis^) als Elementargesamtheitm. 
Es gibt deren zwei Arten. 

Die Gesamtheit M'j dargestellt 
f^ .r durch das Dreieck B^ C^ C, (Fig. 36), 
'' umfaßt Personen aus dem Geburts- 

jahre (t, t + 1), die im Kalenderjahre 
(t, t + 1) auf der Altersstufe (x, x+l) 
gestorben sind, wobei zwischen t, t 
und X die Beziehung r — ^ + ^ be- 
steht. 

Die Gesamtheit M'\ dargestellt 
durch das Dreieck C^C^B^f vereinigt Personen desselben Geburtsjahres 
und derselben Altersstufe, die aber in dem Kalenderjahre (r+1, ^ + 2) 
gestorben sind.') 

Elementargesamtheiten von Gestorbenen erstrecken sich also auf 
ein Geburtsjahr, ein Beobachtungsjahr und eine einjährige Altersklasse. 
Ihre große Bedeutung liegt in dem Zusammenhange, den sie mit den 
Hauptgesamtheiten der Lebenden aufweisen. Man entnimmt der Figur 
sofort, daß die durch B^C^ repräsentierte Gesamtheit von Lebenden 
durch den Abgang von M' sich verwandelt in die Lebendengesamt- 
heit C^C^, und diese wieder durch den weiteren Abgang von M" in 
die Lebendengesamtheit C^B^] in Zeichen heißt dies: 



Fig. 86. 



1) Einleitung in die Theor. d. Bevölk.-Statist. , p. 13. Ihre Bedeutung fdr 
den angeführten Zweck ist schon von G. Meyer, Jahrb. f. Nat.-Ok. u. Statist, 
ym (1867), p. 19, hervorgehoben und dann von Knapp, Becker u. a. begründet 
worden. 

2) Will man bei den Elementargesamtheiten auch die Zeitbestimmungen 

ersichtlich machen, so kann man sich für M\ 3f" der Symbole x3f^^.i r + i^i + i 
oder ähnlicher bedienen. Vgl. E. Blaschke, 1. c.^ p. 84 ö. 
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Erw^ägt man nun, daß die Gesamtheit F^^^ der Beobachtung zugang- 
lich ist (Volkszählung), und daß auch die Gesamtheiten M\ M" er- 
hoben werden können — man hat nur die Gestorbenen nach Geburts- 
jahren wmI Altersklassen zu sondern — , so bieten diese Relationen 
das Mittel zur Feststellung der Hauptgesamtheiten erster Art, ^»> ^»+1; 
von welchen in Nr. 220 bemerkt wurde, daß sie der direkten Beob- 
achtung unzugänglich sind« 

Übrigens erkennt man aus den Diagrammen, daß jede Haupt- 
gesamtheit Yon Gestorbenen, die sich auf einjährigen Interrallen auf- 
baut, durch eine Diagonale in Elementargesamtheiten zerlegt wird. 



§ 3. Sterbetafeln. 

328. Sterbetafeln ans bevSlkeningaetatletiaoheiii Kate- 
xiaL Das wissenschaftliche oder biologische Interesse an der Sterb- 
lichkeitsuntersuchung wäre in erster Linie auf die Feststellung des 
Verlaufes im Absterben einer Creneraiiony d. h. der Geborenen eines 
oder mehrerer Kalenderjahre aus einer großen Gemeinschaft, der Be- 
Yölkerung eines Landes oder einer Stadt, gerichtet. Diese Aufgabe 
könnte durch Beobachtung der aus der Generation hervorgehenden 
Elementargesamtheiten von Gestorbenen voraussetzungslos nur dann 
gelöst werden, wenn weder Ein- noch 
Auswanderung stattfände. Ein solches 0^ 
Material wäre geeignet, den Verlauf des ^ 
Absterbens sowohl nach der Zeit wie 
nach dem Alter darzustellen, d. h. die 
Hauptgesamtheiten der Lebenden in 
jahrweisen Absätzen zu bestimmen. Wie 
nämlich aus Fig. 37 ersichtlich, wären 

die Überlebenden ncLch 1, 2, 3^ - - - Jahren, vom Beginne des Geburts- 
jahres der Generation gerechnet, durch folgende Zahlenreihe dar- 
gestellt : 

F(i) - Fo - Jfo' 

F(» - F(i) - Jfo" - ^1 (1) 

FW - FW - M^" - Jf,; 

wo Vq die Geburtenmenge, also die Stärke der Generation bedeutet, 
die sich übrigens aus den beobachteten Sterbefällen von selbst ergibt, 
indem nach (1) 

F, = JJf; -f Jfo" + Jtf/ + Jlf/' + . . . 
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ist. Dagegen hätte man fllr die Oberiebmäen bei den Altem von 
1,2,3,--- Jahren die Werte 

F; - Fo - Jtf; - Jfo" 

V^-V^- M^ ~- M," (2) 

F, - F, - Jtf,' - M," 



Diese R«ihe, am Au&nge durch Fg ergänzt, wäre es, die nnter 
der Bezeichnung 

k, h.h,-- 

■den Ausgangspunkt zur Bestimmung der übrigen biometrischen Funk- 
tionen gebildet hat (s. Nr. 212). 

Die lange Beobachtungsdsuer ist jedoch eines der Haupthinder- 
nisae der praktischen Durchftihmng dieses Yorganges. 

Man könnte nun daran denken, durch Terzeiclinung der Sterbe- 
nUle eines Beobachtungsjahres nach Hauptgesamtheiten dritter Art das 
Material zu gewinnen, um das Absterben einer Generation darzustellen. 
Das setzte aber das Vorhandensein von Be- 
■X^ dingungen Toraos, die sich ^gst als unzu- 
treffend erwiesen haben. Es müßte nämlich 
das Absterben aller GeneratioDen, welche jener 
des Beobachtungsjahres bis zur ISngsten Le- 
bensdauer Torangehen, in gleicher Weise vor 
sich g^angen sein und alle in Betracht ge- 
zogenen Generationen müßten ?on gleicher 
Stärke und gleichartiger Verteilung Qber das 
Jahr sein. Unter diesen YorauBsetzongeu 
wären lümlich die beobachteten pwallelogram- 
^ matischen Hanp^esamtheiten M^, M^, M^,-- 

^* Ton Verstorbenen gleich den korrespondieren- 

den quadratischen der Fig. 38, und man I^tte in den Zahlen 

F, - Fl - Jlf , 



die Reihe der Überlebenden nach dem Alter, auf eine Generation be- 
zogen. Dabei Träre auf Grund der obigen Gleichungen Fg — M^ 
+ Mi + Mf + ■ ■ ■ die ursprüngliche Oeburtenmenge und F, — 3f, 
-|- Jlf,+i -f- -3f-+i -f ■ ■ ■ die Zahl der Überlebenden des Alters x, so daß 
die Reihe der Überlebenden durch Aufsummierung der während eines 
Ealenderjahres beobachteten, nach Altersjahrgängen steigend geordneten 
Toten Ton unten nach aufwärts erhalten würde. Dieser Gedanke 1^ 



n. Abschnitt. Sterblichkeituneinuig. 105 

der TOD Halle;*) benutzten Methode zur HerBtellnng der ersten 
Sterbetafel zngnmde. 

Ana dritten Hanpl^esaintheiten TOn Qestorbenen und zweiten 
Hanp^esamtlieiten von Lebenden in bestimmter Anordnung nnd bei 
Kenntnis der Gebnrtenmengen aller in Betracht kommenden Genera- 
tionen ließe sich das Absterben einer Generation angenähert, aber 
nicht Toraassetzungslos, ermitteln'). Angenommen, man hätte irährend 
der Ealendeijahre (r — 1, r) und (t, t + 1) dritte Haupl^esamtheiten 
Ton Gestorbenen erhoben und an der Grenze zwischen den zwei 
Jahren eine Zählung nach Altersklassen vorgenommen; Jlf, JU^, V^ seien 
die auf die Altersklasse (x, x + l) bezOglichen Zahlen. Fig. 39 zeigt, 
dafi die Gestorbenen aus drei Jahr^ngen stammen, deren Geburten- 
m^igen Fg, F^', V^" als bekannt vorausgesetzt werden. Nimmt man 
nnn an, daß die Gestorbenen eines Gebortsjahres and einer Alters- 
klasse sich nach Geburtszeit und 
Aitet gleichförmig verteilen, so sind 
die beiden Elementai^samtheiten 
m" and m,', welche die quadratische 
Gesamtheit aus dem mittleren Ge- 
bortsjahre zasammensetzen, einan- 
der gleich; wenn femer das Ab- 
sterben aller Generationen als 
gleichartig vorausgesetzt wird, so . 
unterscheiden sich die Elementar- 
geaamtheiten m' und m,', m" und 
Wi" nur insofern voneinander, als 
sie aus verschiedenen Geburten- ng. ». 

1) Tgl. hienn die FüBaote m Nr. 216. — Halle; war nch indeMen dar 
UmulAnglicIikeit und dei hypothetischen Charftkt«n «einea Ter&hiens wohl be- 
wnfit; Mu dem BeobochtimgBmfttorial, dta ihm vorliig, konnte er aber einen 
beneran Schlnfl nicht ziehen. Seine Methode ist, mit mehr oder weniger be- 
langteichen Modifikationen, zur Eonatrnktion einer Reihe von Tkfetn benutzt 
worden; ei wurde »nch der Terauch gemacht, de nach einer Siektung, was n&m- 
lich die Stärke der Generationen bebcifR, durch Rflckverfolgung dei Qeburten- 
mengen sowie auf Grund der „Vennebmagshjpotheie", die L. Eulet in der Ab- 
handJong; Becherches g^oäralei sui 1» mortalite et la mnltiplieBtion du genie 
homain (H^m. de l'Acad. de Berlin, XTI (1767) p. lliff) aufgestellt hat nnd di» 
dabin lautet, daß dat jährliehe Wachstum der Geburtenmenge und der BevSike- 
rung nadt einer geometritehen Progression vor eich gehe, ta verbeaaem. Die letst- 
erwUmte Hjpotheee hat heute nicht hloB historischen Wert, sie wird auch als 
eine Ann&bemng an die wirklichen VerhUtnisae praktisch verwendet and mag 
dazu fflr nicht allzulange ZeitränmB auch geeignet sein. Ihren nomerischen 
Aasdruck findet die Ujpotheae in dem Vermehrungsfaltor, der eine dem Auf- 
zinsnogsfaktoc analoge Bedentong hat. — Ober die Tafeln, die nach der 
Hallejaohen Methode hergestellt worden sind, und über die Teisuchten Yer- 
betseinngen der Methode vergleiche man E. Blaachke, Vorlea., p. 88ff. 

S) W. Lexia, Eiuleit. in d. Theor. d. BevOlk.-Stat, p. %9. 
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mengen stammen. Dies alles ermöglicht die Berechnung von m 
und m^' aus den beobachteten M und M^. Es ist nämlich 



ff f f ' a 



daraus 



.1 '- K 



w" V,' m' F/ 



«' Fo ' m' + m" Fo + Fo' 
und 



ebenso findet sich 



«•" - T^ ^' 



«M ' = ___JL_ Tlf 



Hiermit erkennt man die Abminderung der a;-jährigen auf die 
X + 1- jährigen fOr die Generation Fq', indem 

F, = F, + m" 

auf diese Generation oder irgendeine andere aus dem Bereiche lassen 
sich alle Altersklassen reduzieren. 

In dem Maße, als gewisse gleich anzuführende Voraussetzungen 
zutreffen, ließe sich durch eine einmalige Zählung der Lebenden und 
ihre Scheidung nach Altersklassen ein angenähertes Bild des Ab- 
Sterbens einer Generation gewinnen. Diese Voraussetzungen wären: 

1) Das Gesetz des Absterbens ist unabhängig von des Geburtszeit; 

2) innerhalb eines engen Gebietes, etwa innerhalb eines Quadrates 
mit einjährigen Intervallen, darf die Zeun ersehe Fläche durch eine 
Ebene ersetzt werden; 3) die jährlichen Geburtsmengen der der Zäh- 
lung vorausgehenden Periode von etwa 100 Jahren sind bekannt. 

Vermöge der zweiten Voraussetzung projizieren sich die beiden 
durch die Mitte des quadratischen Feldes Fig. 40 gelegten Vertikal- 
schnitte B^B^, Clif^i der Fläche in 

(^ ? -^ i ^T^^^ / X die Ebene TOZ (siehe deren Um- 

R'C A ^ ifi ' ■' l®g^^g) ^Is gerade Linien B^ B^j C^^'C,', 

' "'" infolgessen sind die Flächen ^iJ^BjjB/', 

A^A^C^'C^ inhaltsgleich, d. h. die 

durch B^B^j C^ C, dargestellten Haupt- 

T cresamtheiten von Lebenden bleich 

Piff 40 

groß; die erste, F^, ist die Gesamtheit 

der o; -jährigen Überlebenden, die andere, zählbare Gesamtheit F« die 

11 
der Überlebenden zur Zeit r zwischen den Altem x — ^ und x '\- -zr. 

beide Gesamtheiten aus demselben Geburtsjahre {ty ^ + 1) stammend. 
Dabei gilt die Beziehung 




q-B: A, 
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Setzt man beispielsweise ^»1880, rc — 20, so ergibt sich 
T = 1900 + ö" ' ^' ^- ^^^^ °^*^ ^®^ einer Zählung am 1. Juli 1901 
die Personen zusammenfaßt, die aus dem Geburtsjahre 1880 stammend 
in dem Altersinteryall von 19— bis 20— leben, so erhält man damit 

einen angenäherten Wert der Gesamtheit der 20jährigen aus jenem 
Geburtsjahre. Denkt man sich dies für alle Altersklassen durchgeführt 
und die V^ auf eine Geburtenmenge, etwa die des Zählungsjahres (1901), 
reduziert [Voraussetzung 3)], so wäre damit ein beiläufiges Bild der 
Absterbeordnung gewonnen. Auf die ersten Altersjahre dürfte jedoch 
die Voraussetzung 2) nicht augewendet werden. 

Auch in einer andern Art könnte das Verfahren durchgeführt 
werden. Setzt man z. B. r = 1902 (31. Dezember) und x = 30, so 

wird t^ 1871^^ und ^+ 1 = 1872^^, d. h. zählt man am 31. De- 

zember 1902 die Überlebenden, welche der Geburt nach aus dem Zeit- 
räume vom 1. Juli 1872 bis 30. Juni 1873 stammen, so ist damit 
eine augenäherte Bestimmung der Gesamtheit der überlebenden 
30jährigen aus dem bezeichneten Zeiträume gewonnen. Die Zählung 
würde sich einfach gestalten, wenn man von vornherein aUe, die in 
der zweiten Hälfte des Kalenderjahres 1872 und in der ersten Hälfte 
des Jahres 1873 geboren sind, mit dem Geburtsjahre 1872 bezeichnete.^) 

224. Fortsetsnng. Die Erforschung des Absterbens einer Gene- 
ration darf nach dem vorgeführten als ein Ziel bezeichnet werden, 
dem heute und wohl noch auf lange hinaus nur theoretische Be- 
deutung zukommt. 

Dagegen läßt sich durch geeignete Verbindung von Volkszählungs- 
ergebnissen mit entsprechend angelegten Totenregistem eine Zahlen- 
reihe gewinnen, welche formell die Struktur einer Sterbetafel aufweist, 
von der Sterbetafel einer Generation aber dadurch abweicht, daß sie 
die Abminderung der einzelnen Altersklassen, die ihnen entsprechen- 
den Lebens Wahrscheinlichkeiten, aus ebenso vielen verschiedenen Gene- 
rationen ableitet. Weil die Grundlage einer solchen Tafel in der 
Altersgruppierung der Gezählten, also gleichzeitig Lebenden besteht, 
hat Zeuner*) sie als „Sterbetafel gleichzeitig Lebender" bezeichnet. 

Wenn man über den Wert einer solchen gegenüber der Sterbe- 
tafel einer Generation urteilen will, so muß man auf den angestrebten 
Zweck Rücksicht nehmen. Vom Standpunkte der Biologie müßte den 
Sterbetafeln von Generationen der höchste Wert beigemessen werden; 

1) Vgl. G. Zeuner, Abhandlungen etc., p. 61 fF. 

2) Abhandlungen etc., p. 63. 
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die Yergleichimg mehrerer derartiger Tafeln auf die yerschiedenen 
biologischen Funktionen hin würde zu wichtigen Aufschlüssen führen 
über die Veränderung in der Lebenskraft der Bevölkerung, aus der 
die Generationen hervorgegangen sind. Immer aber wäre in einer 
Sterbetafel einer Generation nichts mehr als ein historischer Bericht 
über eine bereits abgestorbene menschliche Masse zu erblicken, der 
zu Schlüssen auf die Gegenwart streng genommen nicht verwendet 
werden dürfte. 

Handelt es sich um praktische Zwecke, dann wird eine Tafel 
gleichzeitig Lebender den Vorzug verdienen, namentlich während einer 
Periode, die über den Zeitpunkt der Entstehung der Tafel nicht allzu 
weit hinausgeht. Denn die angestellten Untersuchungen weisen darauf 
hin, daß die auf die Sterblichkeit der einzelnen Altersklassen bezüg- 
lichen Relativzahlen — von den untersten Klassen abgesehen — 
wenigstens innerhalb der bisher beobachteten Zeiträume [vgl. Nr. 206, 
d) und e)] außer zufälligen Schwankungen nicht allzu beträchtlichen 
physischen Störungen unterworfen sind, so daß man innerhalb nicht 
zu weiter Zeiträume mit einer für praktische Zwecke zureichenden 
Berechtigung von festen Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeiten 
bei einer in bestimmter, gleichbleibender Weise zusammengesetzten 
Masse sprechen kann. Der Unterschied beider Tafelarten aus diesem 
Gesichtspunkte möge an dem folgenden Beispiele beurteilt werden. 
Wendet man eine im Jahre 1900 konstruierte Tafel gleichzeitig 
Lebender im Jahre 1930 auf 30jährige Personen an, so stammen diese 
aus einer Generation, die um 30 Jahre zurückliegt; könnte man auf 
dieselben Personen eine im Jahre 1900 fertig gewordene Tafel einer 
Generation anwenden, so käme das einej: Vergleichung dieser Personen 
mit einer um rund 130 Jahre zurückliegenden Generation gleich; es 
unterliegt keinem Zweifel, welche Vergleichung statthafter ist. 

Diese Erwägungen können selbstverständlich nur auf theoretischen 
Wert Anspruch erheben, da Sterbetafeln von Generationen überhaupt 
nicht vorliegen. 

Zur Sache selbst übergehend nehmen wir an, das Ergebnis einer 
zum Zeitpunkte r ausgeführten Volkszählung sei derart geordnet, daß 
die gezählten Personen (des männlichen, des weiblichen Geschlechtes) 
nach Geburtsjahren oder, was dasselbe ist, nach einjährigen Alters- 
klassen geordnet seien, vorausgesetzt nämlich, daß die Zählung an 
der Grenze zweier Kalenderjahre stattgefunden hat. Dadurch sind 
Hauptgesamtheiten zweiter Art von Lebenden festgestellt. Eine solche 
Gesamtheit sei die, welche der Strecke C^C^ Fig. 41 entspricht, und 
heiße F^; sie umfaßt Personen, welche aus dem Geburtsjahre (t, t+1) 
stammen, oder anders ausgedrückt, welche im Alter von a; = t — ^ — 1 
bis ^ + 1 Jahren stehen. Solcher Gesamtheiten gibt die Volkszählung 
so viele, als sie Altersklassen von Lebenden antri£Ft, also rund 100. 
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Weiter seien in dem der S^hlnng Torsngehendeu und dem nach* 
folgenden Eslenderjahre die Totenr^irter derart gefBhrt worden, daB 
aie l^emaäargesanUkeiten 

Ton QegtOTbenen zu ent- ^ 

nehmen gestatten. Somit 
kennt man auch die bei- 
den Elementargeeamthei- 
ten M', M", die an F, 
anetofien and geometrisch 
darch die Dreiecke B^ (7, C^ , 
(7,(7j£j Tersinnlicht aind; 
die erste zählt die Ver- 
atorbenen der Altersstufe 
(x^ + 1) aufl dem voran- 
gehenden, die zweite die 
Yeratorbenen derselben AI- 
tersstofe aus dem nach- 
folgenden Kalenderjahre, beide ans dem Geburtsjahre (/, t + 1). Ans 
diesen drei Daten berechnen sich — von Wanderungen abgesehen — 
die beiden Oesamtheiten : 

F, - 7, + M' 

K+i =^,- ^"> 

nnd darans die Lebensw^rscheinlichkeit der x-jährigen: 

Anf solche Weise erhält man eine ToUsföndige Reihe von Lebens- 
wahrBcheinlichkeiten : 



ans der sich die Werte aller andern biometrischen Funktionen ableiten 
lassen, iosbeeondere die Zahlen der Oberlebenden; man wählt zu 
diesem Zwecke eine (runde) Zahl Zg als Basis nnd rechnet sukzessive: 

^1 ^pJo, h =Pih> h =A't- ■ ■ ■; 

diese Zahlen drflcken aus, wie eine fiktive Gesamtheit von l^ Ge- 
borenen mit fortschreitendem Alter abnimmt. 

Diese vorgeführte Methode baut eich auf der Voraussetzung auf, 
daß die Volkszählung an einer Jahreswende stattfinde. Ist dem nicht 
so, erfolgt die Volkszählung zu einem andern Zeitpunkte, z. B. wie in 
Deutschland am 1. Dezember (Mittemacht vom 30. November auf den 
1. Dezember), so ist eine Fortsehreibung ihrer Ergebnisse bis znr 
nächsten Jahreswende, beziehungsweise eine detailliertere Xachweisong 
der Geburts- nnd Sterbefälle im Kalenderjahre der Volkszählung er- 
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Zi jKv/ t'9 C 



Z^i 



forderlich. Dieser letztere Vorgang soll an dem Beispiele der von 
Zenner^) darchgefiikrten Eonstraktion von Sterbetafeln f&r die 6e- 
samtbeyölkerung des Königreiches Sachsen erläutert werden. 

Die Volkszählung zur 
^ Zeit r - e (Fig. 42), wo Ö 

einen Bruchteil, hier ~, 

des Jahres bedeutet, trifft 
die Personen aus dem Ge- 
burtsjahre (<, ^ + 1) in den 
Altersgrenzen x — 6 und 
a: + 1 — ö (wobei a: = r 
— ^ — 1), während eine an 
der Jahreswende r selbst 
vorgenommene Zählung sie in der Altersklasse (x, x + V) antreffen 
würde. Um nun aus dem Zählungsergebnis, das geometrisch durch 
C^C^ dargestellt ist und mit F«-e bezeichnet werden soU, die beiden 
Gesamtheiten 




Fig. 48. 



xy 



«+i 



abzuleiten, die in der Figur durch die Linien B^C^y ^i-^s vertreten 
sind, ist [die Beobachtung folgender Gesamtheiten von Gestorbenen 
notwendig: 

-Sf/: Personen, welche in der Zeit (t — ö, r) vor Vollendung des 

Alters X gestorben sind; 
M^': Personen, die im Kalenderjahre der Zählung, aber vor dieser, 

ncLch Vollendung des Alters x gestorben sind; 
M^i Personen, die im Kalenderjahre der Zählung, aber nach dieser 

und na^ Vollendung des Alters x starben; 
M": Personen, die in dem folgenden Kalenderjahre vor Vollendung 
des Alters x •\- 1 starben, 
üXle stammend aus dem Geburtsjahre {t, ^ + 1). Die Figur läßt dann 
unmittelbar erkennen, daß 

daraus ergibt sich wieder die Lebens Wahrscheinlichkeit der a^jährigen: 

' X 

So ergab beispielsweise die sächsische Volkszählung vom 1. De- 
zember 1890 an Lebenden männlichen Geschlechtes aus dem Geburts- 
jahre 1888 

V^^e - 46443; 



1) Zeitschr. d EOnigl. Sachs. Statist. Bar. XI (1894). 
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ferner lieferten die fflr diesen Zweck besonders angelegten Sterbe- 
regieter folgende Daten: 

Ml a- 6 (Gestorbene unter zwei Jahren aus dem Dezember 1890, 

geboren 1888); 
Ml' — 591 (Gestorbene über zwei Jahren ans Januar bis November 

1890, geboren 1888); 
M^"^ 135 (Gestorbene über zwei Jahren aus dem Dezember 1890, 

geboren 1888); 
M" =» 591 (Gestorbene unter drei Jahren aus dem Jahre 1891, 

geboren 1888); 

daraus berechnet sich 

F, - 46443 - 6 + 591 = 47028 

F. - 46443 - (6 + 135 + 591) - 45711, 

A = S-oiS- 0,97200. 

In der untersten Altersklasse (0, 1) entfällt die Gesamtheit M^ 
und es treten an ihre Stelle die Geborenen aus der Zeit (r — 0, t), 
die jedoch additiv in Rechnung zu stellen sind. 

325. Die Dentsohe Sterbetafel. Die vorstehenden Prinzipien 
sind bei der Konstruktion der Deutschen Sterbetafel von 1887^), der 
ersten, welche die Sterblichkeit der deutschen Reichsbeyölkerung dar- 
stellt, zur Anwendung gebracht worden. Um der Berechnung eine 
möglichst breite Grundlage zu geben und dadurch den Einfluß der 
unvermeidlichen Fehler nach Möglichkeit einzuschränken, sind die 
Ergebnisse dreier Volkszählungen, derjenigen in den Jahren 187 T, 
1875 und 1880, und die Sterbefälle aus dem Zeiträume 1871 bis 1881 
benutzt worden, wobei jedoch die beiden äußersten Kalenderjahre, 
nämlich 1871 und 1881, nur mit einem Teile der beobachteten 
Sterbefälle in Rechnung kommen. Selbstverständlich ist auch auf 
die Wanderungen Rücksicht genommen worden. Da die Volkszählungen 
je am 1. Dezember der genannten drei Jahre stattfanden, so war die 
Fortschreibung ihrer Ergebnisse auf den nächsten Jahresschluß er- 
forderlich; von dieser im vorigen Artikel erwähnten Prozedur sehen 
wir hier ab und stellen uns auf den Standpunkt, als^hätten die Volks- 
zählungen je am Ende der Jahre 1871, 1875, 1880 stattgefunden. 
Ihre Ergebnisse bestehen dann in einer Gruppierung der gezählten 
Personen, nach dem Geschlecht gesondert, nach Geburtsjahren, womit 
auch ihre Gruppierung nach Altersklassen gegeben ist. 

Aus der für eine Jahreswende durch Zählung festgestellten 
Gruppierung läßt sich die fQr eine andere Jahreswende geltende 

1) MonatBh. z. Statist, d. Deutach en Reiches. Jahrg. 1887, Nov.-Heftf p. 1—65. 
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Oruppisrong recbsoDgflinilBtg feststelien, wenn in der Zwischenzeit 
Geburten, Sterbefälle und Wondemngen in entsprechender Weise 
r^striert worden sind; man nennt diesen Vorgang die Fortschreibung, 
beziehnngaweiae Bfickschreibung der betreffenden Tolkszäblungsergeb- 
niBse. Unter den hierfür erforderlichen Elementen sind es die Wande- 
rungen, Ober welche namentlich mit BUckdcht auf die Altetsrerluilt- 
nisse nur unvollkommene Aufzeichnungen vorliegen; dies nötigt dazu, 
die Altersverteilung der Wanderungsgewinne und -Verluste auf hypo- 
thetiechem W^e, durch ein An^eichungsver&hren, festzustellen. 
Hierin liegt der Grund, warum die Fortschreibnng der Zählung von 
1871 zum Schlüsse des Jahres 1875 und die Rflckschreibung jener 
Ton 1880 zu demselben Zeitpunkte untereinander und mit dem un- 
mittelbaren Ergebnisse der ^hlung von 1875 differierende Alters- 
gruppierungen ergeben haben; um diesen Widerspruch au&uheben, ist 

aus den drei 
Zahlen jeder Al- 
tersklasse das 
arithmetische 
ifft Mittel genom- 

men worden, mit 

der Maflgabe je- 

loch, daß dem un- 

"** itelbaren SJJnnga- 

MM liase das doppelte 

MM verliehen würde. 

f diese Weise rech- 

lergestellten Alters- 

"** Ende 1875 hätten 

un ppierungen fOr alle 

MM 71/72 bis 1880/81 

in, wodurch z. B. mit 
T Bficksicht auf eine Altersklasse (32, 33) 

die in Fig. 43 durch C^G^, GyC(, C^C;, ■ ■ ■ C^C^ dargestellten Ge- 
samtheiten von Lebenden erhalten wordeu wären. Da ferner die 
ans der Figur ersichtlichen Elementai^esamtheiten m^', m^\ m,", m,'; 
ntj", ' ' - ntg", m^' von Gestorbenen beobachtet worden sind, so waren 
alle Hilfsmittel vorhanden gewesen, um die Lebens- oder Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten der 32-jährigen, soweit sie aus den zehn Ge- 
burtsjahren 1839 bis 1848 stammen, zu bestimmen, und ähnlich fQr 
alle anderen Altersklassen. Dieser detailierte Vorgang ist jedoch nur 
beispielsweise fQr eine Altersklasse, nämlich fflr Männer von 32 bis 
33 Jahren ausgeführt worden und ergab das folgende bemerkenswerte 
Resultat: 
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82—83 Jahre alte Männer 


GUerzn eine 


Rechnungs- 
mäßige Zahl 
d. Überleben- 
den im Alter 
V. 32 Jahren") 






s s s 


tammend 
QB d. Ge- 
ortigahre 




Elementarge- 
Bamtheit Ton 


Davon Bind biB 
zum Alter von 


Sterbens- 
wahrschein- 


11- 


Ansahl^) 


Gestorbenen *) 


33 Jahren ge- 


lichkeit d. 82- 




u. der Wände- 

• 


storben^) 


jähr. Männer 


► «'S 


« «,o 




mngBgewinn 








1 


2 J 


L ^ 


4 


6 


6 


7 


1871 


1889 


276 289 


1667 


276 946 


8108 


0,01122 


1872 


1840 


278 179 


1618 


279 697 


8011 


0,01077 


1873 


1841 


280 661 


1670 


282 221 


2867 


0,01012 


1874 


1842 


298 498 


1408 


294 901 


2766 


0,00988 


1876 


1848 


276 610 


1806 


276 916 


2749 


0,00993 


1876 


1844 


288 718 


1278 


284 986 


2660 


0,00980 


1877 


1846 


292 720 


1841 


294 061 


2768 


0,00940 


1878 


1846 


276 749 


1318 


278 062 


2660 


0,00963 


1879 


1847 


266 960 


1148 


268 068 


2496 


0,00931 


1880 


1848 


280 217 


1086 


281 802 


2680 


0,00986 



Unter den zufalligen Schwankungen der Sterbenswahmcheinlichkeit 
während der zehn Jahre leuchtet die Tendenz ihrer Abnahme deut- 
lich hervor. 

Um f^ jede Altersklasse nur einen auf das ganze Material 
basierten Wert der Sterbenswahrscheinlichkeit zu gewinnen, wurde die 
Summe der in der Spalte 5 angegebenen Überlebenden und die Summe 
der in der Spalte 6 angef&lirten Gestorbenen gebildet; der Quotient 
der letzteren Summe durch die erstere ergab die Sterbenswahrschein- 
lichkeit. Ihr Zähler ist also geometrisch durch das Rechteck BqCqC^B^ 
der Sterbefälle und ihr Nenner durch die Linie B^C^' der Lebenden 
dargestellt. 

Was die Summenzahlen der Überlebenden betrifft^ so dienten zu 
ihrer Bildung die summierten Bevölkerungszahlen der betreffenden 
Altersklasse an den Jahreswenden der Periode 1871/72 bis 1880/81, 
also die Summen: 

Vt - Co^o' + C,C/ + . . . + (7,0/; 
femer die summierten Elementargesamtheiten von Gestorbenen: 

M'' =- »»0" + m/' + • • • + WI9"; 
endlich eine Korrektur wegen der Unregelmäßigkeit der Wanderung: 

TT; 

aus diesen Daten ergibt sich die Zahl der Überlebenden fQr die untere 
Altersgrenze: 



1) Mit Bezug anf die Figur die durch Co Co', C^ C/, 
Gesamtheiten. 

2) Es sind dies die Gesamtheiten m«", m|", • • • m," 
8) Die Gesamtheiten B^C^\ G^'C^\ • • • Qi'C,'. 

4) Es sind dies die Summen m^" -f~ ^0« "h" ~l~ ^'1 

1 u b • r , W»1iztoh«l]üiohk«ltor»oli]MUif . IL S. Aufl. 



C9C0' dargestellten 



8 
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Die Summenzahl der Gestorbenen hingegen ist: 

K - K + < + V + wi' + V + • • • + <' + <. 

Daraus berechnet sich die Sterbenswahrscheinlichkeit der :r-jährigen : 

Auf Grund der a. a. 0. gegebenen Übersichten stellt sich bei- 
spielsweise fOr die Altersklasse 20 bis 21 und das männliche Ge- 
schlecht die Rechnung wie folgt: 

F,- 3611632 



<'= 1745 


W- 


+ 332 


m^ 


' - 1589 


<'- 1580 






«i 


' - 1503 


«,"- 1459 






«H 


'-1320 


«,"- 1282 






»». 


' - 1255 


m/'- 1261 






«»4 


' - 1292 


m,"- 1263 






»»6 


' - 1289 


m,"- 1247 






m,' 


- 1293 


«/'-. 1273 






ifii| 


-1305 


mg"- 1273 






< 


- 1336 


V- 1300 






fiij' =- 1330 


M" - 13673 






13512 


V„ - 3611632 + 13673 + 332 


- 3626637 


M, - 13673 + 13512 


-27185 




27186 


£\ f\r\r§t' 


/\ 







3626637 



0,00750. 



Die so bestimmten Sterbenswahrscheinlichkeiten^) sind einer Aus- 
gleichung (s. Nr. 239) unterworfen worden; mittels der ausgeglickmen 
Sterbenswahrscheinlichkeiten wurde sodann mit Zugrundelegung der 
Basis 100000 ffir die Lebendgeborenen (0-jährigen) die Sterbetafel 
selbst konstruiert. In etwas abgeänderter Anordnung ist dieselbe in 
Tafel lY am Ende des Buches mitgeteilt. Über die Bedeutung der 
Kolumnen ist nach dem yorgefOhrten nichts weiter zu bemerken, bis 
auf die Kolumne mit der Überschrift: Bevölkerung L^^. 

1) Aaf dem beschriebenen Wege wnrden die Sterbenswahncheinlichkeiten 
nur bis zum Alter 89 bestimmt; die Feststellung der restlichen erfolgte auf 
rechnungsmäßigem Wege unter möglichstem Anschluß an die ausgeglichenen 
Sterbenswahrscheinlichkeiten der vorhergehenden Alter. Anlaß dazu gab das 
irregulftre Verhalten der direkt bestimmten Sterbenswahrscheinlichkeiten, dessen 
Grund in der Unyerlftßlichkeit des betrefFenden Beobachtungsmaterials zu er- 
blicken war. 
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Die Zahlen dieser Kolumne bezeichnen die Altersgrappierung^ 
welche eine stationäre Bevölkerung mit 100000 jährlichen Lebend- 
geburten aufweisen würde, d. i. eine Bevölkerung, in welcher alljähr- 
lich dieselbe Zahl von Kindern lebend geboren würde und eine ebenso 
große Zahl von Personen, stets nach dem Gesetze der Sterbetafel, 
stürbe, wobei auch noch die Geburten sich immer gleichmäßig über 
das Jahr verteilten. Eine wirWche Bevölkerung richtet sich nach 
diesen Zahlen schon deshalb nicht, weil wegen des allenthalben be- 
obachteten Überschusses der Geborenen über die Gestorbenen ein An- 
wachsen der Bevölkerung und daher auch ein Anwachsen der jähr- 
lichen Geburten stattfindet. 

Was die Ermittelnng der Zahlen L, aus den Zahlen der Über- 
lebenden l^ und den Zahlen der Gestorbenen d^ anlangt, so kann sie 
in erster Näherung in folgender Weise geschehen. Von den l^ Per- 
sonen, welche das Alter x überleben, sterben vor Erreichung des 
Alters rr + 1 im ganzen ^« «- 2^ — l^g^i Personen; diese Gesamtheit 
zerfallt in zwei Elementargesamtheiten, die, wenn man sich die 
Sterbefalle gleichmäßig über die Altersklasse verteilt denkt, gleich 

stark und von der Größe -r-^« sind; bringt man eine dieser Ele- 
mentargesamtheiten von l^ in Abzug, so erhalt man (s. Nr. 222) die 
Anzahl derjenigen Personen, welche zwischen den Altem rc.und x + \ 
gleichzeitig leben; also ist unter diesen Annahmen 



i«=i.+ 



«.= 2~ 



(1) 



Eine dem Gange der Zahlen besser angepaßte Bestimmung von 
L^ ist bei der Konstruktion der Deutschen Sterbetafel befolgt worden.' 
Denkt man sich die durch die Zahlen l^ und d^ der Tafel ausgedrückten 
Hauptgesamtheiten als zu einer Generation gehörig, so sind 

durch drei neben einander liegende Qua- 
drate (Fig. 44), 



^«+1 ^ ^ 



x±t 



L. l 



'»y 



'*+i 




ÄY2 



X 



G.^.4- 



/# 



/i 



'r» 



/n 



Fig. 44. 



durch deren Treunungslinien B^C^^ (^1^97 
und das unbekannte 

durch die Diagonale C^C^ des mittleren Quadrates^ dargestellt. Teilt 
man auch a und c in die beiden Elementargesamtheiten, so handelt 
es sich darum, aus den der Tafel entnommenen Hauptgesamtheiten 
a, 6, c von Gestorbenen nach einer plausibeln Annahme die Elementar- 
gesamtheiten 04, a„ ß^f ß^, y^y y^ zu bestimmen; ist dies geschehen 
so ist 



8' 
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L, = l,-ßt, (2) 

wie die Figur unmittelbar erkennen läßt Die Annahme soll nun 
darin bestehen, daß die sechs Elementargesamtheiten eine arithmetische 
Reihe zweiter Ordnung bilden; man hat dann zu ihrer Bestimmung 
die Gleichungen: 

«j + «, =" a 

ßi+ ßt -6 

n + y« - c 

«i-3a, + 3ft- A -0 

«1 — 3/Ji + 3/J, - yi =-0 

A - 3 A + 3y, - y, = 0. 

Die Determinante des Systenu der Koeffizienten: 

110 
1 10 
11 
1-3 3-1 
1-3 3-1 
1-3 3-1 

hat den Wert — 64; die zu /)| gehörige Zählerdetermiuante: 



und daher nach (2): 



1 1 a 





6 1 





c 


1 1 


1-3 0-1 





10 3- 


-1 


0-3 


3-r 


(8b + a — e); mithin ist 


Pi ~ T + - 


— c 

16 


d d 


-1 — ^*+l 
16 



So ergibt sich auf Grund der Kolumnen l^^ d^ von Tafel IV für 
o: « 10 bei dem männlichen Geschlechte 



'10 



62089 - -^ - ^^^~^^^ - 61939 



als die Zahl deijenigen, welche Ton 100000 Lebendgeborenen mann- 
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liehen Geschlechtes auf der Altersstufe yon 10 zu 11 Jahren gleich- 
zeitig leben. 

226. Weiteres Aber die SterblichkeitBineeraiig an einer 
Be^Slkernng. Die vorstehend an dem Beispiel der Deutschen Sterbe- 
tafel YOrgefÜhrte Methode ist von Becker ausgebildet worden und 
kann Yom theoretischen Standpunkte als die beste unter den yer- 
schiedenen Methoden zur Gewinnung yon Volkssterbetafeln bezeichnet 
werden, weil sie direkt zu Sterbenswahrscheinlichkeiten fährt. Die 
Schwierigkeit, die sich ihrer Anwendung entgegenstellt, liegt darin, 
daß sie, wenigstens an den Enden des Zeitraumes, für welchen sie 
konstruiert wird, die Kenntnis yon Elementargesamtheiten Gestorbener 
erfordert, die aber aus den geführten Registern nur ausnahmsweise 
unmittelbar zu erheben sind. 

Um dieser Schwierigkeit zu entgehen, hat p / f ^J 
man zu Hilfsmitteln gegriffen, die nur zu an- 
genäherten Resultaten führen können. Ihre 
Stellung zur strengen Methode wird sich an der 
schematischen Fig. 45 am einfachsten erklären 
lassen. 

Während die Beckersche Methode die erste 
Hauptgesamtheit BCDE von Gestorbenen mit 
der ersten Hauptgesamtheit BC yon Lebenden 
vergleicht und dadurch eine wirkliche Sterbenswahrscheinlichkeit 
herstellt, bedient sich eine gweite Methode der zweiten Hauptgesamt^ 
heit CDFE von Gestorbenen, die sie mit der zweiten Haupt- 
gesamtheit CE von Lebenden ins Verhältnis setzt; man bemerkt, daß 
dann die Toten aus zwei Altersjahren stammen und die Lebenden 
nicht gleichaltrig sind, daß der Quotient nur unter gewissen An- 
nahmen als Ersatz einer Sterbenswahrscheinlichkeit genommen werden 
kann. Bei einer dritten Methode wird die Hauptgesamtheit BCEO 
von Toten mit den sie begrenzenden Hauptgesamtheiten BG, CE 
zweiter Art von Lebenden in Beziehung gesetzt; hier stammen die 
Tüten aus zwei verschiedenen Geburtsjahren.^) 



Fig. 46. 



1) Von andern Tafeln für ganze Bevölkerungen seien hier angeffihrt: Die 
preußische Sterbetafel, berechnet von Firks aus dem Mittel der Sterbetafeln von 
1867, 1868, 1872, 1876, 1876, 1877 (Zeitschr. d. k. pr. Stat. Bur. 1882); die 
schweizerisch Sterbetafel, gegründet auf die Sterbef&lle aus der Periode 1876/77 
bis 1880/81 (Schweizer. Stat. 188S\ neu bearbeitet von G. Schaertlin (Schweizer. 
Stat. 1887 u. 1888); die Durrersche Sterbetafel, gleichfalls fOr die Gesamt- 
bevölkerung der Schweiz, aus den Beobachtungen der Jahre 1881—88 und den 
Volkszählungen am 1. XU. 1880 und 1. ]&I. 1888 (6er. d. eidgen. Versicherung»- 
amtes pro 1907) ; die französische Sterbetafel aus Beobachtungen des Zeitraumes 
1877 bis 1881, nach fünfjährigen Altersklassen fortschreitend (Stat. de la France 
XI, 1884); die englische Sterbetafel aus Beobachtungen des Zeitrhumes 1871 bii 
1880, zum großen Teil interpoliert, da die Sterbefälle nur nach 6- und lOjähri- 
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An der BeckerscheD Methode ist eine Yereinfachang angebracht 
worden, die ihre wiederholte Anwendang, um die zeitlichen Ände- 
rangen in der Sterblichkeit einer Bevölkerung zu erkennen, erleichtert. 
Zu solchen wiederholten Sterblichkeitsmessungen eignen sich besonders 
die Zeitiaume zwischen aufeinander folgenden Volkszählungen.^) 

Die Volkszahlungsergebnisse der Ter- 
.jf mine r', x'^ Fig. 46, seien nach Altersjahr- 
^mgen ausgezahlt, auf das Altersjahr {Xj o; + 1) 
mögen die Zahlen F^', V^» entSEdlen sein, 
in der Figur dargestellt durch A^A^^ B^B^. 
Die Lebendengesamtheit erster Art A^B^ 
werde mit Fq, die Lebendengesamtheit A^Bj^ 
mit Fj bezeichnet; während der Periode 
(t', r") und zwischen den Altem x und x + 1 
seien M Personen gestorben (Hauptgesamt- 
^***** heit dritter Art) und W Personen durch 

Wanderung ausgeschieden. Es besteht dann zwischen all diesen Ge- 
samtheiten die Beziehung (Nr. 217): 

und bezeichnet man die Differenz V^" — 7,', um welche die Alters- 
klasse (x, x+1) sich von der ersten Volkszählung zur zweiten ge- 
ändert hat, mit D, so gilt also: 

Fl- Fo-D-Jlf- TT. (1) 

Mit Hilfe dieser Formel kann man, Yon den Geburten des Zeitraumes 
(t', t') ausgehend, nach und nach alle Lebendengesamtheiten von der 
Art AqBq gewinnen. 

Wendet man die gleiche Betrachtung auf den rariablen Bruch- 
teil I des Altersjahres, also auf die Figur A^BqBA an, so entsteht 
die Gleichung 

Fj - F„ - Z)f - Jfj - TTj, 

in der durch den Zeiger | angedeutet ist, daß sich die betreffenden 
Gesamtheiten auf das Alter x + i, bzw. auf das Altersinteryall (x, x+i) 
beziehen. 



gen und nnr in den untersten Jahren nach 1jährigen Altersklassen ausgewiesen 
waren (Suppl. of the 45^ annaal report of the Registral-General of birthes, deaths 
and mariages, 1886); die niederländische Sterbetafel, aus den Volkszählungen 
am 1. Xn. 1869 und 1. Xu. 1879 und den zwischenliegenden Geburten und 
SterbeföUen von van Pesch berechnet (Bijdragen van hat statistisch Instituut 
1886). Von diesen Tafeln ist die niederländische nach der zweiten, die fran- 
zösische und englische nach der dritten der oben unterschiedenen Methoden 
konstruiert worden. 

1) J. Bahts, Gutachten, Denkschriften und Yerhandlangen des YI. intern. 
Kongr. f. Versich.-Wissensch., Wien 1909, U, p. 649 ff. 



U. Abschnitt. Sterbliohkeitsmessung. 119 

Bezeiclmet man die Sterblichkeitsintensitat bei dem Alter rr + S 
darcb ft^, so ist 

woraus sich mittels der Torangehenden Gleichung die Differential- 
gleichung 

ergibt^ der man die Form 

diMf-Vt,) 

--^ + l^i(M, - Fo) ii^iD, + W,) 

geben kann; sie erscheint jetzt als lineare Differentialgleichung und 
gibt, integriert: 



Jlfj-Fo-e» 



(c-/^j(Dj+Trj><» * di 



i&r die Eonstante C ergibt sich, da mit 1^=^0 auch M^ « wird, 



der Wert - Fo, so daß 





wendet man auf das letzte Integral den Mittelwertsatz an und be- 
zeichnet mit den Mittelwert von D^ + TF^, so ergibt das erübrigende 

Integral nach seiner Ausführung e ^ — 1, und es wird 

Läfit man nun die Grenze S bis 1 hinaufrücken, wählt dann für 
unter Annahme gleichmäßiger YerteUung der Wanderungen und 
gleichmäßigen Anwachsens der Altersklassen während der Zeit (r', t") 

den Wert ~(D> W) und beachtet schließlich, daß (Nr. 211, (12)) 



2 

1 



ist, so ergibt sich 

Nach dieser Formel sind für das Deutsche Reich auch für 'die 
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Perioden 1881—1890 und 1891—1900 Sterblichkeitstafeln berechnet 
worden^ die sich an diejenige aas den Jahren 1871 — 1881 anschließen. 
Eine snmmarische Vorstellmig von der im Laufe dieser drei Dezennien 
erfolgten Änderung der Sterblichkeitsyerhältnisse geben die aus den 
drei Tafeln abgeleiteten mittleren Lebensdauern; sie betragen 

beim männl. beim weibL 

Geschlecht Geschlecht 

1871—1881 35,58 Jahre 38,45 Jahre 

1881-1890 37,17 „ 40,24 „ 

1891—1900 40,56 „ 43,97 „ .^) 

327. Sterbliohkeitslnirven. Von den biometrischen Funktionen 
eignen sich zur geometrischen Darstellung des Sterblichkeitsverlanfes 
die Zahlen der Überlebenden l^ und die Sterbenswahrscheinlichkeiten 
q^ am besten. Eine Kurve, welche l^ als zur Abszisse x gehörige 
Ordinate besitzt, zeigt die sukzessive Abnahme einer Grundmasse von 
Geborenen mit zunehmendem Alter; eine Kurve, deren Ordinate q^ 
ist, wie die Erwartung, im Laufe des nächsten Altersjahres zu sterben, 
mit dem Alter sich ändert. Beide Kurven bezeichnet man als Sterb- 
lichkeitskurven. 

Fig. 47 zeigt ihren Verlauf mit Zugrundelegung der Zahlen der 
Deutschen Sterbetafel fclr das männliche Geschlecht. Der Ordinaten- 
maßstab fOx die „Kurve der Überlebenden" ist links, jener för die 
„Kurve der Sterbenswahrscheinlichkeiten" rechts aufgetragen. Übrigens 



1) Die durch diese Zahlen konstatierte Verbessemng der Sterblichkeits- 
verhSlüiisse während des 80jährigen Zeitraums ist nicht eine yereinzelte Erschei- 
nung, sie ist auch in anderen Staaten, in denen wiederholte Sterblichkeits- 
messungen vorgenommen sind, wahrzunehmen. Ein bemerkenswertes Beispiel 
liefert die Schweiz, die über Volkssterbetafeln aus den Zeiträumen 1876 — 81. 
1881—88 (s. die Fußnote am Schlüsse Ton Nr. 223) und 1889 — 1900 (Bericht 
des eidgen. Versicherungsamtes pro 1907) verfügt. Diesen zufolge stellt sich 
die mittlere Lebensdauer wie folgt: 

beim männl. beim weibl. 

Geschlecht Geschlecht 

1876—81 40,6 48,2 

1881—88 48,8 46,7 

1889—1900 46,7 48,6. 

Da die mittlere Lebensdauer bei der Geburt wesentlich beeinflußt wird durch 
die Sterbensintensität der ersten Lebensperiode, so möge noch die mittlere 
fernere Lebensdauer eines höheren Alters, die von diesem Einfluß frei ist, an- 
gegeben werden; sie betrug bei Personen des Alters von 16 Jahren 

beim männl. beim weibl. 
Geschlecht Geschlecht 
1876—81 41,8 48,3 

1881-88 42,8 44,0 

1889—1900 48,8 46,3, 

stieg also von Periode zu Periode rund um 1 Jahr. 
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gibt die letztere Eurre such eine Daistelliiiig der LebemwaliTschein- 
liclikeiteii, wenn man die Alter auf der oberen Begrenzangsliiiie des 
Diagrammes abliest and den rechts befindlichen MaBatab umgekehrt 
bezeichnet 

Die Unterschiede zwischen den beiden Geschlechtern zam Aus- 
druck zu bringen, ist der gewählte ATaBstab wenig geeignet. Dagegen 
zeigt die genauere Verfolgung der beiderseitigen Sterbenswahrschein- 



lichkeiten, daB im großen Ganzen das weibliche Geschlecht dem 
männlichen gegenüber begünstigt ist; nur in den Perioden 9 bis lö 
nnd 27 bis 35 erhebt sich die Sterbenswahracheinlichkeit des weib- 
lichen Geschlechtes ein wenig über die des männlichen, wogegen sie 
in manchen Alterslageü, so zwischen ÖO und 60, recht erheblieh 
hinter ihr zurückbleibt. Die Kurve der Überlebenden des weiblichen 
Geschlechtes verbleibt in ihrem ganzen Verlaufe oberhalb jener des 
männlichen Geschlechtes, mit der sie bei 100000 einen gemeinsamen 
Ausgangspunkt hat. 
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2S8. Bterbliohkeltemeflsiing an versioherteii Personen. 

Das Problem der Sterblichkeitemessang hat im Yersicherungsweeen 
seine höchste Ausbildung erfahren. Sachlich und formell zeigt es hier 
solche Besonderheiten^ daß ihm eine selbständige Stellung eingenLumt 
werden muß. 

Zunächst sind es bestimmte Altersklassen, die im Versicherungs- 
wesen vornehmlich in Betracht kommen, und das in ganz anderer 
relativer Besetzung als in der allgemeinen Bevölkerung. Ferner sind 
nicht alle Bevölkerungskreise gleichmäßig beteiligt, da das Eingehen 
und Fortführen einer Versicherung an gewisse wirtschaftliche Vor- 
aussetzungen geknüpft ist, die eine soziale Auslese bedingen. Die Zu- 
lassung zu manchen Versicherungsarten erfolgt nur unter der Vor- 
aussetzung, daß eine vorgenommene Prüfung des momentanen Ge- 
sundheitszustandes und der Antezedentien des Versicherungswerbers 
keine Bedenken hervorruft, es geht also dem Abschluß der Ver- 
sicherung eine ärztliche Auslese voraus. Aber auch in solchen Fällen, 
wo die Versicherungsuntemehmung kein Interesse daran hat, einen 
guten Oesimdheitszustand des zu Versichernden voraussetzen zu können, 
findet der Zugang nicht wahllos statt; vielmehr wirkt hier die innere 
Empfindung, die bei den einen auf lange Lebensdauer hinweist, bei 
andern die Hofi&iung auf eine solche herabdrückt, als eine besondere 
Art der Auslese, als Selbdauslese, die im einzelnen wohl irreführen 
kann, in der Masse aber zu sicherem Ausdruck kommt; auch dort, 
wo eine ärztliche Auslese erfolgt, geht ein gewisses Maß von Selbst- 
auslese neben ihr einher und wirkt bei der Wahl der Versicherungs- 
art mit. Das Ausscheiden aus der Beobachtung kann weiters in ver- 
schiedener Weise vor sich gehen: Durch Tod, durch Errekkung des 
Versicherungszweckes hei Lebzeiten, durch einseitige oder einverständ- 
liche Lösung des Versicherungsvertrags und den damit verbundenen 
AusMU aus der Versicherung. Wenn auch bei der Sterblichkeits- 
mesBung die erstgenannte Form des Ausscheidens in erster Reihe in 
Betracht kommt, so bringt es der Gang der Messung doch mit sich, 
daß auch die andern Arten des Ausscheidens verzeichnet und verfolgt 
werden müssen. Um nämlich das Beobachtungsmaterial möglichst 
auszunützen und eine breite Grundlage zu gewinnen, wird jede ver- 
sicherte Person während der ganzen Dauer ihrer Versicherung beob- 
achtet und nicht etwa bloß im Falle ihres Todes, sondern bei allen 
ganzjährigen Altern, die sie in der Versicherung durchschreitet, zur 
Sterblichkeitsmessung herangezogen. 

Alle diese und viele andere Momente, die noch zur Sprache 
kommen werden, unterscheiden die Sterblichkeitsmessung an Ve]> 
sicherten so wesentlich von der Sterblichkeitsmessung einer Bevölke- 
rung, daß sie zu einem selbständigen und sehr komplizierten Problem 
der mathematischen Statistik geworden ist. 
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Was das Ziel betrifft, so besteht es darin, aus den Erfahrungen 
einer vergangenen Periode solche Daten abzuleiten^ daß darauf die 
Erwartungen einer nächsten Zukunft gegründet werden können. Diese 
Grundlegung aber stützt sich auf die aus yielfältigter Beobachtung ge- 
wonnene Überzeugung von der relativen Beständigkeit menschlicher 
Massenzustande; gerade auf dem hier in Rede stehenden Gebiete 
haben Untersuchungen der neueren Zeit ergeben, daß diese Bestän- 
digkeit nicht allzuweit von jenem mathematisch umschriebenen Grade 
entfernt ist, der eine statistische Wahrscheinlichkeit einer solchen 
von definitiver Bedeutung vergleichbar macht. Erst durch diese Unter- 
suchungen hat der von Anfang an gebrauchte Ausdruck ^^Sterbens- 
wahrscheinlichkeit^ eine wenn auch immer noch beschrankte Berechti- 
gung erlangt (Nr. 192). 

229. Entwlcklnng des Problenui der SterUichkeitemee- 
Bong an Venielierten. Unter den Umständen, von welchen der 
Sterblichkeitsgrad abhängt, stand seit jeher das AUer im Vordergründe 
des Interesses. Die Unterschiede, die sich in dieser Richtung her- 
ausstellen, sind so erheblich und treten mit solcher Beständigkeit auf, 
daß sie zu keiner Zeit übersehen werden konnten. Daher kommt es, 
daß bis in eine nicht weit zurückliegende Vergangenheit das Alter 
als das alleinige zahlenmäßig ausdrückbare Element der Sterbens- 
wahrscheinlichkeit gegolten hat. 

Der Einfluß anderer Umstände ist nach und nach erkannt, viel- 
fach unterschätzt und erst in späterer Zeit nach Richtung und Maß 
erforscht worden. 

Daß das GeschledU für die Gestaltung der Sterblichkeitsverhält- 
nisse maßgebend ist, hat die Bevölkerungsstatistik frühzeitig gelehrt; 
das Versicherungswesen nahm auf dieses Moment erst in späterer 
Zeit Rücksicht, ohne ihm jedoch bis auf den heutigen Tag in den 
Rechnungen immer Ausdruck zu verleihen. In den Sterblichkeits- 
messungen der neueren Zeit ist aber getrennte Behandlung der beiden 
Geschlechter zur Regel geworden. 

Die Wirkung der Auslese (Selektion) macht sich zunächst in 
verschiedener Weise bemerkbar, je nachdem es sich um ärztliche 
Auslese oder Selbstaaslese vornehmlich handelt. Die erstere tritt 
daim in Wirksamkeit, wenn Versicherungsleistungen auf dem Spiele 
stehen, die an den Tod der versicherten Person geknüpft sind; die 
andere macht sich hauptsächlich bei solchen Versicherungsarten geltend, 
bei denen eine von dem Erleben eines bestimmten Alters oder von 
der Fortdauer des Lebens abhängige Versicherungsleistuug in Aussicht 
steht. In der Hauptsache also tritt in dem Sterblichkeitsverlauf ein 
wesentlicher Unterschied zwischen Todesfall- oder ^Lebensversicherung 
zutage; neben diesem Unterschied im großen machen sich aber feinere 
Unterschiede bemerkbar bei den verschiedenen Versidierungskomhina' 
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tionenj deren Natur nicht allein Ton den versicherten Ereignissen und 
den an sie geknüpften Leistungen^ sondern auch von der Art abhängt, 
wie der Versicherte seine Gegenleistungen abzutragen sich verpflichtet. 

Die Auslese äußert aber noch eine andere, mehr ins einzelne gehende 
Wirkung, deren Wahrnehmung wohl nicht lange ausbleiben konnte, 
deren genauere Erforschung aber erst der jüngsten Zeit angehört. 
Die ärztliche Auslese, wo eine solche geübt wird, hat den Zweck, 
Personen von der Versicherung auszuschließen, in deren Gesundheits- 
zustand und Antezedentien sich Momente nachweisen lassen, die eine 
Lebenskürzung zur Folge haben können; die Entscheidung erfolgt auf 
Grund objektiver Merkmale, deren Ausbildung Sache der Versicherungs- 
medizin ist, aber auch subjektives Ermessen und geschäftliche Rück- 
sichten kommen dabei zu Worte. Daraus folgt zunächst, daß die aus- 
gelesenen Leben besser sind als der allgemeine Durchschnitt bei 
demselben Alter. Dieser Vorzug hält aber nicht unvermindert an» 
da ja die Auslese einmal nach einem momentan herrschenden Zustand 
sich richtet, der sich mit der Zeit ändern kann und bei vielen auch 
wirklich ändert, und dann, da sie nicht untrüglich ist; je länger die 
seit der Auslese verstrichene Zeit, desto weniger, kann man im all- 
gemeinen sagen, ist von ihrer Wirkung noch wahrzunehmen. Den 
präzisen Ausdruck wird dieser Sachverhalt darin finden, daß Massen 
von Versicherten desselben Alters, deren erste unmittelbar ausgelesen 
worden ist, während die folgenden um 1, 2, 3, . . . Jahre von der Aus- 
lese entfernt sind, ungleiche und zwar im allgemeinen steigende 
Sterbenswahrscheinlichkeiten ergeben werden. Hiermit tritt die ab- 
gelaufene Versicherungsdauer als ein neues zahlenmäßig ausdrückbares 
Element der Sterbenswahrscheinlichkeit zu dem Alter hinzu. 

Was hier von der ärztlichen Auslese ausgeführt worden ist, hat 
sich in der Hauptsache auch bezüglich der Selbstauslese gezeigt, so 
daß auch bei Versicherten, die aus dieser allein hervorgehen, die 
Sterbenswahrscheinlichkeit als vom Alter und der abgelaufenen Ver- 
sicherungsdauer abhängig aufgefaßt werden muß. 

Die wiederholten Sterblichkeitsmessungen, die heute bereits vor- 
liegen, haben weiter gezeigt, daß neben den relativen Zeitangaben des 
Alters und der Versicherungsdauer auch die äbsoltde Zeitlage der 
Messung auf die Resultate Einfluß übt. Der Grund hierfür liegt 
teils in der allgemeinen Ändenmg der auf die Sterblichkeit ein- 
wirkenden Umstände, teils in der Vervollkommnung der ärztlichen 
Auslese, teils endlich in dem Wandel, dem die geschäftlichen Grund- 
sätze des Versicherungswesens ebenso unterliegen wie alle mensch- 
lichen Einrichtungen. Aus dieser Tatsache ergeben sich wichtige 
Folgerungen. Wenn man in früherer Zeit, um für die Messimg eine 
möglichst breite Grundlage zu gewinnen, Erfahrungen einer möglichst 
langen Periode zusammengefaßt hat, so ist man gegenwärtig davon 
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abgekommen und beschränkt die Beobacbtnngsperiode auf einen 
kürzeren Zeitraum^ um auf annähernd gleichartige Verhältnisse wäh- 
rend desselben rechnen zu können. Man ist sich femer dessen be- 
wußt; daß die Ergebnisse einer Messung nicht auf unabsehbare Zeit 
Geltung behalten können, daß demnach Sterblichkeitsmessungen zu 
einer ständigen Aufgabe des Versicherungswesens gemacht werden 
müssen ; an die in entsprechenden Intervallen immer wieder von 
neuem heranzutreten ist. 

Von weiteren Momenten, die das Sterblichkeitsverhältnis beein- 
flussen, seien genannt die Höhe der Versicherungssumme, in der die 
wirtschaftliche und die soziale Lage zum Ausdruck kommen, ferner 
bei Versicherungsunternehmungen, die nicht auf dem Gegenseitigkeits- 
prinzip beruhen, die Beteiligung* oder Nichtbeteiligung am erzielten 
Gewinn; der Aufenthalt, der Beruf. 

230. Die ▼ersohledenen Arten von Sterbetafeln Ar Ver- 
■Icherte. Nach diesen Darlegungen wird es möglich sein, das Pro- 
blem der Sterblichkeitsmessung in seiner heutigen Fassung zu kenn- 
zeichnen und die verschiedenen Formen seiner Lösung dem Verständnis 
zuzuführen, die es in den mannigfachen gegenwärtig Yorhandenen und 
zum Teil auch schon in Verwendung stehenden Sterbetafeln ge- 
funden hat. 

I. Man kann die einjährige Sterbenswahrscheinlichkeit in allge- 
meinster Weise durch das Symbol 

foix, i) (1) 

darstellen, in welchem x das erreichte AUerj t die seit der Auslese 
verstrichene Zeit, die Versicherungsdauer^)^ und U den Komplex von 
Umständen bezeichnet, durch welche die Personengemeinschaft cha- 
rakterisiert ist, an der die Sterblichkeitsmessung vorgenommen wird. 
Mit Weglassung des U, das in der Beschreibung der aus der 
Messung hervorgehenden Tafel zum Ausdruck kommt, etwa in der 
Angabe des Geschlechts, der Versicherungsart und anderer als wichtig 
erkannter Umstände, schreibt man für (1) 

(Z[x-i] + n (2) 

die Konstruktion dieses Zeichens ist so getroffen, daß in der eckigen 
Klammer das BeitrUtscUter steht, zu dem die Versicherungsdauer ad- 
ditiv hinzugefügt ist. Diese Bezeichnungsweise ist auf alle andern 
mit der Sterblichkeit zusammenhängenden Größen, auf die Lebens- 
wahrscheinlichkeit, die Zahlen der Lebenden und Gestorbenen, auf 
die verschiedenen in Betracht kommenden Gesamtheiten übertragen 
worden; die Symbole Pi^-fi-^-ty ^[z-n + n ^[*_(i + < ^- *• bedürfen daher 
keiner weiteren Erklärung, ebenso die Symbole i^g^^tf P[x]-^t ^s^-; in 

1) Die Verwendung des Buchstabens t weicht hier von der bisherigen ab. 



126 Vierter Teil Mathematische Statistik. 

denen nun x das Eintrittsalter bedeutet, so daß x •{• t das erreichte 
Alter ist. 

Stellt man die Hypothese auf, daß zu jeder nach der Natur der 
Sache zulässigen Wertverbindung x, t ein bestimmter Wert des Sym- 
bols (1) gehört, so ist durch dieses Symbol eine Funktion der ge- 
nannten Variablen dargesteUi 

Die Grundaufgabe der Sterbliclikeiismessung besteht nun darin, 
Einzelwerte dieser Funktion zu bestimmen, die zu ganzzahligen Wert- 
yerbindungen von x, t gehören. Diese Bestimmung stützt sich auf 
die Ermittlung zweier Gesamtheiten, nämlich der Gesamtheit E^^_^^^^ 
derjenigen, die das Alter x nach Ablauf von t Yersicherungsjahren 
durchschritten haben, und der Gesamtheit 0^^.^^, derjenigen unter 
ihnen, die vor Erreichung des Alters a: + 1 gestorben sind. Nach 
der wahrscheinlichsten Hypothese über den unbekannten Funktions- 
wert ergibt sich für ihn die empirische Bestimmung: 

Aus der Gesamtheit der so bestimmten Einzelwerte seien folgende 
Heiken hervorgehoben: 

1. Die Reihe 

stellt die Sterbenswahrscheinlichkeiten der x^j x^ + !> ^o + 2,... -jährigen 
dar, die diese Alter nach t Yersicherungsjaiiren erreicht haben, also 
den Sterblichkeitsverlauf nach dem Alter bei hmslanter Versicherungs- 
dauer. 

2. Die Reihe 

gibt die Sterbenswahrscheinlichkeiten der a; -jährigen an, die dieses 
Alter bei Abschluß der Versicherung, dann nach Ablauf eines, 
zweier, . . . Versicherungsjahre erreicht haben, also den Sterblichkeits- 
verlauf nach der Versicherungsdauer bei konstantem erreichten AÜer. 

3. Aus der Reihe 

^[«o]+0? 9lXo]-^lf 3[a-p]+2> • • • (6) 

ist zu ersehen, wie sich die Sterbenswahrscheinlichkeit der im Alter x^ 
Beigetretenen mit fortschreitendem Alter — daher auch mit fort- 
schreitender Versicherungsdauer — ändert; sie zeigt also den Sterb- 
lichkeitsverlauf bei einem konstanten BeitrütsaUer. 

Die Vorstellung, die man sich auf Grund der bisher gesammelten 
Erfahrungen von dem Verlauf dieser Reihen in großen Zügen gemacht 
hat und die zum Teil hypothetischer Natur ist, kann in folgendem 
zusammengefaßt werden. 
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Dia anter 1. genannten Reihen, zu den anfeinander fo^nden 
Werten t = 0, 1,2,. . . gehörig, zeigen äbnlichen Verlang indem eie 
von einem gewis§en erreichten Alter an beständig steigen. 

Die Reihen 2. sind bei jedem x steigend, doch nimmt die Intensität 
des Steigens mit wachsendem t ab; oh es Ober alle in Betracht 
kommenden VerBicherungsdanem anhält, Ußt sich a priori nicht ent- 
scheiden; doch scheint ee sich bei allen Altem schließlich derart zn 
Terlangsamen, daß man bei höheren Versicherungsdauem praktisch 
von einer weiteren Veränderung absehen, mit anderen Worten, daB 



man 9,,_,,^, von einem gewissen t aufwärts als konstant betracht«n 
kann. Ob diese Daner bei allen Altern die gleiche and wie groß sie 
überhaupt ist, darüber läßt sich eine allgemeine Aussäe nicht machen; 
nach dem heutigen Stande der Erfahrung wird sie als gleichbleibend 
und zwischen 5 bis 10 Jahren angenommen. 

Bei den Reihen 3. zeigt sich an&ngs rasches, bald darauf ver- 
langsamtes Steigen, das mit zanehmendem erreichten Alter sich wieder 
verstärkt. 

Ein aaschanlichea Bild dieser Verhältnisse liefert die schematische 
Darstellung der zu der Funktion (1) gehörigen Fläche, Fig. 48. In 
dem rechtwinkligen System 0{XTQ) sei OX die Achse der Alter, 
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Beitritts- und Beobachtungsalter, OT die Achse der Yersiclienmgs- 
dauern; in der Richtung der dritten Achse OQ werden die Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten aufgetragen. 

Die Schnittkurve B^B^ mit der Ebene XQ gibt den Verlauf von 
fui^Xf 0), also den altersmäßigen Verlauf der Sterbenswahrscheinlichkeit 
zur Zeit der Auslese , genau gesprochen während des ersten Ver- 
sicherungsjahres^ in anderer Bezeichnung den Verlauf von q^^^ zwischen 
den Beitrittsaltem Xq^^^OAq und x^^OA^ an. 

Die Schnittkurven F^F^, F^F^ mit den zu XQ in den Ab- 
ständen OD^^t, OD^^^t' parallel gelegten Ebenen bezeichnen den 
Verlauf von /V(^, t), bzw. fu{oc, t') bei konstantem ty t\ mit andern 
Worten den altersmäßigen Verlauf der Sterbenswahrscheinlichkeit bei 
Personen, die i^ bzw. t* Jahre versichert sind; die Applikaten dieser 

Kurven sind also g^[;e-o + '' ^^^V- ^[«-<']+<' ^^^ ^o ^^^ ^i- 

Nimmt man an, daß mit der Versicherungsdauer ^ die Wirkung 
der Auslese erloschen ist, so hat die Fläche rechts von der Kurve 
F^F^ die Gestalt eines Zylinders mit Seitenlinien parallel zu OT, 

Die Schnittkurven B^G^^ B^C^ mit den zu TQ in den Abständen 
OAq = Xq, OAy = x^ parallel gelegten Ebenen geben den Verlauf der 
Funktionswerte fui^o, t)y fui^i, ^^^ variablem t an, lassen also er- 
kennen, wie sich die Sterbenswahrscheinlichkeiten bei den Altern 
Xq, x^ gestalten, wenn diese Alter nach verschiedenen Versicherungs- 
dauem erreicht werden; ihre Applikaten sind Q[x^-t] + n 2[*i-() + r 

Der zu XT normale, zu X Q unter 45® geneigte Schnitt BH be- 
zeichnet den Verlauf von f(j{x + t, t) bei festem x = OA, also den 
Verlauf der Sterbenswahrscheinlichkeit bei Personen, die im Alter x 
beitreten; seine Applikaten sind mit Qr^^^t ^^ bezeichnen. 

Die Projektionen der Kurven F^F^, F^'F^, BH auf der Ebene 
XQ sind Kurven der Sterbenswahrscheinlichkeiten ^[a._(]+^, 9.[x-r\-^ry 
g.[3c'^^t i° dö°* üblichen Sinne (Nr. 225), wobei die auf OX gemessene 
Abszisse jedesmal das erreichte Alter angibt. Was insbesondere den 
Verlauf B{F){F'){F^) der Projektion Yon BH betrifft, so ist zu be- 
merken, daß sie bei (F") in die Projektion von t^F^' übergeht; denn 
in diese projiziert sich die ganze rechts von F^F^' befindliche Fläche. 

IL Zu der allgemeinen Auffassung der Sterbenswahrscheinlichkeit, 
wie sie hier vorgeführt wurde, stehen nun die verschiedenen Arten 
von Sterbetafeln, die gegenwärtig unterschieden werden, in dem nach- 
stehend dargelegten Verhältnis. 

a) Summar-, Gesamt-, Durchschnitts- oder Aggregattafdn sehen 
von der Versicherungsdauer völlig ab, stellen also die Sterblichkeit 
nur als Funktion des Alters dar. Sie stützen sich auf Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten der Form 
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wobei 

t t 

und r die höchste bei den Personen des Beobachtungsalters x auf- 
tr^nde Versicherungsdauer ist. Man kann hiemach q^ als einen 
Durchnittswert der ^^^^^j^.^ in bezag auf d^ yariable t und mit den 
Gewichten .B^^.^j^^ auffassen, indem tatsächlich 

t 
g,= -^^-;7- (8) 



geschrieben werden kann; dadurch rechtfertigt sich der Name Durch- 
schnitts-Sterbetafeln. 

Aggregattafeln bildeten bis in die jüngste Zeit das ausschließ- 
liche Ziel der Sterblichkeitsmessung und sind auch heute die im Ge- 
brauch vorherrschenden. 

Die auf solche Tafeln bezüglichen Bezeichnungen lauten q^^ p^, 
l„ d^, usw. 

b) Auf die Versicherungsdauer ist bei der englischen Messung 
vom Jahre 1862 (s. Nr. 231) zum erstenmale ernstlich Rücksicht ge- 
nommen worden, und zwar fand dies in den SchluBergebnissen fol- 
genden Ausdruck. Um den damals schon erkannten, die Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten q^ herabdrückenden Einfluß der Selektion zu 
eliminieren, sind die Beobachtungen der ersten fünf Versicherungs- 
jahre, die von diesem Einfluß am stärksten betroffen werden, bei der 
Bildung der Sterbenswahrscheinlichkeiten außer acht gelassen, an die 
SteUe der q^ also die Werte 

Var TP (r.\ \^/ 



Eip) 



X 



gesetzt worden, wobei 

T t 

E/) -2 ^l^->Hn <>/' -2 %-'] + « 

bedeutet. Auch diese qj^^ lassen sich nach Art von (8) als Durch- 
schnittswerte der q^g^t^^t darstellen, nur daß die Summenbildung im 
Zähler und Nenner mit 5 statt beginnt. 

Absterbeordnungen, die auf derart gebildete g^^'^ (hier qj^^^) ge- 
gründet sind, bezeichnet man als um t Versicherungsjahre abgekürzte 
oder abgestutzte Aggregattafeln. Sie beurteilen die Sterblichkeit strenger 
als die vollen Aggregattafeln. 

Die auf sie bezüglichen Bezeichnungen lauten : q^^yp}^^ lj% d^^ usw. 

Gxaber, Wahnoheinliohkeitsrechnang. n. S. Aufl. 9 
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c) An die Yorhin erwähnte englische Messung knüpft aber auch 
schon der erste Versuch an^ die Versicherungsdauer in vollständigerer 
Weise zum Ausdruck zu bringen ^ als dies durch die abgestutzte 
Aggregattafel geschieht. Dieser Versuch wurde yon Sprague unter- 
nommen ^). 

Gegenwärtig gebraucht man den Yon ihm vorgeschlagenen Namen 
SdekUafd (auch Selektio^stafel), zu deutsch Auslesetafel, zunächst 
für eine Tafel, welche die Sterbenswahrscheinlichkeiten einer Anfangs- 
periode, etwa der ersten 10 Jahre, nach Alter und Versicherungsdauer, 
beide von Jahr zu Jahr fortschreitend, zur Darstellung bringt, also 
eine Tafel der Werte 

«[x-q + , (< = 0,1,2,...9), 

innerhalb jener Altersgrenzen, für die Beobachtungsmaterial vor- 
handen war. 

d) Die letzte Form, die eine Sterblichkeitstafel für versicherte 
Leben angenommen, besteht in der Verbindung einer Selekttafel für 
die ersten t Versicherungsjahre mit einer um dieselben t Jahre ab- 
gestutzten Aggregattafel. Eine solche kombinierte Tafel wollen wir 
als zweifach abgestufte Sterbetafel bezeichnen. Ihr Aufbau stützt sich 
also, wenn speziell die ersten 10 Versicherungsjahre berücksichtigt 
werden, auf die Sterbenswahrscheinlichkeiten 



^[«-0+^ (^==0,1,2, ...9) und q^ 



(10) 



innerhalb jener Altersgrenzen, für welche Beobachtungen vorliegen. 

In Lebenden 1^^^^^^^ geschrieben läßt eine solche Tafel den all- 
mählichen Abfall von l^^^ im Alter x in die Versicherung eingetretenen 
Personen verfolgen, er spricht sich in den Zahlen 

II l . . . Z Z (10) 7 (10) 7 (10) . . . 

aus. 

Proben der verschiedenen Gattungen von Sterbetafeln imd ver- 
gleichende Betrachtungen über dieselben werden bei Vorführung einiger 
der neueren Sterblichkeitsmessungen gegeben, beziehungsweise in einer 
besonderen Nummer (Nr. 236) nachgetragen werden. 

231. Die Oesamtheiten von Lebenden nnd Toten in der 
SterblichkeitsmeBsnng unter Versicherten. Im Sinne der mo- 
dernen Auffassung ist irgendein der Beobachtung unterzogenes Moment 
im Leben einer versicherten Person durch drei Zeitkoordinaten be- 
stimmt: Durch die Geburtszeit e und die Eintrittszeit y des Individuums 
und durch die Beobachtungszeit x des betreffenden Moments. Natur- 
gemäß ist z <iy <ix. 



1) Joum. of the Inst, of Act. XXI (1879), p. 229—262. 
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Wählt man zur Unterstützung der Vorstellung die geometrische 
Verbildlichung in einem rechtwinkligen Koordinatensystem O(XYZ), 
Fig. 49; auf dessen Achsen die gleichnamigen Zeiten abgetragen werden 
(wobei der Ursprung so gewählt sein soll, daß ihm auf allen drei 
Achsen derselbe Zeitpunkt entspricht), so liegen die sämtlichen Z>e&ettö- 
punkte eines Individuums auf einer zur X-Achse parallelen Geraden, 

der LebensUnie, die mit dem Gdfurt- 
punkte O beginnt und mit dem Sterbe- 
punTde T endet. Der gerade beobach- 
tete Lebenspunkt sei B. 




Fig. 49. 

Die Größen x, y, z^ als Variable aufgefaßt, und ihre drei Differenzen 

y-ss, x — Zj a: — y, 

welche der Reihe nach das Eintrittsalter, das Beobachtungsalter und 
die Beobachtungsdauer ausdrücken, geben Anlaß zur Bildung Yon 
sechs Systemen paralleler Ebenen, u. zw. zu den drei Systemen 

a; - X (1) 

y = Y (2) 

z^Z (3) 

und zu den weiteren drei Systemen 

y-^-H, (4) 

x-z^H^ (5) 

a: — y = Hj . (6) 

Die Ebenen der ersten Gruppe sind den Eoordinatenebenen parallel, 
und zwar enthalten (2), (3) LebensZinien gleicher Eintritts-, bzw. 

9* 
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gleicher Geburtszeit, die Ebenen (1) LebenaptfnX:^ gleicher Beobach- 
tongszeit. 

Die Ebenen der zweiten Gruppe sind den Halbierungsebenen der 
Flachenwinkel des Eoordinatentrieders parallel und zwar enthalten 
die (4) Lehendinien gleichen Eintrittsalters, die (5), (6) Lebenspunl^ 
gleichen Beobachtungsalters , bzw. zur gleichen Beobachtungsdauer 
gehörig. Aus diesen drei Systemen sind yon besonderem Interesse 
die speziellen Ebenen 

H,^y-z = (4*) 

H^=.x-z=^0 (5*) 

H,^:r-y = 0; (6*) 

die erste enthält Lebenslinien des Eintrittsalters Null, also die Lebens- 
linien solcher Personen, die yon der Geburt an versichert sind; die 
zweite ist Trägerin von Lebenspunkten des Beobachtungsalters Null, 
also von Geburt^unkten-^ die dritte ist Trägerin von Lebenspunkten 
der Beobachtungsdauer Null, also yon Eintrütspunkten. Es beginnt 
also jede Lebenslinie in einem Punkte der Ebene H,; durchsetzt die 
Ebene H, im Eintrittspunkte und endet in weiterer Fortsetzung ent- 
weder in einem Lebenspunkte, wenn der Versicherte lebend aus der 
Versicherung schied, oder im Sterbepunkte, wenn er bis zum Ableben 
versichert blieb. 

Eine begrenzte flächenförmige Figur, welche die Lebenslinien 
schneidet, hebt eine Gesamtheit vofi Lebenden heraus. 

Ein begrenzter Raum im Gebiete der Lebenslinien enthält im 
allgemeinen eine Vielheit von Sterbepunkten und hebt dadurch eine 
Gesamtheit von Toten heraus. 

Das in der Figur dargestellte Gebiet, begrenzt von den Ebenen 
jBT = 0, X, Y, Z, Hj, Hj, umfaßt die Lebenslinien von Versicherten, die 
in der Zeitstrecke 012 geboren, in der Zeitstrecke OQ eingetreten 
und auf der Zeitstrecke OP beobachtet worden sind. 

Als Träger von Lebendengesamtheiten benützt man in der Sterb- 
lichkeitsmessung bloß Ebenen der Systeme (1), (5), (6), also Ebenen 
X, Hg und H,; und zwar umfaßt eine Gesamtheit 

auf einem Träger X Gleidizeitiglehende, 
„ „ „ H, Gleichaltrige, 

„ ,, „ Hj Gleichlangversicherte,^) 

Zur Begrenzung benutzt mau Ebenen der andern Systeme in der 
erforderlichen Anzahl. Aus der großen Mannigfaltigkeit seien als 
besonders wichtig hervorgehoben: 



1) E. Blaschke, Vorl. über Mathem. Statistik, 1906, p. 51, bezeichnet 
diese Gesamtheiten der Reihe nach als englische, deutsche und Gothaer und 
imterscheidet darnach auch ein englisches, deutsches und Gothaer Sterblichkeitsmafi. 
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Erste HauptgesanUheit: Trager X; Begrenzung zwei Ebenen Y 
und zwei Ebenen Z im Abstände eines Jahres: Gleichzeitig Lebende 
aus einjähriger Eintrittszeiir und einjähriger Geburtszeitstrecke. 

Hier ist x konstant, während y^ z sich über je ein Jahr erstrecken; 
daher erstrecken sich das Beobachtungsalter rc— 5 und die Versicherungs- 
dauer X — y über ein Jahr, das Eintrittsalter y — über zwei Jahre. 

Z. B. Erhebungszeit 31. XU. 1908, Geburtsjahr 1860, Eintritt- 
jahr 1883. Daraus: Beobachtungsalter 47 — 48, Versicherungsdauer 
25—26, Eintrittsalter 22—24. 

Zweite Hauptgesamtheit: Trager H,; Begrenzung zwei Ebenen Y 
und zwei Ebenen Z im Abstände eines Jahres: Gleichaltrige aus ein- 
jähriger Eintrittszeit- und einjähriger Geburtszeitstrecke. 

Hier ist ^ — xr fest, während sich y, über je ein Jahr erstrecken; 
daher erstreckt sich das Eintrittsalter y — e über zwei Jah^e und 
ebenso die Versicherungsdauer x — y = x-'Z — {y — 0) über zwei 
Jahre. 

Z. B. Alter 48, Geburtsjahr 1860, Eintrittsjahr 1881. Daraus: 
Eintrittsalter 20 — 22, Versicherungsdauer 26 — 28. 

Dfitte Hauptgesamtheit: Träger H,; Begrenzung zwei Ebenen Y 
und zwei Ebenen Z im Abstände eines Jahres: Lebende gleicher Ver- 
sicherungsdauer aus einjähriger Eintrittszeit- und einjähriger Geburts- 
zeitstrecke. 

Hier ist rr — y fest, während sichy, jerje über ein Jahr erstrecken; 
daher umfaßt das Eintrittsalter y — z zwei Jahre und ebenso das 
Beobachtungsalter a: — jp ■= (rr — y) + (y — je?) zwei Jahre. 

Z. B. Versicherungsdauer 18 Jahre, Geburtsjahr 1853, Eintritts- 
jahr 1887. Daraus: Eintrittsalter 33 — 35, Beobachtungsalter 51 — 53. 

Als Träger einer Totengesamtheit wird ein an die Lebendengesamt- 
heit anschließendes Polyeder genommen, dessen weitere Begrenzung 
wieder Ebenen der erwähnten Systeme bilden. Da auch dies in 
mannigfacher Weise geschehen kann, so lassen sich sehr verschiedene 
Sterblichkeitsmaße konstruieren, denen je nach den gewählten Be- 
grenzungen auch verschiedene innere Bedeutung zukommt. Nur eine 
beschränkte Anzahl derselben ist praktisch verwertet worden. 

Schließt man beispielsweise an die zweite Hauptgesamtheit der 
Lebenden, die durch ein Rechteck in Hg dargestellt ist, ein Parallel- 
epiped an, das durch die schon verwendeten zwei Ebenen Y und zwei 
Ebenen Z und eine zweite Ebene H^ im Abstände eines Jahres von 
der ersten vervollständigt wird^ so handelt es sich um Todesfälle aus 
einjähriger Altersstrecke, aus demselben Eintritts- und Geburtsjahr, 
dem die Lebendengesamtheit angehört, aber aus zwei aufeinander 
folgenden Beobachtungsjahren, und der Quotient aus der Totengesamt- 
heit durch die Lebendengesamtheit bedeutet eine Sterbenswahrschein- 
lichkeit in dem üblichen Sinne. 
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282. Die Blnbeiiehimg der Ein- nnd Anstrltte. Im Sinne 
der vorstehenden Ausf&hrangen können auf der Lebenslinie als dem 
Repräsentanten eines versicherten Individuums drei verschiedene Skalen 
unterschieden werden: 

Die kalendarische, 

die nach Ältersjahren, 

die nach Yersicherungsjahren. 

Die erste stellt sich in die bürgerliche Zeitrechnung ein und hat 
deren Anfangspunkt zum Nullpunkt; die zweite geht vom Qeburts- 
punkte aus; die dritte beginnt bei dem Eintrittspunkt. 

Im gemeinen Verkehr bezieht man die Lebensereignisse zumeist 
auf die erste Skala durch mehr oder minder genaue Angaben, so 
durch Angabe des Datums — gestorben am 13. März 1908 — oder 
des Jahres und Monats — gestorben im März 1908 — oder bloß des 
Jahres — gestorben 1908. 

Auch die zweite Skala ist gebräuchlich, indem man häufig das 
Alter angibt, in welchem das Ereignis eintrat; hier begnügt man sich 
zumeist mit grober Annäherung — gestorben im 70. Lebensjahre, ge- 
storben im Alter von 69 Y^ Jahren o. ä. 

Die dritte Skala ist eine spezifisch versicherungstechnische und 
hat nur von diesem Gesichtspunkte Interesse; neben ihr hat auf 
diesem Gebiete auch die zweite Skala hervorragende Bedeutung, weil 
ja die Sterbenswahrscheinlichkeit und die mit ihr zusammenhängenden 
Ghrößen auf das Alter bezogen werden. Dieses Nebeneinandergehen 
zweier Skalen, die nur ganz ausnahmsweise koinzidieren, macht sich 
in Theorie und Praxis verschiedentlich bemerkbar. 

Eine wichtige damit zusammenhängende Frage betrifft die Be- 
handlimg der Wanderungen im Versicherungsstocke, d. i. der Ein- 
und Austritte. 

Wir stellen uns auf den Standpunkt, es handle sich um die Be- 
stimmung der einjährigen Sterbenswahrscheinlichkeit zu einem ganz- 
jährigen Alter X (ohne oder mit Berücksichtigung der Versicherungsdauer). 

Erfolgte der Eintritt immer nur an einem Geburtstage und der 
Austritt nur durch Tod, so würde sich die Bestimmung von q^ ein- 
fach gestalten: Man zählt diejenigen, die in der Gesellschaft das Alter 
X überschritten haben, fügt dazu die Anzahl der im Alter x ein- 
getretenen und erhält so den Nenner für den empirischen Wert von q^, 
während der Zähler die Anzahl der in der Gesellschaft auf der Alters- 
stufe (x, X + i) Gestorbenen gebildet wird. 

In Wirklichkeit aber geschieht der Eintritt zu beliebigen Zeiten 
und außer dem Todesfall gibt es noch andere Austrittsmöglichkeiten, 
die sich ebenfalls an kein bestimmtes Alter binden. 

Eine Person, welche im Alter x — eintritt und im Alter 
x + h + e' austritt — x, k sind positive ganze Zahlen, 0, V positive 
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achte Brfiche — , steht durch k + + 6' Jahre anter Beobachtiuig; 
sie Überschreitet während derselben die AltersgreDzen x,x-\-l,---x + k 
and durchlebt somit k voüe Altersjahre innerhalb der Oesellschaft; 
würde man also von den JabrMbmchteileD 6, 0^ der Beobachtimj^- 
daner absehen, so könnte die an der Person vollzogene Beobaclitnng 
flir die Sterblichkeitsmessong der k Alter x,x + l,---x + k—l yer- 
wertet werden. Ein solcher Vorgang wäre aber mit einer Schmäle- 
rung des Beobachtnngsmaterials verbunden, wie dies aach aus der 
folgenden Betrachtung hervorgeht. 

Angenommen wieder, es handle sich um die Sterbenswafarschein- 
licbkeit der x-jährigen. Man hat unter den Mitgliedern der Gesell- 
scbaft zu nnterscheiden: 

1) solche, welche das Alter x unter Beobachtung überschiitten 
haben ; 

2} solche, welche auf der Altersstufe (x, :r -]- 1) in die Gesell- 
schaft eingetreten sind. 

Die Gruppe 1) zerfällt wieder in solche, 

a) die das nächste Alter x + 1 unter Beobachtung überschreiten: 

b) die auf der Altersstufe (x, x + 1) in der Üesellschaft sterben; 

c) die auf dieser Altersstufe austreten. 

Die Gtruppe 2) hinwiederum trennt sich in solche, 

a) die das nächste Alter x + l unter Beobachtung überschreiten- 

b) die vor Erreichung dieses Alters in der Gesellschaft sterben' 

c) die vor Erreichung desselben aus der Gesellschaft austntfln. 
Für den gedachten Zweck würden bei dem oben en^hotm Vor- 

gange nur die Gruppen la) und Ib) zur Verwendung kommaii, aad 
zwar wäre g^ der Quotient aus 1 b) durch la) + Ib). (i tuMJi taßtt 
Betracht blieben die Gruppen 2b) und 2c), während 2%) mtim dtr 
nächst höheren Altersstufe x -|- 1 in Verwendnsg gesogn Hlit. 

Man hat nun gesucht, die ganee BeobachtnngidiiHr tmUt^n; 
tatsächlich ist dies mit gewissen Annahmen erreidibir, £iM^ptMi 
bei Ausschluß der jüngsten Altersstufen, weleli« iliv Ür riärfiin 
nicht in Betracht kommen, sich von den 
nicht viel e~^' j»-»«- 

Es ha: 
schein! ichke 
Verwenduuj 

Die A 
sc/iritten ha 

die B 
getreten 3in< 

die C 
getreten sin« 
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die M Personen, deren ÄhM>en auf der genannten Altersstufe 
beobachtet wurde. 

In der nachfolgenden Betrachtung bezeichne l{e) die Menge der 
Überlebenden des Alters e und werde als eine stetige Funktion yon 
z betrachtet. 

Zunächst ist eine plausible Annahme über die Verteilung der 
Ein- und Austritte erforderlich , um eine allgemeine Rechnung auf- 
nehmen zu können; als solche darf wohl die gelten, daß sich die Ein- 
und die Austritte gleichmäßig über die einjährige Altersstufe veHeüen, 

Dies Yorausgesetzt, stellt sich die Anzahl derjenigen, welche in 
dem Zeitintervall x + h bis x + h + dh Qi und h + dh positiv und 
kleiner als 1) eingetreten sind, auf Bdh] diesen entsprechen 

Bdh . -i^- 

Personen, die durch das Alter x gingen, ohne hierbei beobachtet 
worden zu sein; folglich sind davon 

^^^^ ■ H^) - ^^^ = [n^h - M^'^'* (1) 

auf der Altersstufe (x,x + l) gestorben, ohne daß die betreffenden 
Todesfälle in der Gesellschaft zur Beobachtung gekommen wären. 

In demselben Zeitintervall sind femer Cdh Personen aus der 
Gesellschaft ausgetreten; von diesen werden 

lix + h) 

das Alter x + 1 überschreiten, ohne mehr unter Beobachtung zu 
stehen; folglich sterben, ebenfalls außer Beobachtung, 

Cdh -Cdh. ;(^-+-;] = { 1 - ;j:-±^g ) Cdh (2) 

Personen. 

Es ist also im Ganzen so, als ob 

1 



Personen unter Beobachtung durch das Alter x gegangen und 

1 1 



Personen unter Beobachtimg gestorben wären; daraus berechnet sich, 

wenn man zur Abkürzung 

1 

dh j 



f. 
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seW^ die Sterbenswahrscheinlichkeit: 

M+B{Jl(x) — l} — C{Jl(x+l)'^l ] 
**" A + BJl(x) ' 

woraus auch 

Äq, + {B-^C)[l^l(x + l)J]^M (3) 

folgt. 

Um die Rechnung weiterführen zu können, ist eine Annahme 
über die Verteilung der Sterbefälle notwendig^ und diese kann, da 
Yon den jüngsten Altersklassen abgesehen werden darf, dahin getroffen 
werden, daß die Todesfälle einer einjährigen ÄUersklasse sich gleich- 
mäßig über dieselbe verteilen. 

Analytisch ausgedrückt heißt dies, daß 

l(x) - l{x + A) - h[l{x) ^ l{x + 1)]; (4) 

dann aber ist 

1 

j r dh 1 y l{x) 

j ^w - Km - i{x + 1)] ^ i{x) -i{x+^) ^^ Kx + 1) ' 



und die Gleichung (3) geht mit Rücksicht darauf, daß , > — = 1 — g^ 
ist, über in: 

^j, + (B-C)jl+^-^?^Log(l-3j)=lf. (5) 

Die Entwicklung des den natürlichen Logarithmas enthaltenden Gliedes 
gibt aber 

und dies reduziert sich, wenn man bei der ersten Potenz von q^ mit 
Rücksicht auf dessen Kleinheit stehen bleibt, auf — 1+^- Die Ein- 
führung dieses Wertes verwandelt (5) in 

woraus schließlich 

folgt. ^) Man hat also die Anzahl der in der Gesellschaft beobachteten 
Todesfälle mit einer ideellen oder rechnungsmäßigen Zahl yon Über- 
lebenden des untern Alters x zu verbinden, welch letztere erhalten 
wird, wenn man die Anzahl der beobachteten ^r-jährigen um die halbe 

1) Vgl. Deutsche Sterblichkeitstafeln aus den Erfahrungen von 23 Lebens- 
Versicherungsgesellschaften usw. Berlin 1888, p. XXIX— XXXI; femer Th. Witt- 
stein im Arch. f. Math. u. Phys., XXXIX. 
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Anzahl der Eingetretenen yermehrt und um die halbe Anzahl der 
Ausgetretenen vermindert. 

Eine andere Hypothese über die Verteilung der Ein- und Aus- 
tretenden hat Zeuner^) der Rechnung unterlegt und eine Formel 
abgeleitet, die wir wegen der Anwendung, die er von ihr fär die 
Lösung eines andern Problems, die Inyalidität betreffend, gemacht 
hat, hier entwickeln werden; bezüglich der jetzt yorliegenden Aufgabe 
der Sterblichkeitsmessung fährt diese Formel wieder auf das Re- 
sultat (6). Die Hypothese Zeuners geht dahin, daß die relative 
Häufigkeit der Ein- und Austritte bei irgendeinem Alter proportional 
sei der Menge der t)berld)enden dieses AUers. Sie stützt sich also auf 
die Vermutung, daß je mehr Personen eines Alters Torhanden sind, 
um so mehr Personen dieses Alters ein- und austreten werden. 

Auf Grund dieser Annahme beträgt die Menge der in dem Alters- 
intervall (a; + Ä, rc + A-j-dA) Eintretenden 

ßl{x + 'h)dh, (7) 

jene der Austretenden 

rl{x + h)dh, (8) 

wobei ßj y Konstanten bedeuten, die sich auf Gfrund der Bemerkung 
ergeben, daß das Integral von (7), über das Intervall (0, 1) erstreckt, 
die bekannte Zahl 3 der Eingetretenen imd das ebenso bestinmite 
Integral von (8) die Zahl G der Ausgetretenen geben muß; also ist 



X 

ßfl{x + h)dh^B, 





1 
yfl(x + h)dh==a 



Macht man über die Verteilung der SterbefäUe dieselbe Annahme wie 
vorhin, so gilt der Ansatz (4), aus welchem 

l{x + h)^ l(x) - h[l{x) - l{x + 1)] 

und 

1 

'l(x + h)dh = ^-^''^ + l^ + ^l (9) 



ß 



folgt; hiermit ei^eben die obigen Gleichungen 

^ 2_B ^ 2C 

P ^ l{x) + l{x + l)' ^ "" l{x) + l{x + 1) * 

Bezeichnet man die Anzahl derer, welche in der Gesellschaft das 
Alter X + 1 erreichen, mit A^, so kann diese in zweifacher Weise 

1) Abhandlungen ans der mathem. Statist., p. 116 ff. 
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ausgedrückt werden. Einmal besteht sie atls den Ä ursprünglich 
Vorhandenen und aus den Eingetretenen, vermindert um die Aus- 
getretenen und Gestorbenen, so daß 

^i==^ + 5-(7-Jf; (10) 

auf der anderen Seite setzt sie sich aus den Überlebenden der ur- 
sprünglich Vorhandenen «nd der sukzessive Eingetretenen, vermindert 
um die Überlebenden der sukzessive Ausgetretenen; nun leben von 
den Eingetretenen (7) im Alter x + 1 noch 

^K^ + A)dA . J-|-tlJ oder ßl{x + l)dh, 

von allen Eingetretenen also 

1 

ßl{x + l)fdh - ßl{x + 1), 



von den Ausgetretenen (8) noch 

yi(x + A)dÄj|J:4J oder ylix + l)dh, 
von allen Ausgetretenen demnach 

ylix + i)fdh - ylix + 1); 



infolgedessen ist auch 

und dies verwandelt sich nach Einsetzung der Werte für /3, y und mit 
Beachtung des ümstandes, daß ,j7"> ^Px ^^*; ^ ^®^ Ansatz: 

Verbindet man die beiden Ausdrücke (10) und (11) für A^ zu 
einer Gleichung und fuhrt dabei q^ statt p^ ein, so wird: 



A + 



^-f 



entwickelt man rechts bis auf Glieder der ersten Ordnung in g^, so 
entsteht weiter 

A + B-C-M=-A(l-q:) + iB-C)[l-^), 

woraus nach entsprechender Reduktion 

M-(Ä + ?^q, 

folgt, was im Wesen mit der Gleichung (6) übereinstimmt. 
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Anders steht die Sache, wenn statt des Alters das Versiekerunga- 
jahr zur Grundlage genommen wird. Eine unterjährige Periode zu 
Beginn der Versicherung gibt es dann nicht, weil jede vom Zeiir 
punkte ihres Abschlusses an gezahlt wird, daher entSedlen Eintritte 
im irüheren Sinne und es verbleiben blofi die Austritte. Macht man 
wieder die Annahme, daß sie sich gleichmäßig fiber das Jahr ver- 
teilen, so bedeutet dies so yiel als aUe Austritte auf die Mitte des 
•betreffenden Yersicherungsjahres zu reduzieren und für jeden noch ein 
halbes Versicherungsjahr über das letztvoUendete in Rechnung zu 
bringen; auch so kann man die Sachlage auffassen, daß die Hälfte 
der Austretenden in den Anfang, die andere Hälfte in das Ende des 
angebrochenen Versicherungsjahres verlegt wird. 

Will man jedoch eine der W^irklichkeit näher sich anpassende 
Verrechnung der Austritte durchführen, so kann dies nur durch ihre 
detailliertere Registrierung nach Bruchteilen des begonnenen und nicht 
Tollendeten Versicherungsjahres erzielt werden. Ein solcher Vorgang 
ist bei der neuesten englischen Sterblichkeitsmessung beobachtet 
worden (siehe hierüber Nr 234). 

Bei der Benutzung des Yersicherungsjahres als Grundlage der 
Messung wird das tabellarische BeitrittsaZ/er in der Regel nach dem 
dem Eintrittstage nächstliegenden Geburtsti^e bestimmt, so daß es 
von dem wirklichen Beitrittsalter um ein halbes Jahr nach auf- oder 
abwärts differieren kann. 

233. Oewlnnnng des Materials. AufMUtlnng von Sterb- 
lichkeitsmesmingen. Die Konstruktion einer Sterbetafel für ver- 
sicherte Leben, zumal einer solchen, die auch die Versicherungsdauer 
berücksichtigt, erfordert eine breite Beobachtungsgrundlage, sollen 
die einzelnen Alter, im zweiten Falle auch die unterschiedenen Be- 
obachtungsdauem, genügende Daten aufweisen. Eine einzelne Anstalt 
kann nur bei beträchtlichem Geschäftsumfang und da auch erst nach 
einer langen Geschäftstätigkeit ein Beobachtungsmaterial aufbringen, 
das sie in den Stand setzt, eine Tafel oder gar die für verschiedene 
Versicherungskombinationen erforderlichen Tafeln aus eigenen Er- 
fahrungen abzuleiten; ein allzu langer Beobachtungszeitraum kann da- 
bei die Brauchbarkeit der gewonnenen Resultate in Frage stellen. 

Dieser Umstand führte schon vor Mitte des vorigen Jahrhunderts 
englische Aktuare auf den Gedanken einer Eollektivoperation, indem 
Gesellschaften, die unter annähernd gleichartigen Verhältnissen arbeiten, 
ihre gesammelten Erfahrungen einer Zentralstelle überweisen, der die 
Aufgabe der Bearbeitung nach einem festzulegenden Plane zufällt. 
Auf diesem Wege, der in England und Schottland nun schon dreimal 
beschritten wurde und außerhalb dieser Staaten mehrfache Nach- 
ahmung fand, war es möglich, bei beschränkter Beobachtungsperiode 
(wenigstens bei der jüngsten Operation) zureichende Beobachtungs- 
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daten zu gewinnen, um nicht bloß neue Sterbetafeln abzuleiten, son- 
dern auch fär die Beantwortung mannigfacher Fragen betreffend 
Sterblichkeit, Bewegung unter den Versicherten u. a. m. die statistische 
Unterlage zu schaffen. 

Bestand der Zweck also ursprünglich darin, fQr eine einzelne 
Anstalt oder eine Gruppe kooperierender Anstalten eine Tafel für den 
eigenen Geschäftsbetrieb zu konstruieren, so hat sich im Laufe der 
Zeit die Aufgabe immer mehr erweitert, und die neueren Messungen 
führten zu Tafdwerkenj die vielen speziellen Zwecken dienen können. 
Auch ist es üblich geworden, das ganze Urmaterial zu veröffentlichen 
und über die Grundsätze und Methoden seiner Bearbeitung Rechen- 
schaft abzulegen, um so der Kritik und der weiteren Forschung die 
Wege zu ebnen. So sind denn die Publikationen über Sterblichkeits- 
messungen zu Hauptquellen der mathematischen Statistik geworden. 

Es empfiehlt sich nun, bevor in das nähere eingegangen wird, 
eine Übersicht über die wichtigeren Sterblichkeitsmessungen zu geben, 
deren manche wohl nur mehr ein historisches Interesse beanspruchen 
dürfen, während andere, auch ältere, in der heutigen Praxis eine RoUe 
spielen und wieder andere, wenn auch noch nicht oder wenig in den 
Gebranch gekommen, durch ihre Anlage und Durchführung das Inte- 
resse des Theoretikers und Praktikers verdienen. 

Von Untersuchungen über die Sterblichkeit unter Bentnem und 
den daraus hervorgegangenen Tafeln seien angeführt: 

Die Tafel von Depardeux^), abgeleitet aus den Erfahrungen über 
Tontinen, eine Einrichtung, die der Versicherung auf feste Renten 
voranging; 

die Sterbetafeln von Brune'), gerechnet aus den Au£seichnungen 
der Königl. Preußischen Allgemeinen Witwen- Verpflegungsanstalt in 
Berlin, zuerst den Zeitraum 1776 — 1834, später den Zeitraum 1776—1845 
umspannend; 

die Tafel der Preußischen Rentenversicherungsanstalt von S emm- 
ier ^), auf die vor den Renten vielfach betriebenen Jahresgesellschaften 
mit Altersklassen gegründet; 

die Tafel der Königlichen Sächsischen Altersrentenbank von 
1892*), aus dem Beobachtungszeitraum 1859 — 1869; 

die Tafel der Königlichen Sächsischen Altersrentenbank von 
Helm^) vom Jahre 1904, aus dem Beobachtungszeitraum 1859 — 1899; 



1) Essai snr les probabilitds de la dur^e de la vie hamaine. 1746. 

2) Joum. f. d. reine u angew. Mathem. 16 (1887), p. 16f. — AUgem. Ver- 
Bicherangszeitang 1847, p. 187 u. 196. 

3) Vereinsblatt für Deutsches Versicherongswesen 111 (1875). 

4) Dekrete Nr. 22 und 26 an die Stände (Bd. III) vom 21. XI. 1891. 

6) Dekrete Nr. 20 und 28 an die Stände (Bd. III) vom 24. XI. 1908, bzw. 
16. I. 1904. 
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die Deutschen Bentnersterbetafeln von 1891 und 1893^), aus einer 
Kollektivaktion von 38 Anstalten hervorgegangen; die aus 1891 stam- 
mende ist für beide Geschlechter angelegt, die von Semmler 1893 
abgeleiteten Tafeln trennen männb'che und weibliche Personen; 

die französische Rentnersterbetafel B.F. von 1895 *), durch Ko- 
operation entstanden und von Kertanguy ausgeführt, Beobachtungs- 
zeitraum 1819—1877; 

die französische Rentnersterbetafel 1900 — D '), aus einer Kollektiv- 
aktion hervorgegangen, mit dem Beobachtungszeitraum 1819 — 1898. 

Sterblichkeitsuntersuchungen an Personen, die fQr den Todesfall 
versichert sind, haben einige größere Anstalten an den eigenen Er- 
fahrungen und zunächst für den eigenen Geschäftsgebrauch ausgeführt; 
es seien hier genannt: 

Die Gothaer Tafel ^), abgeleitet aus den Erfahrungen des Zeit- 
raums 1829—1878; 

die BeamtenvereinstafeP), gegründet auf die Statistik des Ersten 
Allgemeinen Beamtenvereins der österr.-ungar. Monarchie, Beobachtungs- 
periode 1866—1888; 

die neue Gothaer Bankliste ^), aus den Erfahrungen der Jahre 
1852 — 1896 von J. Karup konstruiert; 

die Leipziger TafeF), von G. Höckner abgeleitet aus den Er- 
fiskhrungen der Lebensversicherungsgesellschaft in Leipzig während des 
Zeitraums 1864 — 1899; diese zwei zuletzt genannten Messungen fassen 
das Problem schon in seiner neuesten Entwicklungsform und machen 
sich die Herstellung einer zweifach abgestuften Sterblichkeitstafel 
zum Ziele. 

In jüngster Zeit haben auch die „Assicurazioni generali'^ in Triest^) 
und der „Anker^ in Wien^) Tafeln aus den eigenen Beobachtimgen 
abgeleitet im Anschlüsse an die weiter unten zu nennende öster- 
reichisch-ungarische Sterblichkeitsmessnng, an der die genannten An- 
stalten beteiligt waren. 

1) Vereinsblatt fuiDeutschesYersicherangsweBen, XIX (1891) nnd B. Schmer- 
ler, Die Sterblichkeitseriahmngen unter den Rentenversicherten, Berlin 1883. 

2) Tables de mortalit^ du comit^ des compagnieB d'assnrances etc. Paris 1895. 
8) Tables de mortalit^ 1900 des rentiers et assnrös etc. Paris 1902. 

4) Mitteil. a. d. Geschäfts- und Sterblichkeitsstatist, d. Lebensveis.-Bank 
f. Deutschland in Gotha, 1880. 

6) Der Erste Allgem. Beamtenverein der österr.-ungar. Monarchie. Denk- 
schrift, Wien 1890. 

6) Die Beform des Rechnungswesens der Gothaer Lebensversicherungsbank 
a. G. Jena 1903. 

7) Änderung der Rechnangsgrundlagen sowie Aufstellung einer Sterblich- 
keitstafel etc. für die Lebensversicherungsgesellschafb zu Leiprig. Leipzig 1907. 

8) Als Manuskript gedruckt, Triest 1907. 

9) Fünfzigster Rechenschaftsbericht etc. (Jubiläumsschrift), Wien 1909» 
p. 41—60. 
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Von Eollektiyniitemelimnngen großen Stils, beziehungsweise von 
den Ergebnissen solcher, seien die folgenden namhaft gemacht: 

Die Tafel der 17 englischen Gesellschaften ^), aus einem bis Ende 
1837 reichenden Beobachtungszeitraum gewonnen; 

die Tafeln der 20 britischen Gesellschaften'), deren Beobachtungs- 
periode mit dem 31. XU. 1862 schließt; die für gesunde (H) männ- 
liche (Jf ) und weibliche (F) Personen geltenden Tafeln fahren die 
Bezeichnungen H^, H^, H^^^\ H^^^\ die för beide Geschlechter gel- 
tenden heißen J^^, ^^^^(5); 

die Tafeln der 30 amerikanischen Gesellschaften'), mit einem bis 
Ende 1874 reichenden Beobachtungszeitraum; 

die Deutschen Sterblichkeitstafeln^) aus den Erfahrungen Ton 
23 Gesellschaften, reichend bis Ende 1875; 

die Tafeln der 4 französischen Gesellschaften^), mit dem Be- 
obachtungszeitraum 1819 — 1887; 

die Tafeln der 60 britischen Gesellschaften^), aus den Erfahrungen 
des Zeitraums 1863 — 1893, der sich an die Beobachtungsperiode für 
die Tafeln der 20 britischen Gesellschaften anschließt, abgeleitet; 

die österreichisch-ungarische Messung, in zwei nach gleichen 
Grundsätzen und gleichen Methoden arbeitende Parallelaktionen, eine 
österreichische') und eine ungarische, zerfaUend, deren Ergebnisse 

1) Tables ezhibiting the law of moitality deduced from the combined 
ezperience of 17 Life Assurance OfQces. London 1843. 

2) The mortality experiences of life insorance companies collected by the 
Institute of Actnaiies. London 1869. 

8) System and Tables of Life Insurance. Norwich, Conn. 1881. 
4) Deutsche Sterblichkeitstafeln aus den Erfahrungen von 28 Lebensver- 
Sicherungsgesellschaften. Berlin 1888. 
6) Wie unter 3), p. 142. 

6) Die bezügliche Publikation zerfällt in drei Teile. Das Beobachtungs- 
material mit den unausgeglichenen Tafeln erschien in vier Bänden unter dem 
gemeinsamen Haupttitel: Combined ezperience of assured lives (1863 — 1898) 
deduced from the records contributed by companies in respect of assurance 
effected within the united Eingdom as collected and arranged by the Institute 
of Actuaries and the Faculty of Actuaries in Scotland. London 1899 — 1900. 
Über die befolgten Grundsätze und Methoden gibt Aufschluß ein weiterer Band 
unter dem Titel: British Offices Life Tables 1898. An account of the principles 
and methods etc. London 1903. Die ausgeglichenen Tafeln und darauf ge- 
gründete technische Tabellen sind drei weiteren Bänden vorbehalten unter dem 
Titel: British Offices Life Tables 1893. Tables deduced from the graduated 
ezperience etc. London. 

7) Die Publikation, das Beobachtungsmaterial, die unausgeglichenen und 
ausgeglichenen Tafeln enthaltend, umfaßt vier Bände unter dem Haupttitel: Ab- 
sterbeordnungen aus Beobachtungen an Österreichischen Versicherten. Wien 1907. 
Als Herausgeber fungiert die „Mathematisch-statiBtische Vereinigung des Osterr.- 
ungar. Verbandes der Privatversicherungsanstalten'*. Der I. Band enth&lt auch 
die Beschreibung und Methodik der Arbeit. 
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nachher zu österreichisch-ungarischen Sterblichkeitstafeln ^) vereinigt 
worden sind 

Die beiden zuletzt genannten Unternehmungen führten zu Tabellen- 
werken, die das Problem der Sterblichkeitsmessung in weitgehender 
Detailierung behandeln; so umfaßt das englische Werk außer Ver- 
sicherungen, die den Todesfall einschließen, auch Renten.') 

In Deutschland schreitet eben jetzt der Verein Deutscher Lebens- 
Versicherungsgesellschaften an die Durchführung gemeinsamer, im 
großen Stil geplanter und neue Gresichtspunkte einbezieheuder Sterb- 
lichkeitsuntersuchungen für den Beobachtungszeitraum 1876 — 1906. 

234. FortsetEung. Die Zähleinheit. ZUdkarten. I. Der 
Durchführung einer Sterblichkeitsmessung muß die Feststellung dessen 
vorangehen, was man als Beobachtungsobjekt betrachten will, die 
Feststellung der Zähleinheit Bei der Sterblichkeitsmessung an einer 
Bevölkerung kann kein Zweifel darüber bestehen, daß es das Indi- 
viduum, die Person, isi Richtet sich hingegen die Untersuchung auf 
Versicherte, so kompliziert sich die Frage einmal durch die Eigeu- 
artigkeit des Versicherungsbetriebes, dann durch das verfolgte prak- 
tische Ziel und schließlich durch die Rücksicht auf die Möglichkeit 
einer konsequenten Durchführung. Was speziell den ersten Punkt 
betrifft, so liegt die Komplikation hauptsächlich in den mehrfachen 
Versicherungen, die sich schon im Material einer einzelnen Anstalt, 
noch mehr aber in den vereinigten Erfahrungen einer Gruppe von 
Anstalten geltend machen. 

Es sind in diesem Belange bisher vier Gedanken zum Ausdruck 
gebracht und ausgeführt worden, die sich in Kürze durch die Schlag- 
worte: Police, Person, versicherte Geldeinheit, Atislese kennzeichnen 
lassen. Die durch das Wort „Person'^ charakterisierte Zählmethode 
war seit der zweiten englischen Messung bis in die jüngste Zeit die 
herrschende. 

Bei der Police als Zähleinheit fällt die Person, deren Leben sie 
betrifft, außer Betracht und es kommt eine mehrfach versicherte Person 
so oft zur Zählung, als auf sie lautende Policen in dem gesammelten 
Material sich vorfinden. Dieser Vorgang wurde bei der Herstellung 
der Tafel der 17 englischen Gesellschaften befolgt. 

1) Absterbeordnungen aus Beobachtungen an Österreichischen und ungarischen 
Versicherten. Wien 1909. 

2) Bezüglich der Kritik der älteren Msesungen ist zu verweisen auf: E.Rogh^, 
Geschichte und Kritik der Sterblichkeitsmessung bei Versicherungsanstalten. 
Jena 1S91 (Supplem. XVII der Jahrb. f. Nationalökonomie und Statistik). Eine 
von Beschreibungen imd Vergleichungen begleitete Wiedergabe zahlreicher Sterbe- 
tafeln findet man in der Widmung an den V. intern. Kongreß für Versicherungs- 
wissenschaft: Die gebräuchlichen Sterblichkeitstafeln der im Deutschen Reiche 
arbeitenden Lebensyersicherungsuntemehmungen. Berlin 1906 (VerOffentl. d. D. 
Vereins f. Versich.-Wissensch.). 
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Stellt man den Grandsatz auf^ die Person solle die Zähleinheit 
oilden^ so bereitet seine DorchfÜhrung bei nur einmal Versicherten 
keine Schwierigkeit. Bei den^ mehrfach Versicherten entstehen aber 
zunächst prinzipielle Schwierigkeiten bezüglich einer einwandfreien 
Behandlung der äußerst mannigfachen Fälle des zeitlichen Zusammen- 
hangs der einzelnen Versicherungen^ Schwierigkeiten, die sich noch 
steigern, wenn man nicht nach einer Aggregattafel allein fragt, son- 
dern auch den Einfluß der Versicherungsdauer, sei es in einer ab- 
gestutzten Aggregattafel, sei es in einer Selekttafel zum Ausdruck 
bringen will. Zu den prinzipiellen treten noch technische Schwierig- 
keiten bezüglich der Zusammenbringung eine und dieselbe Person be- 
treffender Versicherungen, die in dem Maße wachsen, als das Material 
größer wird. 

Wie schon bemerkt, war diese Zähleinbeit seit langem die herr- 
schende. Die Grundsätze aber, nach welchen der Ersatz der auf eine 
und dieselbe Person bezüglichen Einzelbeobachtungen, entsprechend 
den einzelnen von ihr eingegangenen Versicherungen, durch eine 
einzige fiktive Beobachtung geübt wurde, waren nicht durchwegs die 
gleichen, und da es schwer ist, ihren Einfluß auf das Resultat ab- 
zumessen, so haben die Ergebnisse streng genommen nicht unmittel- 
bare Vergleichbarkeit. 

Der Gedanke, die versicherte Geldeinheit als Zählobjekt zu wählen, 
entspringt der Betonung des geschäftlichen Interesses. Bei seiner Be- 
folgung kommt die Person gewissermaßen mit einem ihrer Ver- 
sicherungssumme proportionalen Gewichte in Rechnung, und jede von 
ihr neu versicherte Summe sowie jede Abänderung der ursprünglichen 
und einer etwaigen späteren Versicherung wird als neuer Beobachtungs- 
fall behandelt. Zur Anwendung kam dieses Verfahren bei der Tafel 
der 30 amerikanischen Gesellschaften. 

Die an letzter Stelle genannte Methode betrachtet den Akt der 
Auslese (Selektion) als das wesentliche, gleichgültig, ob es sich um eine 
ärztliche oder um Selbstauslese handelt. Jede selbständige Auslese 
bildet eine Zähleinheit; die Selbständigkeit kann eine Einschränkung 
erfahren durch Festsetzung eines Minimalzeitraumes, der die Auslese 
von der ihr vorangehenden trennt; es bleibt dann nur übrig, einen 
Komplex von Versicherungen, die von derselben Person auf Crrund 
eines Ausleseaktes abgeschlossen worden sind, auf eine fiktive Einzel- 
beobachtung zu reduzieren (sogen. Nachversicherungen auszuscheiden) 
Der Person wird bei diesem Zählungsmodus ein der Zahl an ihr vor- 
genommener selbständiger Auslesen proportionales Gewicht eingeräumt. 

Fragt man zunächst nach dem praktischen Effekt der verschiedenen 
Zählmethoden, so muß gesagt werden, daß er sich nach angestellten 
Vergleichen nicht in allzu großen Unterschieden der schließlichen 
Resultate äußert. Die Ursache dieser auf den ersten Blick etwas be- 

Cznber, Wahncheinlichkeittreohnung. II. t. Aafl. ^q 
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fremdlichen Erscheinung ist in der Eigenartigkeit der Zusammen- 
setzung des Materials zu suchen. 

Richtet man die Aufmerksamkeit muf die biologische Bedeutung 
der Zahlen y so muß man auf den ersten Blick erkennen , daß von 
einer solchen bei der Zählung nach Polizzen und nach Geldeinheiten 
nicht ernstlich die Bede sein kann. Wenn zwischen den beiden übrigen 
zu entscheiden wäre^ so unterliegt es keinem Zweifel^ daß eine nach 
einwandfreien Grundsätzen durchgeführte Personenzählung in dem in 
Rede stehenden Belange höher stünde als eine Selektionszählung. Er- 
wägt man aber, daß bei einer Sterblichkeitsmessung für Versicherungs- 
zwecke die Tatsache einer Auslese mit positivem Ei^ebnis, daher das 
Vorhandensein mehrerer solcher Akte bei ein und derselben Person 
einen Umstand bedeutet, dem ein Gewicht beigelegt werden muß, so 
kommt man zu dem Schlüsse, daß die Zählung nach Auslesen sich 
der Natur der Aufgabe ganz wohl anpaßt. 

Würden aber die beiden Methoden der Personen- und der Selek- 
tionszählung auf ein und dasselbe Erfahrungsmaterial angewendet zu 
erheblich verschiedenen Resultaten führen, dann allerdings stiege die 
schwierig zu beantwortende Frage auf, welchem der Resultate der 
Vorzug zu geben sei; theoretisch ließe sie sich kaum lösen, die prak- 
tische Erprobung würde eines langen Zeitraumes und großer Arbeit 
bedürfen. 

Bei der österreichisch-ungarischen Messung ist nun der dankens- 
werte Entschluß gefaßt worden, zur Feststellung des Verhältnisses der 
beiden Methoden den einzig richtigen Weg der praktischen Erprobung 
zu beschreiten, sie gleichmäßig auf ein umfangreiches Material zur 
Anwendimg zu bringen uud bis zur Herstellung von Schlußresultaten 
zu verfolgen. Das Ergebnis war, daß beide ZcMweiseUy die Personen- 
und die SeleTdionszäMung , zu Resultaten führen, die vom Standpunkte 
der Versicherungspraxis als gleichwertig eradiiet werden "können. 

Diese Feststellung, hinter der eine beträchtliche Summe von Arbeit 
steckt, hat eine große praktische Tragweite, da sich die Heiden 
Methoden in ihrer technischen Ausführung wesentlich unterscheiden. 
Eine Selektionszählung gestaltet sich wesentlich einfacher und er- 
fordert einen viel geringeren Arbeitsaufwand als eine Personenzählung 
und ihre Resultate sind in theoretischer Beziehung in manchen 
Punkten einwandfreier; auch der Umstand ist nicht ohne Belang, daß 
sich Selektionszählungen leicht verbinden und fortsetzen lassen.^) 



^) VgL hierzu die Aosfuhningen im I. Bande der ,,Absterbeordii. aus Beobacht. 
an österr. Versich.", ferner G. Höckners ,,Eriti8che Bemerkungen" in derZeitschr. 
f. d. ges. Versieh. -Wissensch. Vm (1908) p. 631—637 und desselben Autors 
,,Einige Bemerkungen über die Zähleinheit bei Sterblichkeitsmessongen", Asse- 
kuianz-Jahrb. XXXI (1910) p. 199—207; endlich G. Rosmaniths ,,Zur Methodik 
der Sterblichkeitemessong**, Versick-wissensch. Mitteil, der mathem.-statist. Ver- 
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IL Seit der zweiten englischen Messung ist es üblich geworden 
über die einzelnen Versichernngsfalle, die in den festgesetzten Rahmen 
der Operation fallen, ZäJilkarten auszustellen und an diesen die Zähl- 
manipulationen auszuführen. Dieser Vorgang hat sich als so vorteil- 
haft erwiesen, daß er gegenwärtig bei allen größeren statistischen 
Operationen geübt wird. Die Konzeption der Zählkarte hängt von 
dem ganzen Arbeitsplane ab, richtet sich nach den zu lösenden Auf- 
gaben und nach den Methoden, die bei der Aufarbeitung befolgt 
werden sollen; sie erfordert große Sorgfalt und Voraussicht, sollen 
nicht im Zuge der Arbeit Schwierigkeiten sich einstellen, denen dann 
schwer zu begegnen wäre. 

Zwei Beispiele mögen zur Illustration dienen. 

Bei der englischen Messung 1863 — 1893 wurde der zu erfragende 
Inhalt der Karte wie folgt festgesetzt: 

1. Policennummer. 

2. Versicherte Summe (bzw. Rente). 

3. Beschreibung der Police (Versicherungsart; entfällt bei Renten- 
karten). 

4. Mit oder ohne Anteil am Gewinn, 
o. Name des Versicherten. 

6. Seine Beschäftigung. 

7. Datum der Geburt. 

8. Datum des Eintritts. 

9. Datum des Austritts. 
10. Art des Austritts. 

Die Anordnung dieser Daten ist aus dem Bilde Ä, das in -^ der 

natürlichen Größe gehalten ist, ersichtlich; das fett Yorgedruckte ist 
Yon der beteiligten Anstalt zu beantworten, das in Kleindruck ge- 
haltene wird in der Zentralstelle ausgefüllt. Die Probe bezieht sich 
auf eine neue Versicherung (s. Nr. 236); die Karten für alte Vei> 
Sicherungen (Tor dem 1. I. 1863 abgeschlossen) enthalten im oberen 
Teile zwischen den Zeilen „Of Entry" und „Of Exit" noch eine mit 
„In 1863", im Mittelteile vor „Duration of Policy'^ die Zeile „Duration 
before 1863" (Vordauer bei Eintritt in die Beobachtung), im untern 
Teile zwischen „Age of Entry" und „Age of Exit" die Zeile „Age 
in 1863". Das Geschlecht war durch die Farbe der Karte gekenn- 
zeichnet. Die Arten des Austritts hatten die Bezeichnungen: D (Tod), 



einignng lY (1909) p. 192—207. Höcknei tritt far die Peraonenzählmig ein in 
einem von ihm näher bezeichneten Sinne, der die wiederholte Zählung einer 
Person nnter Umständen zuläßt^ bekämpft die Selektionszählong in der bei der 
österreichischen Messung befolgten Art und rät davon ab, daß sie bei den 
geplanten deutschen Sterblichkeitsmessungen (vgl. Schlußabsatz von Nr. 288) zur 
Verwendung gelange. 

10» 
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W (Austritt), T (anders gearteter Ablauf). Ein Leerbleiben der Zeilen 
,,Date of Exit'^ und ,,Mode of Exit" bedeutete, daß die Versicherung 
am Schlüsse des Zähltermins (Policendatum 1893) noch in Kraft war. 

A. 



New PolieUs.^s,,^^ 

N0._ £..150.. 

CLASS PROFIT OR NOT . . P. . 


DATE- D. M. 
OF BIRTH 4 6 
OF ENTRY 3 6 
OF EXIT 9 7 


YEAB. 
1850 
1870 
1877 




Dnration of Policy . 


7 




Age at Entrj .... 
Age at Exit 


HO 




MODE OF EXIT ( 


W.) 1 


REHARE8. 







Form und Inhalt der bei der österreichischen Messung verwendeten 
Zählkarte sind aus dem im selben Maßstab gehaltenen Bilde 6 zu 
entnehmen. An unterscheidenden Merkmalen gegenüber der eng- 
lischen Karte seien angeführt die Angaben über Mit-, Vor- und 
Nachversicherungen, die wegen der Auslese als Zähleinheit, aber auch 
zum Zwecke der leichteren Feststellung mehfacher Versicherungen 
aufgenommen sind; die Weglassung des Tages im Datum, die Forde- 
rung des Geburtsort und des vollen Geburtsdatum« zum Zwecke der 
Identifizierung der mehrfach Versicherten. Zur Bezeichnung der Art 
des Austrittes dienten die Buchstaben T (Tod), A (Ablauf), E (Er- 
reichung des Fälligkeitstermins), R (Rückkauf), S (Storno mangels 
PriLmienzahlung); bei Policen, die am Endtermin der Zählung noch 
in Kraft waren, wurde links von „Art des Austrittes" die Zahl „1900^ 
aufgedruckt. Bei Tod wurde auch die Todesursache erfragt, um eine 
Spezialuntersuchung nach dieser Richtung zu ermöglichen.^) Die 

1) Eine solche ist ausgeführt worden von G.Bo am anith,yenich.-wissensch. 
MitteU. d. mathem.-statist. Vereinig. IV (1909), p. 146—176. 
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Rubriken „Kategorie nach Höhe der Versicherangssumme'^ und,^twaige 
Pramienerhöhung'^ waren darauf angelegt, die Untersuchung auch auf 
die Höhe der yersicherten Summe und auf minderwertige Leben er- 
strecken zu können; man nahm jedoch hiervon Abstand. 



B. 



0efl6Uich»fl 



Nr 



3^ 



S ? • 



« p<5 



AufOrandd. nnprüngl. ftratl. Untennoh 



} 



beffteh. Mitrersioh. i »nsgMt ErMtspoL 



Datum der Geburt .... 
des wirkl. Austrittes 
rechn.-mäß. 
Eintrittes . 

Dauer der Beobachtung 



M 
»> 
» 






j> 



Jahr 



Monat 



Art des Austrittes 

Todesnrsache — 



Name and Voi:{^ame 



geboren in 
am 



Vor- oder 
Nachversich. 



Im Gegensatze zu der Terhältnismäßigen Einfachheit dieser Karten 
steht die Komplikation und der Datenreichtum der Zählkarten, die 
bei der jetzt beginnenden deutschen Sterblichkeitsuntersuchung (s. 
Schlußabsatz Ton Nr. 233) Verwendung finden werden. Die Grundkarte 
ist hier in 52 Felder eingeteilt, welche teils den persönlichen An- 
gaben über den einzelnen Versicherungsfall, teils den zu bildenden 
Gruppen und Gesamtheiten zu dienen haben. Die Einrichtung ist so 
getroffen, daß ein Teil der Angaben durch Auszacken des Randes an 
bestimmten Stellen gemacht wird. Auch die Nebenkarten, die für 
verschiedene Spezialuntersuchungen bestimmt sind, zeigen ein ähn- 
liches, nur wenig vereinfachtes Bild. Für die Untersuchungen sind 
folgende Gesichtspunkte in Aussicht genommen, wenigstens soll f^Lr 
manche derselben die spätere Möglichkeit gesichert werden: Allge- 
meine Sterblichkeit der Kapitalversicherungen auf den Todesfall; 
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Spezialantersncliung nach einzelnen Tarifen, nach dem Beruf, nach 
Kategorien der Yersicherungssumme; nach Körpermaßen (Brust, Bauch, 
Gh*öße, Gewicht), nach Risikoklassen (überstandene Krankheiten, Krank- 
heitsanlagen, Antezedentien), nach Todesursachen. 

286. Die Tafeln der 23 dentBChen OeeeUschaften. Als 

Zähleinheit wurde die Person festgesetzt. Von den 982520 Zähl- 
karten, welche die an dem großen unternehmen beteiligten 23 Ge- 
sellschaften (21 deutsche, je 1 österreichische und schweizerische) auf 
Grund einer Instruktion einsandten, verblieben nach Ausscheidung von 
124020 Stück (davon 116825 wegen mehrfacher Versicherung) 

858500, 

die der Bearbeitung unterzogen wurden. 

Aus diesem Material sind durch Zerlegung desselben in vier 
Kategorien und Trennung jeder E^ategorie in die beiden Geschlechter 
acht Original- Sterbetafeln abgeleitet worden; diese Kategorien sind: 

1) Personen mit vollständiger ärztlicher Untersuchung und nor- 
maler Prämie (die zugehörigen Tafeln für Männer, beziehungs- 
weise Weiber führen die Bezeichnungen MI., WI.); 

2) Personen mit vollständiger ärztlicher Untersuchung und er- 
höhter Prämie (MH., WIL); 

3) Personen mit unvollständiger ärztlicher Untersuchung (Be- 
gräbnisgeld- und Sterbekassenversicherungen [MIIL, Will.]); 

4) Personen ohne ärztliche Untersuchung (Erlebens- und Renten- 
versicherungen [MIV., WIV.]). 

Die Zeitangaben, die eingefordert wurden, entsprechen den An- 
forderungen an eine strenge Sterblichkeitsmessimg; jede Karte hatte 
zu enthalten: das Datum des Austrittes, des Eintrittes und der Ge- 
burt nach Jahr, Monat und Tag, so daß Beobachtungsdauer, Eintritts- 
und Austrittsalter in voller Schärfe berechnet werden konnten. 

Außer diesen Angaben trug die Karte: das Merkmal der Kategorie 
und des Geschlechtes, dem sie angehört; die Bezeichnung der Gesell- 
schaft, von der sie abstammte, und die Policennummer; die Bezeichnung 
der Art des Austrittes; die Angabe der Todesursache; die Bezeich- 
nung des Domiziles; die genaue Namensbezeichnung des Versicherten. 

Um den Gang der Arbeit klar zu machen, bedienen wir uns der 
geometrischen Darstellung (Nr. 215 — 217). Die Zeitangaben gestatten 
es, für jede beobachtete Person eine Beobachtungslinie zu konstruieren, 
deren Anfangspunkt {E) dem Eintritt, deren Endpunkt dem Austritt 
und deren Länge der Beobachtungsdauer entspricht. Die Angaben 
über die Art des Austrittes führen femer zu einer Scheidung der 
Austrittspunkte in drei Kategorien: in Sterbepunkte {T), in Punkte 
des Ausscheidens bei Lebzeiten (A)^ in Punkte des Ausscheidens aus 
der Beobachtung durch Erreichen des Schlußtermines der Beobach- 
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tungen im rersiclierteD Zustande (7); dieser Endtermin war mit dem 
31. Dezember 1875 feetgesetzt. 

Die Fig. 50 zeigt cW s 

rakteristische Beispiele aller in 

Betraclit kommenden Beobaeh- ^ 

tongslinien. Der Eintritts- 
pimkt liegt durcbwegs auf der 
Altersstafe 57 — 68, aber in 
Terschiedenen Geburtejabren: 
es handelt sieb also am Per- 
sonen, deren Eintrittsalter zwi- 
schen 57 Jahren (einschl.) und 
58 Jahren (auBschl.) liegt, ohne 

Rücksicht auf die Zeit der Ge- ng. m. 

hurt. Im besonderen betrifft: 

fjT'j eine Person, die im Eintrittsjahre gestorben ist; 

i'gJ'j eine Person, die auf einer späteren Altersstufe starb-, 

E^A^ eine Person, welche im Eintrittsjahre lebend ausschied; 

E^A^ eine Person, die in einem späteren Ältersjahre lebend ansschied; 

E^V^ eine Person, die im Eintrittsjahre den Endtermin versichert 
erreichte; 

E^ Fg eine Person, bei der dies auf einer späteren Altersstufe ge- 
schah. 
Diese Übersicht laßt nnn deutlich das Prinzip erkennen, nach 
welchem die Karten gruppiert und gezählt wurden. 

a) Zuerst erfolgte die Bildung von Eitrtengruppen gleüAm Ein- 
trittsalters; 

b) jede solche Gruppe wurde in Untei^mppen glichen Austritts- 
aUers zerlegt; 

c) jede dieser Untergruppen wurde nach den drei Arten des Aus- 
trittes wieder in drei Untergruppen geteilt, und an diesen erfolgte die 
Zäidung und erste Tabellarisierung. 

Hiemach wird der Inhalt der Kolonnen 1, 2, 3, 4 der nach- 
folgenden Probetabelle sofort verständlich, welche der Kategorie MI. 
entnommen iat.^) 

Man liest aus dieser Tabelle, daß 1213 Personen vom vollendeten 
57. bis vor Vollenduag des 58. Lebensjahres eintraten, daß 8 davon 
schon auf dieser Altersstufe gestorben, 37 lebend ausgeschieden sind 
und 11 aus der Beobachtung ausgetreten sind, weil sie den Endtermin 
versichert erreichten; daß diese Fälle beziehungsweise bei 32, 6, 50 Per- 
sonen erst auf der Altersstufe 65 — 66 sieb ereigneten. 

Das Verständnis der Übrigen Kolonnen, deren Gewinnung durch 

1) 1. c, p. 82. 
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die übersclLrifteii in deutlicher Weise beschrieben ist, wird durch die 
Entwicklangen in Nr. 232 vermittelt. Die Zahlen der EoL 7 geben 
an, wie viele von den ursprünglich eingetretenen (1313) Personen auf 

MI. Tabelle L 



ElntrlttBalteri 57 Jahre elnschL bis in &S Jaliren anSBchl. 
Eingetretei) : ISIS Persouen. 



den einzelnen Altersstufen auf die durch die Kol. 2, 3, 4 unter- 
schiedenen Arten „ans der der Beobachtung" ausgeschieden sind; ihre 
Samme stimmt daher mit der Anzahl der Eingetretenen tiberein, die 
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auch als erste Zahl der Eol. 8 figuriert; die zweite , dritte y • • • Zahl 
dieser Eoloime bezeichnet somit die ZiJil derer, die unter Beobach- 
tung das Alter 58^ 59, • • • überschritten haben. Wenn man also die 
in Nr. 232 bei Formel (6) erläuterte rechnutigsmäßige Zahl der Über- 
lebenden: 

für die aufeinander folgenden Alter bestimmen will, so ist die Aus- 
führung in der ersten Zeile eine andere als in den übrigen Zeilen, 
und zwar ist in der ersten Zeile: 

^ - 0, B = 1213 (erste Zahl der Kol. 8), 

y = 24 (erste Zahl der Kol. 6), 

j, . B — C erste Zahl der Kol. 8 . rr i_i j v ^ a 

A -\ -— — r erste Zahl der Kol. 6; 

in den folgenden Zeilen: 

A = Zahl der KoL 8, B - 0, -J - Zahl der Kol. 6, 

A + -i^ - Zahl der Kol. 8 - Zahl der Kol. 6. 

Die „Deutschen Sterblichkeitstafeln'' bezeichnen die Zahlen der 
Kol. 9, denen wir hier den Namen ^^rechnungsmäßige Anzahl der Über- 
lebenden'' gegeben haben, als „durchlebte Beobachtungsjahre oder Per- 
sonen unter einjährigem Risiko auf der betreffenden Altersstufe"; diese 
Bezeichnung wäre nur dann zutreffend, wenn die Todesfälle jeder 
Altersstufe sämtlich am Ende derselben einträten. Wenn jedoch R o g h ^ ^) 
in diesem Umstände eine Fehlerquelle der Deutschen Sterblichkeits- 
tafeln erblickt, so beruht dies auf einem Irrtum; denn wie eben ge- 
zeigt worden, entspricht die Berechnung dieser Zahlen und ihre 
weitere Verwendung für die Sterblichkeitsmessung vollkommen der 
Formel (6) in Nr. 232. 

Was diese Verwendung anlangt, so geschieht sie in folgender 
Weise. Überlebende eines bestimmten Alters und Gestorbene auf der 
ihm folgenden Altersstufe gibt es aus allen vorangehenden Eintritts- 
altern; man braucht sie nur aus den Tabellen der eben yorgefuhrten 
Art (KoL 9 und KoL 2) herauszuheben und zusammenzustellen; dies 
gibt Anlaß zu einer zweiten Tabellarisierung , von welcher wir nach- 
stehend wieder eine Probe aus der Kategorie MI. mitteilen'): 



1) L c, p. 96. 

2) L c, p. 84—86. 
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Ml. 


TabeUe UI. 




TIliitrittaAlter 


Durchlebte 








BeobachtungB- 
jähre 


Gestorbene 


von Jahr 


bis Jahr 


Tab. I, Kol. 2 


einflchl. 


ansschl. 


Tab. I, Kol. 9 






1 


Beobaehtungsalter 




40 


14- 


-15 


1 




15 




1 


— 


16 






— 


17 


1 


1 




18 


! 


3 


— 


19 




4 




20 




y 




21 




44 


— 


22 




72 


— 


28 




145 


2 


24 




267 


3 


25 


1 


581 


8 


26 




776,5 


11 


27 




1 1158 


15 


28 


! 


1 782,5 


26 


29 




2 579,6 


82 


30 




8 881 


37 


31 




4 282 


69 


32 




6 406,5 


55 


38 




1 6 292 


66 


34 




7 428 


75 


35 




8 112,6 


97 


36 




8 826 


91 


37 




9 058 


124 


38 




9 656 


101 


89 




10 669 


108 


40- 


41 


6 061 


41 



Sa. 



85 020,6 



940 



Aas dieser Tafel geht hervor, daß z. B. von den zwischen 25 und 
26 Jahren eingetretenen (rechnungsmäßig) 531 das Alter 40 überlebten 
und davon 3 im Alter von 40 bis 41 Jahren starben, und daß von 
allen Eingetretenen der Kategorie (es waren deren 341 744) rechnungs- 
mäßig 85020,5 das Alter 40 überschritten und 940 vor Vollendung 
des Alters 41 durch Tod abgingen; daraus ergibt sich für die Sterbens- 
wahrscheinlichkeit der 40-jährigen der empirische Wert: 

3« = 86'^o76 = 0.01106, 

der denn auch in der Tabelle V ^) bei dem Alter 40 eingetragen und 
mit den andern auf gleiche Weise bestimmten Werten zur Konstruktion 
der Sterbetafel verwendet erscheint. Diese geht in der Weise vor 
sich, daß der Reihe nach folgende Kolonnen gerechnet werden: 



1) 1. c. p. 104. 
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(5) 
(6) 

(7) 4+;^logi), = logi. 

(8) 
(9) 

(10) 



p. - 1 - ff. 


logP. 


X 

15 


h 


^x^h K+i 


CO 

X 


Ix 2 "«' 



(11) 

(5) sind also die Lebenswahrscheinliclikeiten; (6) deren Logarithmen; 
(7) die Logarithmen der Zahlen der Überlebenden^ wenn für das 
Alter 15 die Basis 10000 gewählt wird; (8) die Zahlen der Über- 
lebenden selbst; (9j die Zahlen der Gestorbenen; (10) die bis zum 
höchsten Alter summierten Zahlen der Überlebenden; (11) die yoUen 
mittleren Lebenserwartungen (vgl. Nr. 177 u. 179). 

Auf die beschriebene Art sind alle acht Kategorien von Ver- 
sicherten aufgearbeitet worden. Aus den gewonnenen Originalresultaten 
hat A. Zillmer ^^ausgeglichene Sterblichkeitstafeln^' gerechnet, und 
zwar im ganzen neun^ deren Bedeutung aus den nachfolgend zusammen- 
gestellten Bezeichnungen ersichtlich ist: 

ML, WL, M u. WL, 

MIT., WU., M u. WIL, 

Mm., Win., M u. WIIL. 

Die letzte Tafel der ersten Gruppe ist in den ersten drei Kolonnen 
der Tafel V am Ende dieses Buches mitgeteilt. 

236. Die englische Bterblichkeitsmessnng 1863—1893. 

Die Gesichtspunkte, mit welchen die Einleitung dieses bisher größten 
Unternehmens begründet wurde, waren die folgenden. Die neuesten 
Tafeln über versicherte Leben ^) stützen sich auf Beobachtimgen, die 
vor 30 Jahren abgeschlossen worden sind, und die Rententafeln be- 
treffen lediglich Staatsrentner. Seither haben sich die Lebensbedingungen 
der Bevölkerung geändert, was darauf schließen läßt, daß auch die 
Sterblichkeitsrate eine andere geworden ist. Die Tafeln des Instituts 
der Aktuare sind des weiteren auf Erfahrungen gegründet, die äußerst 
spärlich erscheinen im Vergleich zu dem heute bei den Anstalten an- 
gesammelten Material, und diese Erfahrungen erstrecken sich überdies 



1) Gemeint sind die Tafeln der 20 britischen GesellBohaften. 
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über eine sehr lange^ bis zum Beginn des Jahrhunderts reichende 
Periode. Dies alles zeitigt das Bedür&ds^ Tafeln zu konstruieren, die 
sich auf Erfahrungen an der gegenwärtigen Oeneration gründen und 
in befriedigender Weise die charakteristischen Züge in der Sterblich- 
keit unter Versicherten darstellen^ wie sie durch die Auslese am 
Beginn und die darauffolgende Versicherungsdauer beeinflußt ist. 

Die Durchführung dieses Programms kann hier nur an einer 
knappen Übersicht und einigen charakteristischen Einzelheiten gezeigt 
werden^ durch die sich die vorliegende Arbeit von ihren Vorgängerinnen 
wesentlich unterscheidet. 

Die Gliederung der Untersuchungen erfolgte nach folgenden 
Momenten: 

1. Nach der Versicherungsart; 

2. nach dem Geschlecht; 

3. nach Beteiligung und Nichtbeteiligung am Gewinn; 

4. nach „alten^^, ,^euen*' und „vereinigten" Versicherungen; 

5. nach Alter und Beobachtungsdauer. 

Was den ersten Punkt anlangt^ so sind folgende Haupfkombi" 
nationen unterschieden worden: 

0, Gewohnliche TodesfaUversicherungen mit lebenslänglicher gleich- 
bleibender Prämienzahlung; 

E. Gemischte Versicherungen; 

Ä. Renten; 
an untergeordneten ^e^kombinationen: 

OL. Todesfallversicherungen gegen einmalige oder begrenzte Prä- 
mienzahlung; 

OA, TodesfaUversicherungen gegen steigende Prämie; 

T. Temporäre Kapital Versicherungen; 

JL. Versicherungen verbundener Leben; 

C. Überlebensversicherungen. 

Die Unterscheidung nach dem zweiten Moment, dem Geschlechte, 
erfolgte bei 0, E, A und JL] sonst wurden nur männliche Personen 
untersucht. 

Die Differenzierung nach dem 3. Merkmal geschah nur bei 0. 

Die Gliederung nach 4. hatte den Zweck , den zeitlichen Ände- 
rungen der Sterblichkeit nachzuforschen. 

Die Gliederung 5. ist konsequent durchgeführt und in den Resul- 
taten einmal in Selekttafeln über die ersten 10 Versicherungsjahre, 
dann in abgestutzten und schließlich bei der Kombination in einer 
zweifach abgestuften Tafel zum Ausdruck gebracht worden. 

Von 66 beteiligten Anstalten lieferten 60 ihre Erfahrungen über 
Eapitalversicherungen, 43 über Renten. 

Die Beobachtungsperiode war derart festgesetzt; daß Policen, 
die, aus einer firüheren Zeit stammend, 1863 am Jahrestage des Eintritts 
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noch in Kraft waren^ mit diesem Tage als ^^alte^ Policen in die Be- 
obachtung eintraten^ und Policen, die zwischen dem 1. I. 1863 und 
31. XII. 1892 in Erafk traten , i^ ^^neue^' Policen behandelt wurden. 
Beide Gattungen zusammen bildeten die ^^yereinigten'^ Beobachtungen. 

Die Untersuchung bezog sich nur auf solche Leben, die bei ihrem 
Eintritt in die Versicherung in den vereinigten Königreichen wohnten; 
ausgeschlossen waren Versicherungen gegen erhöhte Prämie (wegen 
der Beschäftigung oder mit ROcksicht auf Minderwertigkeit oder aus- 
ländischeü Wohnsitz); ausgeschlossen Leben, die ohne ärztliche Unter- 
suchung Aufnahme fanden (ausgenommen natürlich die Rentner); aus- 
geschlossen endlich übernommene Rückversicherungen. 

Die Verteilung der 1 138 359 eingelieferten Zählkarten, über deren 
Form in Nr. 234 berichtet worden ist, nach Kombination und Geschlecht 
ist aus folgender Zusammenstellung zu ersehen: 



EombiDation 


Männlich 


WeibUch 





785 222 


62362 


E 


114981 


6 798 


A 


9 700 


24300 


OL 


39019 


799 


OA 


25535 


1074 


T 


13 731 


2084 


JL 


9668 


7 547 


C 


3987 


1552 




1 031 843 


106 516 



Für den eigentlichen Umfang des Beobachtungsmaterials sind aber 
nicht diese Zahlen, sondern die unter Risiko zugebrachten Jahre und 
die beobachteten Todesfälle maßgebend. Diese Angaben in Verbindung 
mit den offiziellen Zeichen für die betreffenden Sterbetafeln sind in 
der folgenden Tabelle verzeichnet, die sich jedoch nur auf die wich- 
tigsten Kombinationen erstreckt, die Aggregattafeln betrifft und bei 
die am Gewinn beteiligten mit den nichtbeteiligten zusammenfaßt. 



Zeichen der 
Tafel 



Kombination 



Beobachtungsjahre 



Todesfälle 



QEM 

OEF 

Oam 



männlich 
weiblich 
E männlich 
E weiblich 
A männlich 
A weiblich 



7 659 464 

619 052 

897 678 

42 646 

53 599 

178 519 



195 771 

19 905 

6 021 

304 

4 427 

11 100 



Die vorstehenden Zeichen beziehen sich auf vollständige Aggregat- 
tafeln; bei abgestutzten kommt zu dem symbolischen Exponenten noch 
die Anzahl der fortgelassenen Versicherungsjahre in runder Klammer 
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(also z. B. 0*^(*\ o«/(io) nsw.), bei Sdektionstalein ist um den sym- 
bolischen Exponenten eine eckige Klammer angebracht (z. B. 0^^\ 
Of*^3 usw.). 

Bezüglich der Zeifbestimmungen sei das folgende ausgeführt. 

Als tabellarisches EintriHsalter galt durchwegs das Alter an dem 
dem Abschluß der Versicherung bzw. dem Ankauf der Rente nächst- 
liegenden Geburtstage; es kann sich daher von dem wirklichen Alter 
höchstens um Y, Jahr nach auf- oder abwärts unterscheiden. 

Die Versicherungsdauer wurde nach Versicherung^2ihTen bemessen 
und grundsätzlich nur in ganzen Jahren tabellarisiert. Dem war 
einerseits schon die Bestimmung über den Eintritt der ,^alten^^ Ver- 
sicherungen in die Beobachtung^ andererseits durch die Festsetzung 
Torgearbeitety daß die am Schlüsse der Zählperiode verbleibenden Ver- 
sicherungen nicht an einem festen Tage^ etwa dem 31. XU. 92, sondern 
mit dem Jährungstage 1893 aus der Beobachtung ausschieden. Die 
Todesfälle wurden mit der „abgekürzten", d. i. mit jener Versicherungs- 
dauer eingetragen, die am Beginn des unvollendet gebliebenen Ver- 
sicherungsjahres abgelaufen war. 

Bei den stornierten, sowie bei den durch Erleben eines festgesetzten 
Termins erloschenen Versicherungen kam jedoch die unterjährige 
Dauer während des letzten, angebrochenen Versicherungsjahres in 
Rechnung und dies in einer bemerkenswerten Weise. Das übliche 
Näherungsverfahren (s. Nr. 232) besteht darin, daß man Ausscheidungen 
während des ersten Halbjahres mit 0, jene des zweiten Halbjahres 
mit 1 zählt. Bei gleichmäßiger Verteilung der Ausscheidungen über 
das Versicherungsjahr wäre dieser Vorgang genau zutreffend. Diese 
Voraussetzung war aber bei dem in Rede stehenden Material, wie 
Probezählungen ergeben hatten, nicht erfüllt. Zwischen der wirklich 
unter Beobachtung zugebrachten und der nach jener Näherungsmethode 
berechneten Zeit zeigten sich beträchtliche Unterschiede. Um zu 
einem besseren „modifizierten Naherungsverfahren^^ zu gelangen, 
hat man über die Verteilung der Storni eine Hilfsuntersuchung an- 
gestellt und daraus auf empirischem Wege die folgende Regel abgeleitet: 

Sind W{V) Tr(4) W{1) Tr(lO) 

die Storni aus dem 0. — 2., 2.-6., 6. — 8., 8. — 12. Monat 

und bezeichnet W die Oesamtzahl der Storni des betreffenden Ver- 
sicherungsjahres (des 1., 2., 3., • • *), so wird die in dieses fallende 
Dauer der stornierten Versicherung mit 

I w{i) + wm +-^w 

angesetzt, wobei die angezeigten Divisionen nach bestimmten Regeln 
nur auf ganze Quotienten verrichtet werden. 

Bezüglich der durch Erleben eines Termins abgelaufenen Ver- 
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Sicherungen wurde eine ähnliche Hilfsuntersuchung angestellt und zu 
einer Regel formuliert. 

Neuartig waren weiter die Grundsätze^ nach welchen die mehr- 
fachen Versicherungen behandelt worden sind; dabei wurde ein Unter- 
schied gemacht; je nachdem es sich um die Herstellung von Selekt- 
oder Aggregattafeln handelte.^) 

Von den Ergebnissen der vorstehenden Messung ist in Tafel VI 
am Schlüsse des Bandes die zweifach abgestufte Tafel 0^^ mitgeteilt 
als Beispiel der modernsten Form einer Sterbetafel versicherter Leben. 
Zur Lesung dieser Tafel sei noch das folgende bemerkt. Verfolgt 
man die Zahlen, von einem Beitrittsalter [x] beginnend, in horizon- 
taler Richtung bis zur letzten Kolonne und dann in dieser vertikal 
nach abwärts, so hat man die Absterbeordnung der im Alter [x] ein- 
getretenen vor sich; so vermindern sich beispielsweise 87153 Per- 
sonen, die im Alter von 30 Jahren in die Versicherung eingetreten 
sind, bis zum Alter 85 nach Maßgabe der Zahlen 86881, 86445, • • • 
81349, 80547, 79723,... 6105,6. — Aus der Tafel der Lebenden 
ergibt sich eine zweifach abgestufte Tafel der Gestorbenen durch Sub- 
traktion nebeneinander, in der Schlußkolonne durch Subtraktion unter- 
einander stehender Zahlen; es sterben also von den 87153 eingetretenen 
Dreißigjährigen im ersten Versicherungsjahre 272, im zweiten 436, • . . 
vom 39. zum 40. Lebensjahre 772, vom 40. zum 41. Lebensjahre 
802, • * •. In dem Tabellenwerk sind die Zahlen der Toten schärfer 
(mit Dezimalen) bestimmt. 

Noch sei angefügt, daß zur Konstruktion der Tafel der Lebenden 
aus den Sterbenswahrscheinlichkeiten nur eine Grundzahl willkürlich 
anzunehmen ist: hier ist es I^^q^ = 100000. 

237. Die österrelohisohe Sterblichkeltsmessimg. Die An- 
regung zu diesem groß angelegten unternehmen ging von E. Blaschke*) 
aus, der auch die Grundzüge des Planes festgestellt hat. 

Bei der Gliederung des Materiales waren folgende Momente maß- 
gebend. 

1. Die Versicherungskombination; 

2. das Geschlecht; 

3. die Zugehörigkeit zum alten oder neuen Bestände; 

4. Alter und Beobachtungsdauer. 

Was das erste Merkmal anlangt, so erstreckte sich die Untersuchung 
auf folgende Gruppen: 

a) Gesamtmaterial, ohne Bücksicht auf die Kombination, Männer; 

b) Gesamtmaterial ohne Rücksicht auf die Kombination, Frauen; 

1) Vgl. hierzu des Verf. Darstellung in der Zeitschr. f. d. ges. Versich.- 
Wissensch., V. (1905), p. 816—346. 

2) Der bezügliche Vortrag vom 2. XU. 1899 ist im 2. Hefte der Mitteil, der 
österr. und ungar. Versicherungstechniker yerOffentlicht. 
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c) Todesfallversicherangen mit lebenslänglicher Prämienzahlung, 
Männer; 

d) Gemischte Versicherungen; mit Einschluß der TodesfaUver- 
Sicherungen mit abgekürzter Prämienzahlung, Männer. 

Bei den Gruppen a) und b) wurden überdies die Versicherungen 
alten und neuen Bestandes getrennt behandelt. 

Die Unterscheidung nach dem vierten Merkmal kam in allen 
Teilen zur Durchführung und führte zu Selekttafeln für die ersten 
10 Versicherungsjahre und zu abgestutzten Aggregattafeln, neben 
welchen selbstverständlich auch vollständige erstellt worden sind. 

An der Zusammentragung des Materials hatten sich 28 Anstalten 
beteiligt 

Als BeobacfUirngspeniode war der Zeitraum vom 1. I. 1876 bis 
31. XII. 1900 bestimmt. Jene Versicherungen, die vor dem 1. I. 1876 
abgeschlossen in diesen Zeitraum fortdauerten, wurden als „alter Be- 
stand^ zusammengefaßt, während die nach diesem Datum abgeschlos- 
senen den „neuen Bestand'' bilden. 

Die Untersuchung bezog sich auf Personen, die in Österreich 
domizilierend bei den in diesem Staatsgebiet arbeitenden Gesellschaften 
Versicherungen abgeschlossen hatten. 

Es ist ein Grundzug der österreichischen Messung, der ihr in der 
Geschichte der Sterblichkeitsuntersuchung an Versicherten eine blei- 
bende Stellung einräumt, daß die Zählung nach zwei Einheiten, der 
Auslese und der Person, vollständig durchgeführt und dadurch ein 
entscheidendes Experiment für die Beantwortung der Frage geliefert 
wurde, ob die Selektionszählung neben der Persouenzählung praktische 
Berechtigung besitzt (s. Nr. 234). 

Wie sich die Zählkarten auf die beiden Zählungsmodi verteilten, 
geht aus der folgenden Tabelle hervor, die sich auf die vollständigen 
Aggregattafeln bezieht und neben den Tafelbezeichnungen auch die 
unter Beobachtung zugebrachten Jahre und die Todesfälle angibt. 



Zeichen 
der Tafel 


Kom- 
bination 


Behandelte 
Zählkarten 


Be- 

obachtnngs- 

jahre 


Todesfälle 


I'' 

Ml. 

M% 


a) 
b) 

c) 
d) 


484 918 

410 067 

88 168 

78 466 

227 067 
199 816 

262 606 

282 417 


8 489 779 

2 890 288 

682 989 

637 869 

2 104 674 
1 888 421 

1 861 278 

1 196 818 


62 769 
62 989 
16 604 
14 121 

61628 
44 219 

11616 

10 466 
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Die Grondbachatabeo M, F uaterscheiden Männer und Fraoen, 
die in Gxponentform gesdtriebenen S, P die Selektions- von der Per- 
gonenzahlang, bei den Selekttafeln sind sie in eine eckige Klammer 
eingeschloBsen, z. B. M , iVj. ii. &., bei den abgeetotzten Tafebi ist 
die Anzahl der unterdrückten Änfangsjabra nnten dorch eine mnd 
eingeklammerte Ziffer ersicbtlicb gemacht, z. B. -3^ig,, ^g,a u- ä. a. 

Wie schon gelegentlich der Besprechung der Zähleinheiten feat- 
gestellt wurde, h#ben die beiden Zühlnngsweisen zn Resultaten gefllhrt, 
die rom Standpunkte der VerBicherungspraxis als gleichwertig er- 
achtet werden können. Beleg daitlr sei die folgende Tabelle, die für 
TOD 5 zu 5 Jahren fortschreitende Alter die nach der Selektions- 
zäblung (S) und der Personenzählnng (P) geiHindenen unaosg^licbenen 
Sterben swabrscheiDlichkeiten (in Einheiten der dritten Dezimale) neben- 
einander stellt^ wobei alle Versicbemngsdaaeni zoaammengefkßt sind. 



Bei der Beurteilung dieser Tatsache darf der Umstand nicht Über- 
sehen werden, daß das Material mehrfache Yersichemngen in sehr 
beträchtl icher Menge enthielt. Das prozentische Verhältnis der auf 
mehrfache Yersichenutgen bezüglichen zu den behandelten Karten 
Oberhaupt gestaltete sich nämlich wie folgt: 

bei a) b) o) d) 

Selektionszählnng 39,8 20,8 40^ 38,8 

Personenzählung 27,6 16,1 32,0 30,8. 

N'och eines Voi^angs soll Erwähnung geschehen, der bei der in 

Bede stehenden Messung zam ersten Male befolgt worden ist. Der 

Bearbeitung des Gesamtmaterials ging die Einzelantersnchung der 

kooperierenden Gesellschaften voraua bis zur Heratellong für sie gelten- 

Cinbar, WahnahtlnlliihkEitKWihnang. IL >. Anll, ^^ 
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der Sterbetafeln^ betreffend die männlichen Versicherten in toto und 
die gemischten Yersichemngen, jedesmal nach Selektions- nnd nach 
Personenzahlung. Diese Vorarbeit, deren Resultate selbstverständ- 
lich unveröffentlicht blieben, bot eine Prüfung des Gesamtmaterials auf 
den Grad seiner Homogenitat. 

Die Tabellarisierung der Beobachtungen ist — dies sei als weitere 
Besonderheit der österreichischen Messung hervorgehoben — auch in 
solcher Art erfolgt^ daß eine Untersuchung des Einflusses der Geburts- 
zeit ermöglicht ist. 

Aus den Ergebnissen der österreichisch-ungarischen Sterblichkeits- 
messung sind in Tafel VII die Absterbeordnungen für die gemischte 

Versicherung mitgeteilt, und zwar die volle Aggregattafel ÄH^, die 
um die ersten 5 und die um die ersten 10 Versicherungsjahre ge- 
kürzte Aggregattafel, AH^.j. und ÄH^.^^y Über den Umfang des 

diesen Tafeln zugrunde liegenden Beobachtungsmaterials geben die 
folgenden Zahlen Aufschluß: 

Zahl der 
Beobaehtungsjahre Todesfälle 



^^l 


2423093 


20076 


-^■^0(6) 


1005235 


11679 


■^-^fl(lO) 


382104 


5491. 



Die Tafeln sind aus den Resultaten der beiderseitigen Selektions- 
zahlungen abgeleitet. 

288. Vergleichende Betrachtnngen ttber Sterblichkeit 
und SterbUchkeltstafeln. Um die vorstehenden theoretischen Aus- 
führungen über den Sterblichkeitsverlauf unter Versicherten und die 
verschiedenen ihn darstellenden Tafelarten ziffernmäßig zu beleuchten^ 
sei zum Schlüsse eine Zusammenstellung vergleichender Tabellen vor- 
gefQhrty welche die verschiedenen als maßgebend hervorgehobenen 
Momente zum Ausdruck bringen. 

Dem späteren Inhalt vorgreifend sei noch bemerkt, daß die 
vorgeführten Zahlen zum Teil unausgeglichene Resultate sind, wie 
sie sich aus den Beobachtungen unmittelbar ergeben , zum Teil aus- 
geglichenen Zahlenreihen entstammen^ die das Ergebnis einer rech- 
nerischen Bearbeitung der ersteren bilden. Die ausgeglichenen Zahlen- 
reihen sind es, von welchen die Praxis Gebrauch macht. 

a) Um den Einfluß des Geschlechts zu zeigen, seien die Sterb- 
lichkeitspromille (d. i. die tausendfachen Sterbenswahrscheinlichkeiten) 
für die von 10 zu 10 Jahren fortschreitenden Alter 20 — 90 aus der 
jüngsten englischen Messung angeführt; es sind unausgeglichene Werte, 
die die größere Sterblichkeit der weiblichen Versicherten in den jün- 
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geren Jahren, ihre niedrigere Sterblichkeit in den höheren Altem als 
Grundzug erkennen lassen, der sich allgemein bemerkbar macht. 





Tafel 


Alter 


— - — — 






0' 


(f 


20 


4,S1 


4,96 


so 


6,87 


7,88 


40 


9,16 


11,78 


60 


15,SS 


18,40 


60 


29,16 


26,40 


70 


68,34 


64,76 


80 


141,61 


147,86 


90 


268,10 


261,16 



Eine weitere bemerkenswerte Illustration dieses Moments wird 
sich unter b) ergeben. 

b) Wie erheblich sich die Wahl der VersichenmgsJcombinatwn 
geltend macht und welch großer Unterschied insbesondere zwischen 
Tocfes/oKversicherungen einerseits und ^le&eM^ersicherungen, worunter 
Benten die Hauptgattung bilden, andererseits besteht, wird der Zu- 
sammenhalt der folgenden Tabellen zeigen. 

Die erste bringt die ausgeglichenen Sterblichkeitspromille, wie sie 
sich aus der österreichischen Messung für reine Todesfall- und für 
gemischte Versicherungen männlicher Personen ergeben haben; man 
achte hier auf die wesentlich günstigere Sterblichkeit der zweiten 
Kategorie gegenüber der ersten. 



Alter 



Tafel 



M 



s 



Ml 



6,61 


2,94 


7,81 


4,88 


11,06 


7,88 


19,28 


14,04 


87,20 


28,60 


76,68 


69,48 


166,14 


124,04 


807,34 





20 
80 
40 
60 
60 
70 
80 
90 

Die zweite und dritte Tabelle betreffen die Sterblichkeit unter 
männlichen und weiblichen Rentnern aus drei verschiedenen Gebieten; 
in der zweiten Tabelle sind ausgeglichene Sterblichkeitspromille für 
einzelne nach Dezennien fortschreitende Alter angegeben; anders ist 
die dritte Tabelle angeordnet: sie enthält unausgeglichene Durch- 
schnitts -Sterblichkeitspromille nach dem in Nr. 228, IIa) erklärten 
Prinzip, für beide Geschlechter. 

Aus diesen Tabellen geht, wenn man sie mit der Tabelle unter 
a) und mit der ersten unter c) vergleicht, hervor, daß die Sterblich- 
keit unter den Rentnern einen wesentlich günstigeren Verlauf nimmt 
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als unter den für den Todes&ll Versicherten, und des weiteren, daß 
auch hier die weiblichen Personen den mannlichen gegenüber durch 
geringere Sterbensintensitat sich auszeichnen. 





Deutsche Rentner- 


FranzOs. 


Rentner- 


Alter 


Tafel 


Alter 


Sterbetafel (1898) 
Männer Frauen 


Sterbetafel 1900-D 
Männer Frauen 


^am 


d"' 




1 , . 


— 




50—54 


20,05 


12,87 


26 


7,6 3,2 


6,4 


8,6 


55—59 


24,28 


14,09 


35 


8,8 4,1 


8,8 


5,0 


60—64 


82,03 


20,40 


45 


10,6 


7,5 


10,4 


9,6 


65—69 


42,73 


38,01 


55 


20,7 


13,4 


22,0 


13,5 


70—74 


65,98 


49,80 


65 


89,8 


29,0 


40,4 


28,8 


75—79 


99,67 


81,09 


75 


96,8 


71,8 


98,2 


74,7 


80—84 


146,79 


182,31 


85 


195,8 


168,7 


208,4 


180,6 


85—89 


216,75 


198,88 


95 


622,2 


888,9 


831,9 


328,3 









c) Zur Illustration der aeiÜichen Variation der Sterblichkeit unter 
Versicherten dienen die ersten drei Kolonnen der folgenden Tabelle, 
indem sie die ausgeglichenen Sterblichkeitspromille aus den drei eng- 
lischen Messungen nach ihrer zeithchen Aufeinanderfolge nebenein- 
ander stellen und die Abnahme der Sterblichkeit vor Augen führen. 



Alter 



Sterblichkeitspromille nach der Tafel 



17 engl. 
GetellMh. 



& 



MWI 



Neoe Goth. 
Bankliste 



20 
80 
40 
50 
60 
70 
80 
90 



7,3 


6,8 


4,0 


9,2 


8,4 


7,7 


6,0 


8,8 


10,4 


10,8 


9,2 


11,8 


• 15,9 


16,0 


15,0 


18,1 


80,3 


29,7 


28,9 


85,4 


64,9 


62,2 


62,1 


72,8 


140,1 


144,7 


138,4 


155,2 


828,7 


279,5 


300,8 


— 



5,7 

4,8 

7,8 

15,0 

31,5 

70,5 

170,5 



Dieselbe Tatsache geht auch aus den ersten zwei Kolonnen der 
jetzt folgenden Tabelle hervor, in welchen die unausgeglichenen Sterb- 
lichkeitspromille der „alten" und ,pieuen*' -Versicherungen der 





Tafelmaterial für 0^ (m. Anteü) 


Alter 


„»it** 


«neu" 


„kom- 


Quotient 






,^\ 


biniert*' 


(1) 




(1) 


W 


w 


(«) 


20 


6,50 


4,19 


4,31 


1,55 


80 


8,20 


5,61 


5,87 


1,46 


40 


11,86 


8,48 


9,16 


1,84 


50 


16,59 


14,88 


15,38 


1,15 


60 


30,25 


27,19 


29,15 


1,11 


70 


64,30 


59,45 


63,84 


1,08 


80 


141,55 


141,06 


141,51 


1,00 


90 


264,92 


190,48 


268,10 


1,89 
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jüngsten engüechen Messang fQr die Alter 20 — 90, nach DeEenniea 
forte chreitend , zusammengestellt sind. Die letzte Kolonne gibt du 
Verhältnis der Zahlen ans der ersten and zweiten Kolonne an, das 
durchwegs, am stärksten in den jOngeren Altem, die Einheit flber- 
Bcbreitet. Die aas den kombinierten Beobacbtungen resultierenden 
Zahlen der vorletzten Kolonne zeigen einen Verlauf, der sich ans der 
Beteiligung der alten und neuen Versicbenuigen an dem komhi- 
nierten Material erklärt: in den jüngeren Jahren aberwiegen die neuen, 
in den hohen Altem dominieren die alten Versicherungen. 

In die zweit vorheizen de Tabelle sind auch die Daten der Deut- 
schen Tafel MWI und der neuen Qotbaer Tafel einbezogen worden, 
um zu zeigen, wie streng die erstere die Sterblichkeit beurteilt, wie 
sehr die letztere in den jfluf^eren Altem sich der neuesten englischen 
Messung nähert und wie auch sie in den höheren Altem auf eine 
erheblich stärkere Sterblichkeit hinweist, als sie unter den englischen 
Versicherten konstatiert worden ist. 

d) Die bislang vorgefOhrten Zahlen stammen durchw^ aus voll- 
ständigen Aggregattafeln. Wir wenden uns nun dem Einfloß der 
Versicherungsdauer zu. Um hier die allgemeinen ZOge kennen zu 
lernen, empfiehlt es sich, nicht einzelne Alter in Betracht zu ziehen, 
sondern Durchschnitte von Altersgruppen, da die Zersplitterung des 
Beobachtungsmaterials nach beiden Elementen, Alter und Beobachtungs- 
dauer, mit starken zufälligen Störungen einhergeht und das Bild ver- 
dunkelt. Auch das fortecbreiten von einem Versicherungejahr zum 
nächsten wäre iiir die Qewinnung eines Einblicks wenig geeignet. Ea 
sind daher Durchschnittswerte fOr Alterquinqennien gebildet und von 
den Versichemngsjahren der ersten Dekade das 1., 2., 4., 7. and 10. 
in Vergleich geseilt. 

Durch diese Angaben ist das Verständnis der folgenden Tabelle 

(X") Beobachtangsjahre: 8647246; SterbefäUe 117279. 
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angebahnt, die sich auf die nnaosgeglicheiieii Resultate des nngehenren 
Haterials der Tafel Of-"^ bezieht Im zweiten Teile der Tabelle sind 
die VwhältniBBe der Sterblichkeitspromille der Bpiteren YerBichemngs- 
jahra zu jenen des ersten Jahres angegeben. 

Die Tabelle Ußt folgende Tataachen erkennen: Die Sterbena- 
wahrscheinlichkeit nimmt bei demselben Alter mit der vor seiner Er- 
feicbnng durchlebten Versich emngadauer ständig zu und erreicht hn 
zehnten Versicherungajahre einen Wert, der jenen des eisten Ver- 
sicherunga Jahres am lOO^o und darüber übertrifPt; in den jüngeren 
Altem ist dieses Ansteigen erheblicher als in den höheren, wie an 
den Quenummen der Terbältniszahlen konstatiert werden kann — 
denn diese Qnersummen geben in der oberen HSlfte der Tabelle zu- 
sammen 29,97, in der unteren Hälfte nur 27,07; die Schnelligkeit 
des Ansteigens vermindert eich im allgemeinen mit der Zunahme der 
Yeraicherungsdauer, wie die Vertikalsummen der Quotienten zeigen. 

War bei dem eben betrachteten Material die ärztliche Auslese 
das Aoaschlaggebende, ao zeigt die nächste Tabelle, die sich auf das 
tttr diese Kombination beträchtlich zu nennende Matwial der weiblichen 
Bentner bei der jüngsten englischen Messung gründet, daß die Sdbst- 
auslese ähnliche Verhältnisse zeitigt, wenn auch in etwas abgeschwächtem 
Mafiej auch scheint es, dafi bei den Rentnern der Einfluß der Selek- 
tion früher nächst fth bei den Todesfall -yersicherten. 

Otvi Beobachtnngsjabre: 207324; SterbefUle: 11100. 



Wie nun die Weglassung der Erfahrun|ren der ersten Versicberunge- 
jahre mit ihrer geringen Sterblichkeit g^enüber der Zusammenfassung 
der Beobachtungen aller Veraicberongsdauem wirkt, soll an dem fol- 
genden typischen Beispiel vor Augen geführt werden, das die Ver- 
hältnisse zwischen der vollständigen Aggregattafel 0" einerseits und 
den um die ersten fünf, bzw. um die ersten zehn Jahre abgestutzten 
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Aggregattafeln 0*!'', 0*5") zur Darstellung bringt Die ErBcbeiniingen 
die dieses riesenhafte Material darbietet, kebren der Hauptsache nacb 



aucb bei Materialien anderer Provenienz wieder*) und lassen sich wie 
folgt zusammenfaasen: Die gestutzten Tafeln sind strenger als die 
vollständige A^regattafel; der ünterecbieil zwischen O" und Of > ist 
ein erbeblicher in den jüngeren Jahren, nimmt mit dem Alter ab und 
wird vom Alter 60 aufwärts unerbeblicb; der unterschied zwischen 
0*'*' und 0*'^*' ist gering und nur in den Altem 30 — 50 von einigem 
Belang, er ist übrigens von schwankender Größe und selbst dem 
Zeichen nach nicht beständig. 

Wenn demnach bei der Konstruktion einer doppelt abgestuften 
Tafel eine zehnjährige Vorperiode nach einzelnen Yerdicherungsjahren 
dargestellt und daran die um diese Vorperiode gekürzte AggregattAfel 
geschlossen wird, so scheint damit den Bedllrfiüasen der Praxis in 
zureichendem Maße Rechnung getragen zn sein. In dieser Weise ist 
bei der englischen Tafel 0'^, die in Taf. VI am Ende des Bandes mit- 
geteilt) ist, und bei der neuen Leipziger Tafel voigegangeo worden, 
während aich die neue Gothaer Bankliste mit einer siebenjährigen 
Vorperiode begnttgt, nach der sie die Wirkung der Auslese als er- 
loschen annimmt. 

§ 4. Tafelansglelohimg. 
' 230. Aasgrleiobniiff elnfitoh abgMitnfter Tafeln. Die nn- 

mittelbaren Ergehnisse einer SterblicbkeitsoieBBung, mögen sie aus 

1) fi, = BeobachtuDgijahie; 3. = Stexbef&Ue. 

2) Tgl. d. Terf.a Studie „Die Vei^icherungadaDer ab Element der Sterbona- 
wahncheinliclikeit", Mitteil. d. OHtorr.-ungar. Verbuides der Privat -Venich, -Anst., 
Neoe Folge IT (1909). 
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beyölkenmgsstatistischeii oder ans Beobachtungen an Versicherten od. 
dgl. herrorgegangen sein, bieten in ihrer nach dem wachsenden Alter 
geordneten Zusammenstellung insofern kein befriedigendes Bild dar, 
ab der Verlauf der Zahlen der Vorstellung, die man sich a priori 
Ton ihm bildet, nicht entspricht. Diese Vorstellung geht dahin, daß 
es normale Werte der betreffenden Ghröße — wir denken an die 
Sterbenswahrscheinlichkeit — gebe, die sich in den Lauf einer Funktion 
einf&gen, die weder plötzliche, noch innerhalb enger Altersgrenzen 
häufig wechselnde Änderungen aufweist, vielmehr mit einer gewissen 
Regelmäßigkeit mit dem Wachsen des Alters fortschreitet. In geo- 
metrischer Interpretation geht also die apriorische Erwartung dahin, 
durch die Endpunkte der graphisch aufgetragenen Einzelwerte der 
Große, um die es sich handelt, werde sich eine Kurve legen lassen, 
die einen im Detail regelmäßigen ruhigen Verlauf zeigt. 

Wenn dem nicht so ist, so sind die Gründe hierfClr in zwei um- 
ständen zu suchen: In den unvermeidlichen, vom Zufall abhängigen 
Fehlem, die jeder empirischen Bestimmung einer Größe, sei dieselbe 
konkret oder abstrakt, anhaften, und in Störungen des „normalen'^ 
Verlaufes der beobachteten Erscheinung. 

Für die unvermeidlichen, zufäUigen Fehler läßt sich ein Maß aus 
der Beobachtungsgrundlage ableiten. Ist s die (wirkliche oder rech- 
nungsmäßige) Anzahl der Personen, welche ein bestimmtes Alter x 
überlebt haben, und m die Anzahl der aus ihnen hervorgegangenen 
Sterbefälle, so ist man berechtigt, mit der Wahrscheinlichkeit 







dt (1) 



zu erwarten, die Sterbenswahrscheinlichkeit q des betreffenden Alters 
liege zwischen den Grenzen: 



m i/^n^iß — m) , w , i/2in(5 — m) /o\ 



m 



bezeichnet man also den empirischen (wahrscheinlichsten) Wert - von 
q mit ^o; seine Ergänzung zur Einheit mit p^, so ist 



h 






die Präzision und damit zugleich ein Maß der Unsicherheit der Be- 
stimmung 9o von q, insbesondere ist 

r- 0,67449}/^^^ (4) 

der wahrscheinliche Fehler dieser Bestimmung (s. Nr. 79). Diese 
Formeln zeigen, daß in den schwach besetzten Altersklassen aus dieser 
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Quelle allein eine erhebliche Unsicherheit in der Bestimmung von q 
und daher auch eine betrachtliche Unregelmäßigkeit in den gewonnenen 
Einzelwerten entspringen kann. 

Die zweite Fehlerquelle entzieht sich der rechnerischen Behand- 
lung. Störungen können sich dadurch ergeben, daß besondere Sterb- 
lichkeitsursachen für kürzere oder längere Zeit mit verstärkter Inten- 
sität auftreten. Auch Unvollkommenheiten anderer Art, wie sie selbst 
einer mit der größten Sorgfalt ausgefQhrten Beobachtung anhaften 
(unrichtige Altersangaben, hypothetische Behandlung der Wanderungen, 
Ein- und Austritte u. ä.), wirken störend auf den Verlauf der Zahlen. 
Nur möglichste Erweiterung der Beobachtungsgrundlage kann den 
Einfluß solcher Störungen einschranken. 

Aus dem Bestreben, die durch den Zufall verursachten Unregel- 
mäßigkeiten einer Tafel — und dies gilt auch von andern als Sterbe- 
tafeln allein — zu beseitigen und sich dem „normalen'' Verlaufe zu 
nähern, sind die zahlreichen Ätisgleichungsmethoden hervorgegangen, 
welche heute ein wichtiges und vielgepflegtes Kapitel der Tafel- 
konstruktionspraxis bUden; dabei darf nicht verschwiegen werden, daß 
es nicht an fachmännischen Stimmen fehlt, die für die unveränderte 
Beibehaltung der unmittelbaren Ergebnisse eintreten; die Auf bewahrung 
und die Publikation dieser Ergebnisse ist unter allen Umständen ge- 
boten, weil jede wissenschaftliche Untersuchung zu ihnen zurückkehren 
muß. Das Bestreben der neueren Methoden geht denn auch dahin, 
nur dort, wo offenkundig zufällige Störungen des normalen Verlaufes 
vorliegen, sich von den Originalzahlen zu entfernen und einer allzu- 
stark eingreifenden Ausgleichung, die atich in der Natur der Sache 
gelegene und daher charakteristische Bewegungen verwischen kann, 
aus dem Wege zu gehen; daneben freilich besteht der Wunsch, die 
Endresultate so regelmäßig zu gestalten, als ob sie tatsächlich aus 
einem analytischen Gesetze hervorgegangen wären. 

Existierte ein solches und befände man sich im Besitze seines 
analytischen Ausdruckes, dann wäre die ganze Frage gelöst. An- 
genommen, die Sterbenswahrscheinlichkeit q^ bei dem Alter x hätte 
den allgemeinen Ausdruck 

wobei F das Zeichen für eine bekannte Funktion ist und a,b,c,' * ' 
Konstanten (Parameter) bedeuten. Dann würde sich das Absterben 
irgendeiner Masse nur als eine Modalität des Gesetzes oder der 
SterUichkeitsformel (5) darstellen und durch die Spezialwerte der Kon- 
stanten gekennzeichnet sein. Zu einer genäherten Berechnung dieser 
Spezialwerte genügte im Grunde die empirische Bestimmung von so 
vielen Einzelwerten von q^, als es Konstanten gibt; ihre möglichst 
gesicherte Berechnung aus einer vollständigen Beobachtungsreihe hätte 
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nach der Methode der kleinsten Quadrate zu geschehen, wobei je nach 
der Zusammensetzang von F der eine oder der andere der beiden in 
Nr. 162 entwickelten Rechnungsyorgänge sich besonders empfehlen 
würde. 

Nach dem ersten Vorgänge entwickelt man, nachdem Näherangs- 
werte Aq, &o, Cq, • • • für die Konstanten bestimmt worden sind, 

F{x, a^ + Ja, &o + ^6, Cq + Je,-- •) 
bis auf Glieder erster Ordnung in Ja, Jb, Je, • • •, setzt 

K(^y «0» &o; ^o; '")- «x; K{^, «o, ^o; ^oi * ' = ßxy 
bildet mit Hilfe des beobachteten Wertes q, von g, die Differenz 

mit Hilfe dieser Werte ergibt sich für jedes Alter eine Fehlergleichung 
Ton der Form: 

A,= - *,+ a^Ja + ß^Jb + y,Jc + • • .;1 

aus dem System der Fehlergleichungen erhält man unter Berück- 
sichtigung ihrer Gewichte ^^ die Normalgleichungen: 

\gaa\Ja + [ßaß]Jb + [gay\Jc + . . . = [^ad] 

\ßaß'\Ja + [gßß'lJb + [gßy]Jc + [gßdl 

\gay]Ja + [ßßy]Jb + [gyr]Jc H « |>yd] 

zur Bestimmung der Korrektionen Ja, Jb, Je, • • • der Näherungs- 
werte. Mit der definitiven Formel ist dann nicht bloß eine Aus- 
gleichung der Beobachtungsreihe, sondern auch deren InterpolaHon 
gewonnen, da man imstande ist, q^ auch für nichtganze x zu be- 
rechnen. Was das Gewicht g^ betrifft, so ergibt es sich aus der 
Präzision (3) von q^, und zwar ist nach Nr. 155 

8 

^' Px(\x ' 

wobei X einen Proportionalitätsfaktor bedeutet, den man zweckmäßig 
so wählen wird, daß die g^ sich in bequemen Zahlen ausdrücken. 

Der zweite Vorgang kommt vorteilhaft zur Anwendung, wenn es 
eine Funktion ^(^J von q^ gibt, die in bezug auf die Konstanten 
a,b,c,''' oder irgendwelche einfache Funktionen derselben linear ist; 
es kann dann das direkte Verfahren der Ausgleichung vermittelnder 
Beobachtungen (Nr. 157 u. 160) zur Anwendung gebracht werden; 
nur kommt an die Stelle des Gewichtes g^ von q^ das Gewicht gj von 
9(qJ in Rechnung, das sich nach Nr. 162 mit 
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bestimmt. 

Die eingangs gemachte Yoraussetzung, die Funktion^ nach welcher 
die beobachtete Erscheinung verläuft, sei a priori gegeben, ist im 
allgemeinen nicht erfüllt. Das Problem tritt in der Regel in der 
Form auf; eine hypothetisch angenommene Funktion sei der Beob- 
achtungsreihe anzupassen. Auch dann bildet die Methode der kleinsten 
Quadrate ein systematisches Verfahren, von dem Gebrauch gemacht 
werden kann in dem eben vorgetragenen Sinne; nur können die Resul- 
tate nicht mehr auf die wahrscheinlichkeitstheoretische Bedeutung 
Anspruch erheben, die ihnen zukommt, wenn über die Form der 
Funktion kein Zweifel besteht (s. I. Bd., Nr. 164). Außer der Me- 
thode der kleinsten Quadrate seien in diesem Zusammenhange auch 
die Methode der Momente von Pearson (Nr. 196) und die gelegentlich 
ihrer Besprechung erwähnte Methode der Flächen von Cantelli als 
systematische Verfahren angeführt. 

Damit ist die eine Methode der Ausgleichung von Tafeln, die 
mit Zugrundel^ung einer analytischen Formel, dem Wesen nach ge- 
kennzeichnet. Neben dieser gibt es mechanische Methoden, die auf 
eine ausgleichende Kombination der Beobachtungsresultate hinzielen, 
und die graphische Ausgleichung. 

Zur Wahl der Methode kommt im einzelnen Falle noch die 
Frage, an welcher Größenreihe die Ausgleichung vorzunehmen ist. 
Bei Sterbetafeln kann es sich nur um die Entscheidung zwischen den 
Sterbenswahrscheinlichkeiten q^ , den Lebenswahrscheinlichkeiten p^ 
und den Zahlen der Überlebenden, 2^, handeln. Der seit langem schon 
befolgte Vorgang, die Sterbenswahrscheinlichkeiten auszugleichen und 
aus ihren ausgeglichenen Werten erst die Tafel aufzubauen, hat sich 
auch theoretisch als der vorteilhaftere erwiesen^) (dort, wo mit Ge- 
wichten zu arbeiten ist, sprechen auch praktische Gründe für ihn, 
weil die Gewichtsbestimmung der l^ umständlich ist). 

240. Sterbliohkeitsformeln. Die Formeln von Oomperti 
und Makeham. Seit De Moivre, dem ersten, der eine Hypothese 
über den Verlauf des Absterbens aufstellte'), dahin gehend, die Reihe 
der Zahlen der Überlebenden vom 12. bis zum 86. Jahre (Lebensende) 
sei eine arithmetische Progression mit konstanter Differenz, bis in die 
Gegenwart sind zahlreiche Versuche unternommen worden, die Er- 



1) J. Karup, Über eine neue mechanlBche Ausgleichungsmethode. Trans- 
actions of the second intemat. actuarial congress 1S9S, London 1899, p. 53. 

2) Treatise of Annuities on Liyes, London 1724. In dritter Auflage 1756. 
Nach dieser Auflage ins Deutsche übertragen von E. Czuber unter dem Titel: 
A. de Moiyres Abhandlung über Leibrenten. Wien 1006. 



4 
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Bcheinung des Absterbens in eine analytische Formel zu fassen; und 
sicherlich werden auch in der Zukunft solche Versuche wiederholt 
werden. Bei vielen Autoren bestand die Meinung, in der Formel den 
Ausdruck eines Natui^esetzes gefunden zu haben; der Glaube an die 
Existenz eines solchen geht auch aus den Worten hervor, mit welchen 
Wittstein die Vorrede zur zweiten Auflage seiner Schrift: ,,Das 
mathematische Gesetz der menschlichen Sterblichkeit'^ (Hannover 1883) 
schließt; das Ziel derartiger Untersuchungen sei, ,,gleichwie der Astro- 
nom jetet aus wenigen Beobachtungen eines Gestirnes dessen ganze Bahn 
berechnet, so auch dereinst aus der Beobachtung weniger Altersklassen 
mit Sicherheit eine ganze Sterblichkeitstafel aufbauen zu können^' ^). 

Die neuere Anschauung erblickt in den Sterblichkeitsformeln 
nichts mehr als analytische Ausdrücke, welche sich der einen Beob- 
achtungsreihe besser, einer andern mit minder gutem Erfolge anpassen, 
und hält es für ausgeschlossen, daß es einmal gelingen könnte, eine 
Formel zu finden, die alle Beobachtungsreihen gleich gut wieder- 
zugeben vermöchte. Sie darf sich dabei nicht bloß auf die bisher 
gemachten Erfahrungen, sondern hauptsächlich auf die Natur der in 
Frage stehenden Erscheinung berufen, deren zeitlicher und örtlicher 
Wechsel eine alles umfassende analytische Formulierung tatsächlich 
auszuschließen scheint. 

Unter den vielen Formeln haben es die von B. Gompertz und 
M. W.Makeham zu einem hohen Ansehen gebracht; viele der neueren 
wichtigen Sterblichkeitsmessungen sind nach ihnen bearbeitet worden 
und man muß zugeben, zum Teil mit überraschendem Erfolg. 

Die Grundidee der Gompertzschen Theorie der menschlichen 
Sterblichkeit^ läßt sich mit Hilfe des Begrifi^es der Sterblichkeits- 
intensität (s. Nr. 213) dahin ausdrücken, daß der Wert dieser bio- 
logischen Funktion mit dem Alter nach geometrischer Progression 
wachse, daß also 

äi ^'^^"^ ^^^ 

sei; da nun ."x="~r^" is*» so folgt daraus: 

Log?, = -j^(^ + LogÄ;») 

und setzt man — j- — =»Log^, so wird 

LogZ^=LogÄ: + c^Log^r 
und 

1) Zur geflchichtlichen Entwicklung des Gegenstandes vgl. des Verf.s „Die 
Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie etc.*\ Jahresber. der Deutsehen 
Mathem.-Verein. VII (1899), p. 238—243. 

2) On the natuie of the function expressive of the law of human mortality 
etc. Lond. Transact. (part 11) 1825. 

3) Log ist hier die Bezeichnung des natürlichen Logarithmui. 
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K-k^. (2) 

Dies ist die öompertzsche Sterblichkeitsformel mit den drei Para- 
metern Cy g, k. Die Zahl dieser reduziert sich auf zwei, wenn man 
zur DarsteUung der Lebens- oder Sterbenswahrscheinlichkeit übergeht; 
denn aus 

und (2) folgt 

P,-9^''-''. (3) 

Oompertz selbst beschrankte die Formel auf die Alter von 10 oder 
15 bis 55 oder 60 Jahren und bemerkte^ auf die Einderjahre sei sie 
nicht anwendbar, und wolle man sie über das 60. Jahr ausdehnen, so 
müsse eine Änderung der Konstanten eintreten. 

Makeham^) hat an der Gompertzschen Formel eine Abände- 
rung angebracht^ durch die sie anwendbar wurde auf aUe Alter von 
etwa 20 Jahren aufwärts. Diese Erweiterung oder Verallgemeinerung 
der Formel ist schon in den Ausführungen angebahnt, mit welchen 
Oompertz seine Theorie begründete; er spricht hier die Vermutung 
aus, daß das Absterben die Wirkung von zwei koexistierenden ür- 
sachenkomplexen sei; der eine wirke in allen Altern gleich stark, der 
andere, indem er den Organismus abnütze imd seine Widerstandskraft 
herabsetze^ in einer mit dem Alter zunehmenden Weise. In genauer 
Verfolgung dieses Gedankens gelangt man dazu, die Sterblichkeits- 
intensität als Summe aus einem konstanten (d. h. vom Alter unab- 
hängigen) und einem mit dem Alter (in geometrischer Progression) 
wachsenden Teile anzusetzen: 

11,-= A + Be; (4) 

daraus ergibt sich durch Integration: 

Logi, = - ^a; - j^^ (f + Log*; 

setztman — -4«=Log5, — j- — = Log^, so entsteht die für jedes Loga- 
rithmensystem gültige Gleichung: 

log/, = logfc + X logs + Clog^, 
aus der schließlich 

l, - U-f (5) 

folgt. Dies ist die Ton Makeham aufgestellte Formel, zumeist die 
Gompertz-Makehamsche genannt. Sie enthält vier Konstanten, 
deren Zahl sich bei dem Übergang zu einer Wahrscheinlichkeit um 
eine vermindert; so ist insbesondere die Lebens Wahrscheinlichkeit: 

1>, = «/('-^>. (6) 

1) Journal of the Inst, of ActoarieB, 1S60 (January). ^^ 
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241. Bie King-Hardysohe Anwendimg der Makehameohen 
FormeL Wir gehen nun daran ^ jene Art der Anwendung der 
Formel (5) auf eine spezielle Erfahrungsreihe zu erklären, die im 
Text Book^) eingeschlagen worden ist. So interessant der dabei be- 
folgte Vorgang in seinen Einzelheiten ist und so sehr die aus- 
geglichene Tafel durch die Regelmäßigkeit ihres Verlaufes befriedigt^ 
als ein methodisches Verfahren, das bei einem andern Material mit 
Aussicht auf Erfolg angewendet werden konnte, kann er nicht be- 
zeichnet werden. 

Vier äquidistante Werte von l^ reichen theoretisch zur Bestimmung 
der vier Konstanten c, g, k, s hin, und die Rechnung kann zweck- 
mäßig wie folgt geführt werden. Man bilde im gemeinen Logarithmen- 
system die Gleichungen: 

log l^ ^ logk + X logs + (f logg (7) 

log^x+/ - log* + {x+t) logs + (f+nogg 
logi,+8, - log* + {x + 2t) logs + (f +«' logi^ 
log'x+8/ - log* + (a^ + 30 logs 4- c'+'^logsr; 

durch Bildung der ersten Di£ferenzen in der Reihe der linken Seiten 

entsteht * 

Jlogl,~tlogs + <f(cf-l)logg (8) 

^log^+« - «log« + c'+'(c'- 1) log «7 
^log^.+j« - 'log« + C+^Cc*- l)log«;; 
die Bildung der zweiten Differenzen führt weiter zu: 

^»logi,-C(c*-l)Mog«7 (9) 

J'iogl^,- (f^'icf -lyiogg. 

Dividiert man die letzte Gleichung durch die vorletzte und logarith- 
miert das Resultat^ so ergibt sich: 

log J' log l^,- log ^« log l.^ilogc. (10) 

Daraus berechnet sich log c und c. Die Einführung dieses Wertes 
in (9) ermöglicht die Bestimmung von log^ und damit von g selbst. 
Mit den Werten von c und g liefert die Gleichimg (8) den Wert von 
log s und somi t von s selbst. Mit diesen Daten kann schließlich 
aus (7) log * und * berechnet werden.') 

1) Institute of Actuaries' Text Book. Part. 11. London 1887, p. 76fF. 

2) Eine Weiterbildung der King-Hardyschen Methode hat A. Tauber 
gegeben; seine Arbeit beschäftigt sich insbesondere mit der Gleichung zur Be- 
stimmung von c, wenn statt dreigliedriger Gruppen wie oben in (8) allgemein 
H- und insbesondere 4-gliedrige Gruppen von Beobachtungen herausgegriffen 
werden; auf die Bestimmimg von c folgt bei Tauber die Anwendung der Me- 
thode der kleinsten Quadrate. YersicherungswisseuBch. Mitteilungen U, Wien 1906. 
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Folgten die l^ tatsächlich in aller Strenge dem Gesetze (5), so 
wäre es gleichgültig, wie man die vier aquidistanten Alter auswählt. 
Hing^en bietet die wiederholte Rechnung der Eonstanten aus ver- 
schiedenen Altersgruppen einen Anhalt dafür, ob und wie weit die 
Formel sich der Reihe der l^ anpaßt. Als Beispiel in letzterem Sinne 
diene die wiederholte Berechnung aus der Sterbetafel, welche J. Milne ^) 
für die Stadt Garlisle konstruierte; dieselbe ergab: 



1 

log 


• 


Altersgruppe 




16, 85, 55, 76 


20, 40, 60, 80 


25, 45, 65, 85 


80, 50, 70, 90 


e 
9 

8 

k 


0,0364862 

0,0007398 

— 0,0029073 

4,8462254 


0,0411317 

— 0,0003088 

— 0,0084071 
4,8649296 


0,0404469 

— 0,0003272 

— 0,0088187 
4,8681808 


0,0897194 

— 0,0003694 

— 0,0089126 
4,8743597 



Diese Tabelle, die nebenbei auch über die Vorzeichen der Loga- 
rithmen der Konstanten belehrt, zeigt, daß es nicht wohl möglich ist, 
die genannte Tafel durch eine Formel befriedigend darzustellen; sie 
läßt auch den verschiedenen Grad der Empfindlichkeit der Konstanten 
erkennen. Man könnte, um in einem so gearteten Falle einen mög- 
lichst gleichmäßigen Anschluß der Formel an die Beobachtungsreihe 
zu erzielen, Mittelwerte aus den verschiedenen Bestimmungen der 
Konstanten bilden. 

Ein anderer Weg ist bei der Herstellung der Tafel eingeschlagen 
worden, welche die Grundlage aller Tabellen des Text Book bildet 
und auf den Beobachtungen IP' der 20 britischen Gesellschaften 
beruht. 

Das Verfahren, darauf ausgehend, möglichst viele Beobachtungs- 
werte an der Bestimmung der Konstanten mitwirken zu lassen, be- 
steht in folgendem. 

Man bildet vier Summen von je t aufeinander folgenden log l^, 
mit einem zweckmäßig gewählten x und t vorgehend; nach Formel (5) 
ist zimächst 

a r-K- l 

^logl^^t]ogk + (x + x + l +x + 2-\ +x+t-'i) logs 

+ <f(l + c + c^ + "- + &'') logg, 
also definitiv: 

2lög'x -tlogJc + ~ {2x + t-' l)log5 + (f^^logg] 

X 

ebenso: 

1) Treatise on Annuities and AsBurance, 1815. 
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^logl, - t logt +1 (2x + Si- 1) log « + <f+' 1^ log g 

x + St'- l 

2'logi.-nog* + |(2a! + 5<-l)logs + C+ä'^£;-log g 

x + 2t 
« + 4£-l 

x + tt 

Mit diesen vier Summen wird genau so yerÜEkhreny wie es Torhin 
mit den vier Einzel werten , deren erster mit (7) bezeichnet war, ge- 
schehen ist. 

Nach mehr£EU)hen Versuchen ist als die yorteilhafteste Gruppen- 
bildung die gefunden worden, welche x ^ 11, t^ 18 entspricht; da- 
durch sind die 72 Altersklassen von 17 bis 88 zur Verwendung ge- 
kommen, und die Rechnung ergab: 

log c = 0,03965686 c - 1,0966122 

log^ - 9,9995432 g = 0,9989465 

log 5 - 9,997390673 s = 0,9938272 

log h = 4,0404723 * - 10 976,7 . 

Mit diesen Werten der Eonstanten sind nun die l^ für alle Alter 
(von 10 aufwärts, da die Beobachtung für die untersten Alter ein 
TÖllig unzulängliches Material ergeben hatte) zu rechnen. Die Rech- 
nung wurde auf Grund der folgenden Betrachtung yoUzogen. Es ist: 

log l^ = log A- - a; (- log s) - c* (- log^) 
und vermöge ^— = p^ weiter 

J log i, = \ogp^ = - (— log 5) - ef (c - 1) (— logjr); 

daraus folgt durch neuerliche Differenzenbildung: 

z/ logp, = - c* (c - 1)« (- log (/), 
log (— d logjpj = a:>g c -f 2 log (c - 1) -f log (- logjr), 

und hieraus schließlich mittels desselben Prozesses: 

^ log (- J logpj = log c. 

Man erhält also, von einem Anfangswerte log (— z^ logi?^) ausgehend, 
durch fortgesetzte Addition von log c die ganze Reihe der Werte von 
log (— '^logjpj; nimmt man hierzu die Numeri, so hat man die 
Reihe der — z/logj)^. Aus dem direkt gerechneten Anfangswerte 
von logp, ergibt sich mittels der letzterwähnten Reihe die Reihe der 
logp^; aus dieser mit Hilfe des direkt gerechneten Anfangswertes von 
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log 2, die ganze Reihe der log{^ und schließlidi die der l^. Bei 
dieser letzten Stofe der Rechnung ist log l^ oder, was dasselbe be- 
deutet, log h um eine Einheit erhöht worden^ um eine größere Basis 
zu gewinnen. 

Die direkt gerechneten Anfangswerte sind: _ 

log (- J logpio) - 5,0173009, logi>„ - 1,99720183, 

logZ,o = 5,0124407; 

damit ergibt sich fOr die durch bloße Additionen and den Übergang 
von Logarithmen zu Zahlen gefOhrte Rechnung folgendes Schema: 



X 

1 


log (— J logp^) 
2 


8 


AogjPx 
4 


6 


6 


10 
11 
12 
18 


6,0178009 
,0669678 
,0966146 
,1362716 

• 
• 
• 


0,0000104 
,0000114 
,0000126 
,0000137 

• 
• 


1,9972018 
,9971914 
,9971800 
,9971676 

• 
• 


6,0124407 
,0096426 
,0068389 
,004018$ 

• 
• 


102 906 
102 246 
101 686 
100 928 

• 
• 



Jede Zahl der Kolonne 2 entsteht aus der vorangehenden durch Ad- 
dition von log c » 0,03965686; jede Zahl der Kolonne 4 aus der über 
ihr stehenden durch Subtraktion der links daneben befindlichen: jede 
Zahl der Kolonne 5 endlich aus der über ihr stehenden durch Ad- 
dition der links daneben befindlichen. 

Vergleicht man die so berechneten /« mit den Originalzahlen der 
J7;^-Tafel, so zeigen sie vom Alter 25 aufwärts eine sehr befriedigende 
Übereinstimmung; unterhalb dieses Alters aber halten sich die ge- 
rechneten Zahlen bestandig über den Originalzahlen, und die Divergenz 
nimmt von 25 gegen 10 hin in aasgesprochener Weise zu; der Ver- 
lauf der Sterblichkeit macht also um das 25. Lebensjahr eine Wendung, 
welche die Formel nicht wiedergibt. 

Um eine im ganzen Verlaufe dem Original sich anschmiegende, 
regelmäßig verlaufende Reihe zu erhalten, wurde der Exzeß der ge- 
rechneten l^ über die originalen in dem betrefiFenden Teile der Tafel 
wieder einer Makeh am sehen Formel angepaßt, dabei jedoch die 
frühere Konstante c, die erfahrungsmäßig nur geringen Variationen 
unterliegt, beibehalten; dagegen traten an die Stelle von g, «, i neue 
Konstanten ;/, 6, x, deren Berechnung aus den Altem 10, 16, 22 
ergab: 

log Y - 9,54698 

log 6 = 0,06820 

logx- 3,9103. 

Mit diesen Werten ist der Exzeß fär 10 bis 28 gerechnet und von 

1 a b e r , WahnoheinllohkeiUreohnong. II . i. Aafl. 1^^ 
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den aus der ersten Rechnung hervorgegangenen I^q bis 2^^ in Abzug 
gebracht worden; so ergab sich die endgültige Reihe der l^ von 10 
aufwärts. 

Eine ausschlaggebende Prüfung des Anschlusses der Formel an 
die Zahlen der Originalreihe lieferte nun die Vergleichung der „er- 
wartungsmäßigen^' mit den y^wirklicheo'^ Todesfallen. Bezeichnet I^ 
die (rechnungsmäßige) Anzahl der unter Beobachtung gestandeneu 
rc-jährigen^ b^ die Anzahl der aus ihnen heryorgegangenen, also be- 
obachteten Todesfälle^), q^ die Sterbenswahrscheinlichkeit nach der 
ausgeglichenen Tafe], so ist qj,^ »- b^' die Anzahl der erwartungs- 
mäßigen Todesfälle. Die folgende Tabelle zeigt für die von fünf zu 
fünf Jahren fortschreitenden Alter das Orößenverhältnis von b, und b '. 



X 


u 


K 


K 


K-K 


10 


379 


8 


2 


— 1 


16 


908 


2 


3 


+ 1 


20 


8 293,6 


19 


19 





•25 


18 622,5 


70 


96 


-1-26 


30 


27 112,6 


224 


209 


— 16 


36 


36 818,5 


295 


309 


+ 14 


40 


88196 


377 


882 


+ 6 


46 


84 736,6 


429 


426 


— 4 


60 


28 866,6 


476 


464 


— 22 


66 


22 170,6 


609 


471 


— 38 


60 


16 672,6 


488 


468 


— 20 


66 


9 984,5 


436 


432 


— 8 


70 


6 622 


315 


860 


-f-46 


76 


2 698 


254 


269 


+ 6 


80 


996 


140 


144 


+ 4 


86 


264,6 


65 


56 





90 


43,5 


10 


14 


+ 4 


96 


1>6 


1 


2 


+ 1 


In a 

klasse 


Uen Alters- 
in zusammen 


1 20 617 


20496 


— 21 



Schließlich wurde die Tafel für die Alter unter 10 Jahren er- 
gänzt mit Hilfe der Lebenswahrscheinlichkeiten von Farrs Sterbe- 
tafel für die „gesunde männliche Bevölkerung^ Englands.^) 



1) Siehe diese Zahlen in „The Mortality Ezperience^' p. 244. 

2) London, Philos. Trans. 1860. — Es sei hier angeführt, daß dasselbe Be- 
obachtnngsmaterial auch von Th. Wittstein nach einer von ihm selbst auf- 
gestellten Sterblichkeitsformel ausgeglichen wurde, welche lautet: 



_ ^- (Jf- «)» ^ i- fl- (»»*)*•. 



1>X = « 



Ifl 



und in der M das höchste noch mit Lebenden besetzte Alter (hier 97) bedeutet; 
die Konstante m ergibt sich vor der Ausgleichungsarbeit durch das Alter ge- 
ringster Sterbenswahrscheinlichkeit und M (sie ist hier mit 6 angenommen 
worden): Es bleiben noch die Konstanten a und n zu bestimmen und dieser Teil 
der Ausgleichung ist mit allen Einzelheiten aus der bezüglichen Schrift: Das 
mathematische Gesetz der menschlichen Sterblichkeit, 1888, p. 86 ff, zu entnehmen. 
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242. Anw«ndiing der Makehamsoben Formel bei der Alts- 
gleichiing der engliechen Bterblichkeltmne— nng 1868—1893. 

Bei diesem Messimgswerke ist von der Makehamschen Formel durch 
6. F. Hardy weitgehender Gebrauch gemacht worden, sie erfahr dabei 
auch mancherlei Modifikation und Verallgemeinerang. 

Das Prinzip der Anwendung besteht hier in folgendem. Ist u^, 
u^f'-'U^ die auszugleichende y ti^^ u^\ ' " ^n ^® ausgeglichene Reihe, 
u^ — Uf = X^ die Abweichung zweier korrespondierender Glieder, so 
wird yerlangt, daß die Summe der Abweichungen und die Summe 
der aufsummierten (akkumulierten) Abweichungen gleich Null sei, in 

Zeichen, wenn man ^j A^ » A^'*) setzt, daß 



^A, = (1) 

1 

n 

^ 2<') = 0; (2) 



die letztere Bedingung ist gleichbedeutend mit ^^ i X^^O. 

1 

Daß mit zwei Bedingungen das Auslangen gefunden wurde, hängt 
mit den weiteren Details des Rechnungsvorgangs zusammen. Was 
zunächst die Konstante c anlangt, deren Einfluß geringer ist als der 
von 8 und g, so ist sie in jedem einzelnen Falle yorweg probeweise 
bestimmt und ein fdr die Rechnung bequemer Wert von log c fortan 
beibehalten worden. Die Eonstante h wird dadurch ausgeschieden, 
daß man von den Zahlen der Lebenden auf Lebenswahrscheinlichkeiten 
und Sterblichkeitsintensitaten fibergeht. Bezeichnet man mit Elo^p^ 
den absoluten Wert von logp^, so folgt aus der Reihe der 

log J, = log fc + a? log 5 4- c* log g 
durch Differenzbildung 

E\o^p^ - -z/ legi, logÄ - (f (c- 1) log^ ^A' + B(fj (3) 

wenn 

— log s^ A 

-((j-l)log(7 = F (4) 

gesetzt wird. Femer ist 
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wenn man 



a 
M 



~^Ä 



^ j Modul -^ - 0,434 294 .. . 

ß Loge j. M ' 



Me — 1 



-B 



(6) 



setzt. Die Formeln (3) und (5) enthalten tatsachlich nunmehr zwei 
zu bestimmende Eonstante und sind bezüglich derselben linear. 

Hier soll nur über die beiden der Ausgleichung unterzogenen 
Aggregattafeln 0^ und O^(^) gesprochen werden als von einfach ab- 
gestuften Tafeln. 

Mit der Ausgleichung begann Hardy an der Tafel 0^^^^ mit 
log c« 0,039; es ergab sich ein sehr befriedigender Anschluß der 
ausgeglichenen Werte an die rohen Daten bei den folgenden Werten 
der Eonstanten: 

i« 114157,6 (Basis beim Alter 10:107 324) 

s - 0,9941287 
g - 0,9988449 

c - num log 0,039 - 1,0939564; 

A - 0,0026575 

B =- 0,0000472 

^-0,0058889 

5 = 0,0001038. 

Die bei der Prüfung des Erfolges einer Ausgleichung übliche 
Vergleichung der erwartungsmäßigen mit den wirklichen Todesfallen, 
aus der folgenden Tabelle ersichtlich, zeigt, daß der Hauptteil der 



Alters- 
gruppe 


Erwartungsmäßige 
Todesfälle 


WiikUohe 
Todesfälle 


Abweichung 


16—9 


18 


10 


+ 8 


20—4 


186 


122 


+ 1* 


26—9 


949 


924 


+ 26 


80—4 


8 136 


8 072 


+ 64 


86—9 


6 688 


6 689 


— 6 


40—4 


7 981 


8162 


— 171 


46—9 


10 277 


10 267 


+ 20 


60—4 


12 613 


12 620 


7 


66—9 


14 921 


14 908 


+ 18 


60—4 


16 808 


16 618 


+ 190 


66—9 


17 448 


17 466 


— 7 


70—4 


16 929 


16 042 


— 118 


76—9 


12147 


12 172 


- 26 


80-4 


7 207 


7 317 


— 110 


86—9 


2 970 


2 866 


+ 106 


Im g^zen 


128 223 


128 218 


(+444 
1-489 
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Tafel, Yom Alter 26 bis 79 etwa^ sehr nahe mit den Originaldaten 
tlbereinstimnit. 

Ffir die Herstellung der adjustierten Tafel 0^ erwies sich die 
Makehamscfae Formel allein nicht ausreichend, auch aus dem Orunde 
nicht, wea gefordert werden mußte, daß sie über dem 85. Lebensjahr 
mit der ausgeglichenen O^(^) koinzidiere, da in dieser Schlußperiode 
die Erfedirungen fBr beide Tafeln dieselben sind — es gab in diesen 
Altem keine Personen mit einer Versicherungsdauer unter 6 Jahren. 
Dieee Erwägungen führten dazu, die Tafel O^ aus jener 0^^^^ rech- 
nerisch abzuleiten und zwar in der Weise, daß an den Gliedern der 
Beihe ^Elogp^ aus der Tafel 0^^^^ eine empirisch festgestellte vom 
Alter abhängige Korrektion angebracht wurde, nach dem Ansätze: 

wobei 

«(ar) - 0,0000504.10 -"'■***<"-^ + 0,0000114.10 -''^<"'»-'>*' 
der Übergang zu ^logi>. geschieht dann gemäß der Formel 



(o 



X 

Der Erfolg dieses Vorgangs darf als sehr befriedigend bezeichnet 
werden für alle Alter yon 10 bis 89; im ganzen ergaben sich genau 
so yiel rechnungsmäßige als wirkliche Todesfälle (140107). 

248. Ausglelohnng nach der Kakehamsohen Formel 
mittele der Methode der kleinsten Quadrate. I. Geht man 
Ton der Formel (6), Nr. 240, für die Lebenswahrscheinlichkeit aus, so 
ergibt sich durch deren Logarithmierung: 

logl>x = log s + c* (c — 1) log 5^. (1) 

Nimmt man also die Ausgleichung an der Logarithmen der be- 
obachteten p^ vor, so ist der Ansatz in bezug auf die Eonstanten 

log 5 — a 

(c-l)log(/ = 6 ^^^ 

bereits linear, nicht so in bezug auf den Parameter c. Setzt man den 
bedbachieten Wert von logi?, — y,, den ausgeglichenen Wert = 9»> 
denkt sich Näherungswerte a^, b^y Cq der drei Eonstanten a, b^ c auf 
irgend einem Wege bestimmt und bezeichnet mit a, ß^ y ihre als 
klein vorausgesetzten Eorrektionen, so schreibt sich wegen 

oo- ^ db ' de 

die allgemeine Fehlergleichung wie folgt (Nr. 162): 

^-Vx+^x- y/^ + ^ + Co'ß + ho xc^"^ /, 
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worin yj^^ — »o + ^o^o' ^^^ ^* ^®^ Abkürzungen 

9x *f X X /o\ 

noch einfacher: 

X^^^J^ + a + c^'ß + xc^'y. (4) 

Das System der Normalgleichongen, das sich hieraus zur Be- 
stimmung von a, ß^ y ergibt, hat die Form: 

Aa + Bß + Cy^D 

Ba + Eß + Fy^G (5) 

Ca + Fß + Hy^ K] 

bei seiner Aufstellung sind die Gewichte der Fehlergleichungen zu 
berücksichtigen. Das Gewicht von p^, wenn E^ die diesem Alter 

entsprechende Zahl der beobachteten Lebenden ist^kann gleich - -^ 

genommen werden, der Regel in Nr. 155 entsprechend darf dann als 
Gewicht von logp^ 

benutzt werden. Mit diesen Gewichten stellen sich die Koeffizienten 
der Normalgleichungen wie folgt dar: 

Die Berechnung von A, B, C, E, Fj Hj die sämtlich positiv sind, 
geschieht mit Hilfe der Logarithmen von g^, Cq* Oq** x und rc*. Die 
Berechnung der Absolutglieder aber würde sich nach den vorstehenden 
Formeln tmbequem gestalten; einmal erforderte sie die Ausrechnung 
der y^^^ für alle benutzten Alter, dann die Bildung der Differenzen 
y^ — y^^^^ = ^^, die teils positiv, teils negativ sein werden, und darin 
liegt die zweite Unbequemlichkeit und zugleich eine Gefahr für Irrungen. 
Ersetzt man aber in den Ausdrücken für D, 6r, K die J^ durch 
y^.— a^— 6qCq* und entwickelt die Summen, so wird 

G « [9,^0'yJ - [9,V]«o - l%xCx'']h = W- Ba, - Eh, (8) 
^ = [9.^ V^x] - [flx^^o'K- [&xWV>^ -Z-Ca,^ Fh,, 
und die Berechnung der neu auftretenden Summen 

y = [8x y^] 

^=[9x^o'yxl (9) 



(11) 
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geschieht mit Hilfe derselben Logarithmen wie jene Ton A, f^ • • • 
und bietet wegen des gleichen Vorzeichens aller Glieder keine Schwierig- 
keit; zugleich ist die Berechnung der yj^^ und ^^ dadurch erspart. 

Aus dem System der Normalgleichungen ermittelt man nun cc, ßj y, 
aus letzterem y und hat nun in a^ + «> ^o ~l~ ß^ ^o ~^ ? ^® endgültigen 
EoefGlzienten der Ausgleichungsformel für \)^. 

IL Noch einfacher aber gestaltet sich die Sache, wenn man an 
einem im Toraus bestimmten Näherungswert e^ von c festhält und die 
Fehlei^leichung in der Form 

y:, + K-(^ + K' (10) 

ansetzt, in der sie bezüglich a, b linear ist^); dann ergeben sich zur 
Bestimmung von a, b mit Benutzung derselben Gewichte wie yorhin 
Normalgleichungen der Gestalt 

und zwar ist: 

« 

® = [8,Co»-] =- £ @ - [8.Co'y.] - W, 

so daß die Normalgleichungen mit den yorhin eingeführten Bezeichnungen 
lauten: 

Aa + Bb^r 

Ba + Eb=^W ^^^*^ 

Benutzt man die hieraus gerechneten 

als Näherungswerte a^, b^ unter Beibehaltung des Cq, so kann nun 
eine zweite Näherung nach dem Verfahren I gerechnet werden; dabei 
behalten A, B, C, E, F, H ihre Werte bei, während sich, wie ein Blick 
auf die ersten zwei Gleichungen (8) und auf (11*) lehrt, D, G auf 
Null reduzieren, so daß nunmehr das Normalgleichungssjstem für 
a, ß, y lautet: 



1) Den Gedanken^ yorerst die Eonstante c zu bestimmen und dann zur 
Ermittlung der beiden andern die Methode der kleinsten Quadrate anzuwenden^ 
hat auch J. Graf methodisch entwickelt; seine Arbeit beschäftigt sich überdies 
mit der Empfindlichkeit der Formel in bezug auf die Eonstanten «, g^ c. Die 
Methode ist dann mit allen Details rechnerisch durchgeführt an dem Material 
der tenzOsischen Tafel AF (Ableben). Versicherungswissensch. Mitteil. I, Wien 
1905. — Noch sei bemerkt, daß das Graf sehe Verfahren auch bei der Her- 
leitung der neuen Sterbetafel der ,,Generali^S die in Nr. 288 unter Fußnote 8), 
p. 142, angeführt ist, benutzt wurde. 
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Aa + Bß + Cy^O 

Ba + Eß + Fy^O (13) 

Ca + Fß + Hy=« K. 

Seine Auflösung geht am zweckmäßigsten so vor sich, daß man zuerst 
y rechnet; es ist 

ABC 

A 



K 



AB 
BE 



FK mit r=- 



BEF 
CFH 

Das erste Gleichungspaar liefert dann 



ÄE—B^ 



-'{äH^C*). 



ß y 



A C 
BF 



AB 
BE 



A F—B C 
AE — B* 



und schließlich gibt die erste Gleichung 

Bß^Cy 



a == — 



Die Rechnung bewegt sich also schließlich in einigen wenigen Zahlen- 
komplexen. 

Wie man bemerkt, hängi die an c^ anzubringende Korrektion 
Ton £" ab; je kleiner K dem absoluten Betrage nach ausfällt, um so 
kleiner ist y und schließlich /. Ergäbe sich insbesondere JT « 0, 
so fände auch y ^Oy ^ = 0, a«=0 statt, d. h. der Prozeß II gäbe 
dann schon die definitive Ausgleichung. Man hat also in K eine 
Größe, die über die Güte der mit c^ getroffenen Wahl Aufschluß gibt. 

Nach dem eben entwickelten Verfahren, dessen Ausbildung von 
G. Rosmanith^) stammt, ist bei der österreichischen Sterblichkeits- 
messung die Herstellung der ausgeglichenen Tafeln ausgeführt worden, 
und auch die ungarische Messung wird sich desselben bedienen. Für 
die Tafel M^j der das umfangreichste Beobachtungsmaterial zugrunde 
liegt, ergaben sich die folgenden Parameterwerte: 

\k « 106 979,9, entsprechend der Grundzahl 100000 bei dem Alter 20] 

s - 0,998 070 
g - 0,995 894 
c « 1,08074. 



1) Absterbeordnungen ans Beobachtungen an österreichischen Versicherten, 
I. Bandf Wien 1907, p. 70—74; Yersichernng^wissensch. Mitteil. II, Wien 1906. 
An der letztgenannten Stelle hat G. Rosmanith eine kritische Vergleichung 
der verschiedenen Anwendungsarten der Makehamschen Formel zum Zwecke 
der Ausgleichung von Sterbetafeln gegeben; insbesondere ist dort die oben 
entwickelte Methode mit allen Einzelheiten an dem Material der Tafel O^C^) 
erläutert. 



n. Abschnitt. Sterbliohkeitnnessiiiig. 



185 



Der Anschluß der Formel an das Urmaterial möge nach der 
folgenden Tabelle beurteilt werden. 



Alters- 


Erwartangsm&fiige 


WirkUche 


Abweichung 


gruppe 


Todeaf&lle 


Todesfälle 


28—34 


8262,4 


3281 


— 28,6 


86—39 


4601,8 


4666 


+ 36,8 


40—44 


6226,4 


6229 


- 8,6 


46—49 


7420,7 


7448 


— 27,8 


60—64 


8082,2 


8088 


60,8 


66—69 


8141,6 


8827 


— 186,4 


60—64 


7786,0 


7482 


+ 268,0 


66—69 


6886,0 


6886 


— 60,0 


70—74 


6147,2 


6118 


+ 8*,« 


76—79 


8116,4 


3161 


— 46,6 


80 84 


1284,4 


1837 


— 62,6 


86—90 


238,1 


242 


- 8,9 



Im ganzen 



62028,7 



62168 



{+ 828,6 



447,8 



344. MeohanlBOhe Aasgleiohnngsmetliodeii. Die mecha- 
nischen Ausgleichnngsmethoden gehen yon der Erwägung aus, daß 
die Störung eines Einzelwertes in einer Beobachtungsreihe sich auch 
noch in den beiderseits benachbarten Gliedern bemerkbar mache, daß 
jedoch eine sehr geringe Wahrscheinlichkeit dafOr bestehe, es werde 
eine längere Folge von Einzelwerten in gleichem Sinne beeinflußt 
sein; yiel eher sei zu erwarten, daß sich durch den Wechsel des 
Sinnes auch in kürzeren oder längeren Abschnitten ein Ausgleich im 
Verlaufe der Erscheinung vollziehe. Auf den Fall des Absterbens 
angewendet heißt dies etwa folgendes: Wenn in einer Altersklasse 
zufällig mehr Personen gestorben sind, als es dem „normalen^ Yer* 
hältnisse entspräche, so kann diese Übersterblichkeit wohl auch noch 
in den nächst benachbarten Altersklassen anhalten; es ist aber nicht 
anzunehmen, daß sie sich über eine längere Folge von Altersklassen 
beiderseits erstrecke, vielmehr ist zu erwarten, daß sie sehr bald 
wieder durch eine entsprechende üntersterblichkeit wett gemacht werde. 

Aus diesen Erwägungen sind die verschiedenen Methoden hervor- 
gegangen, die an der Bestimmung eines Einzelwertes der Reihe nicht 
bloß die ihm selbst entsprechende Beobachtung, sondern auch die zu 
beiden Seiten benachbarten Beobachtungen mitwirken lassen. Yon 
diesem Verfahren verspricht man sich einerseits einen Ausgleich der 
zufälligen Störungen und ein besseres Hervortreten des Zusammen- 
hangender Erscheinung, andererseits eine größere Regelmäßigkeit in 
der Wertreihe. Wie weit das erste Ziel erreicht ist, darüber ist kein 
Aufschluß zu erlangen; über das Maß der Erreichung des zweiten 
Zieles belehrt der äußere Erfolg. Mag dieser aber noch so günstig 
sein, so kann er doch nur dann befriedigen, wenn der Gang der Be- 
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obachtungswerte gut gewahrt wird; die Entscheidung darüber ist aller- 
dings bis zu einem gewissen Grade subjektiv. 

Im folgenden werden einige mechanische Ausgleichungsmethoden 
vorgefahrt; die sich in der Anwendung bewährt haben; im übrigen 
muß auf die Spezialliteratur verwiesen werden.^) 

a) Wittstein^) hat zum Zwecke der Ausgleichung einer Beob- 
achtungsreihe Uq, u^, u^f ' ' ' Ug^f • ' den Vorschlag gemacht^ durch 
die ganze Reihe von je fünf aufeinander folgenden Gliedern das arith- 
metische Mittel zu nehmen und dieses an die Stelle des mittleren 
Gliedes der betreffenden Gruppe zu setzen; wird also das an die 
Stelle von u^ tretende ^^ausgeglichene^ Glied mit uj bezeichnet^ so 
setzt Wittstein: 

. ^z-i + ^x-l + ^z + '^z + l + ^x^i ... 

tt, — • (i; 

Auf diese neue Beihe ist; wenn sie nicht befriedigen sollte, dasselbe 
Verfahren nochmals anzuwenden; dadurch ergibt sich der definitive 
Wert: 



tt- = — 



* 6 



(2) 



26 

-}-0,04(u,_,-t-u,^,). 

Die Formel (1) verwendet fünf Werte und schreibt ihnen gleiche 
Gewichte zu; die Formel (2) rechnet mit neun Werten, denen sie un- 
gleiche Gewichte beilegt und zwar um so kleinere, je weiter sie vom 
zentralen Werte abstehen. Die praktische Durchführung gestaltet sich 
einfach; (1) erfordert Summenbildung an der ursprünglichen Reihe 



1) Siehe insbesondere die zusammenfassende Darstellung E. Blaschkes 
„Die Methoden der Ausgleichung von Massenerscheinungen'^ Wien 1898; femei 
des Verfs. „Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie^^ 1. c, p. 248 ff. — 
Eine von allgemeinen Gesichtspunkten ausgehende Theorie der mechanischen 
Ausgleichungsmethoden, aus der sich die verschiedenen Ausgleichungsformeln 
als spezielle Fälle eines Grundproblems ergeben und die auch den Versuch 
macht, den Effekt einer solchen Ausgleichung mathematisch zu beurteilen, hat 
J. Altenburger in den Yersicherungswissensch. Mitteil. 111, Wien 1907 ent- 
wickelt. — Einen neuen analytischen Gedanken hat W. Wirtinger in die Auf- 
fassung und Darstellung der mechanischen Ausgleichungsmethoden eingeführt, 
indem er sie mit der Theorie der Fredholmschen Integralgleichungen in Ver- 
bindung brachte; dieser Gesichtspunkt von hohem Grade der Allgemeinheit 
gestattet auch die Berücksichtigung von Nebenbedingungen, die man den aus- 
geglichenen Werten aus praktischen Gründen etwa auferlegen will. Versiohe- 
rungswissenschaftliche Mitteil. III, Wien 1907, p. 89—98. 

2) Mathematische Statistik, Hannover 1867, p. 80. 
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allein, (2) verlangt nochmalige Summenbildung an der Reihe der 
Summen. Wittstein hat das Verfahren (1. c. p. 44—48) zur Aus- 
gleichung der Bruneschen Erfahrungen^) verwendet. 

Man beachte, daß bei einmaliger Anwendung der Witt st einschen 
Regel (1) zwei Werte vom Anfang und vom Ende unausgeglichen 
bleiben und darum einer besonderen Behandlung bedürfen; bei zwei- 
maliger Anwendung bleiben je vier Werte unerledigt, wovon aber je 
zwei schon eine erstmalige Ausgleichung erfahren haben. 

b) Große Beachtung und Verbreitung hat das von W. S. Wool- 
house^) angegebene Ausgleichungsverfahren gefunden. Es kann 
ebensowohl auf die Zahlen der Überlebenden, wie auf die Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten wie überhaupt auf jede statistisch festgestellte 
Reihe angewendet werden; wir wollen daher allgemein von einer 
Reihe u^y u^ t^, - - - u^, - - - sprechen und uns dieselbe graphisch 
aufgetragen denken. 

Die Grundidee besteht in folgendem. Man konstruiere mittels der 
Reihe fünf Tafeln, die man auf nachstehende Beobachtungs werte stützt: 



«0» 


«5> 


«10» 


«16» • 


• • die erste, 


«1> 


«6; 


«11» 


«1.» • 


die zweite, 


«s, 


«7» 


«IJ» 


«17» • • 


• die dritte, 


«8, 


«8» 


«IS» 


«18» • • 


■ • die vierte. 


«4. 


«9, 


«U» 


«19» • 


• • die fünfte, 



die Zwischenwerte jedesmal interpolierend. Dadurch gewinnt man 
für jedes u^ fünf Werte, wovon einer der aus der Beobachtung selbst 
hervorgegangene ist, während die vier anderen der Interpolation ent- 
stammen. Das arithmetische Mittel dieser fünf Werte gilt ab der 
„ausgeglichene" Wert. 

Was die Interpolation anlangt, so wird sie auf Grund der An- 
nahme durchgeführt, daß je drei aufeinander folgende Werte, wie 

Wo; %; ^*i07 **5; ^lo; **i5 ^^^' ®^® arithmetische Progression zweiter 
Ordnung bilden; geometrisch gesprochen heißt dies, die Interpolation 
geschieht nach einer Parabel 

u =^ ax^ + ßx + y, (3) 

die durch die Endpunkte von drei aufeinander folgenden Ordinaten 
gelegt wird. 

um den ausgeglichenen Wert für u^ zu erhalten, werden solche 
Parabeln durch die fünf Punktetripel 

1) Siebe Nr. 281. 

2) Lond. Joum. Inst. Actuar. 15 (1870), p. 392 und ibid. 21 (1878), p. 37. 



188 Vierter TeU. Mathemaüsohe Statistik. 



««-7 


",-J 


«.+• 


«.-« 


««-1 


".+* 


«.-6 


». 


«.+6 


«.-4 


•*a+l 


«.+e 


««-« 


«,+1 


«.+7 



gelegt; ordnet man das Koordinatensystem derart an, daß die Ordi- 
natenachse mit u^ sich deckt, so sind diese Parabeln in der allge- 
meinen Gleichung: 

u - a^ix^ + ß^x + y, (4) 

enthalten, wenn a,, ß^, y^ ans dem Gleichnngssystem 

w,+.-6 - «.(^ - 5)* + ^.iy - 5) + y, 

w,+y ^tiy +ß^v +y^ (5) 

«,+.+6 - «.(»' + öy + ^,(1/ + 6) + y, 

bestimmt werden; fQr v sind der Reihe nach die Werte —2,-1, 0, 1, 2 
zn setzen. Da nun y, jeweilen die Urspmngsordinate der Parabel 
Yorstellty so stellt sich der ausgeglichene Wert von u^ dar durch: 

y-i + y-i + yo + ri+yi 



u^ = 



* ö 

■ • • 

Aus dem System (5) erhält man aber 

v(v + 6 ) (6~y)( 5 + y) , ?:(!L-J)^ 

und die Einführung dieses Wertes in die voranstehende Formel liefert: 

+ 3(m,_^+m,^J- 2(u,_e+u,^..)-3(tt,_7+w,^7)] 
==i-[u, + 0,96(u,., + u,^,) + 0,84K_, + u,^,) (6) 

+ 0,28(w,.3 + u,^,) + 0,12(ti,_, + u,^,) 

-O,O8(w,.e + t^,+e)-O,120i,_,+u,^,)l; 

die Formel bezieht, mit Überspringung von u^_^ und u^^.5, 13 Werte 
in die Rechnung ein. 

Bezeichnet man die Ordinaten der drei Punkte, durch welche die 
Parabel (3) gelegt wird, der Einfachheit halber mit y_^, y^y y^ (so 
daß beispielsweise y_^ =» ^«-5? Vo ™ ^«; Vi =" ^x+6 ^s*)> ^® ersten 
Differenzen mit ^y_.i, ^y^j die zweite Differenz mit 4^*y_i, wird 
ferner y^ in die Ordinatenachse verlegt und der Abstand zwischen 
y_^ und y^ y^ und y^ als Einheit angenommen, so ergibt sich aus 
.den Gleichungen: 
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y-i-t-ß + r 
yo = r 

durch Bildung Ton Differenzen und Auflösung: 

in dieser Darstellung lautet also die von Woolhonse benützte Inter- 
polationsformel : 

y-y„-t-a;^yo + ^^^*y-,- (7) 

Das Woolhousesche Verfahren stellt den ausgeglichenen Wert als 
Zentralwert von 15 Gliedern der Reihe dar^ läßt also je sieben Glieder 
Yom Anfang und vom Ende unausgeglichen; für die in anderer Weise 
gesorgt werden muß; man hilft sich in verschiedener Weise, z. B. 
durch die Supposition^ daß die fehlenden Glieder eine arithmetische 
Progression bilden, die sich an die ausgeglichenen Glieder mit der- 
selben Differenz höchster Ordnung anschließt; durch Berechnung nach 
einer der Sterblichkeitsformeln, wenn es sich eben um die Ausgleichung 
von Sterblichkeitstafeln handelt; durch ünterlegung einer ganzen 
Funktion entsprechend hohen Grades u. dgL m. 

G. Schaertlin^) hat den Gedanken des Verfahrens beibehalten, 
aber dahin vereinfacht, daß er statt nach Quinquennal- nach Triennal- 
punkten fortschreitet, den ausgeglichenen Wert also mittels der Para- 
beln aus den Punktetripeln 

«♦.-4 %-i w,+, 

bestimmt. Die Durchfährung der Rechnung führt zu der Formel: 

(6*) 

Dieselbe rechnet mit 7 Werten, indem sie die beiden u^.^y u^^j über- 
springt, und bietet den Vorteil, an beiden Enden nur vier unaus- 
geglichene Werte übrig zu lassen; bei breiter Beobachtungsgrundlage 
dürfte sie genügende Gleichmäßigkeit herbeiführen. 

c) In jüngster Zeit hat J. Karup*) eine neue Ausgleichungs- 

1) Die Absterbeordnang der schweizerischen BevOlkerong für die Jahie 
1876/77—1880/81 und J880/81. Zeitschr. f. Schweizer. Statist. XXTTT (1887), 
p. 882—833. 

2) Transactions of the second Internat. Actuar. Congr. [London 1898, 
p. 81 ff. 
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methode auBführlioh entwickelt, die in bezug auf R^elmÖßigkeit der 
Resultate der vorigen und am so melir vielen anderen mechaniBchen 
Ausgleicbongsaiien überlegen ist. Hier soll nur der Orundgedanbe 
dargelegt werden. 

Während die Woolhousesche Interpolation, die nach (7) bis za 
den zweiten Differenzen gebt, in fortgesetzter Anwendung zu Parabel- 
bögen fuhrt, die dort, wo sie zusanunensto&en, Ecken bilden, ans 
welchen Unregelmäßigkeiten in dem Verlaufe der aui^eglichenen 
Zahlen entspringen, wendet Kamp eine Interpolation an, die auch 
noch die dritten Differenzen einbezieht und zur Folge hat, daß die 
FarabelbSgen dort, wo sie zasommentreffen, einander auch berühren; 
er nennt daher seine Interpolation eine oskulierende. 
Es seien 

9-1 yo yi Vt 
äquidistante Beobacbtungswerte, und es handle sich um die Inter- 
polation zwischen y^ und Vu die durch eine parabolische Kurre MN 
(Fig. 51) erfolgen soll; sorgt man dafOr, daß der Differentialquotiemt 
in M, y^, ftlr die hier zusammenstoßenden Farabelbc^en LM and 
MN, ebenso der Differentialquotient in N, y,', fOr 
die Bögen MN und NF dwselben Wert besitzt, 
so ist der oben beschriebene Sachverhalt erreicht. 
Setzt man die Tangentenrichtong in Jf als 
parallel zu LN, die in ^ als parallel zu MP fest, 
^ was darauf hinanslSnft, bei den zweiten Differenzen 

stehen zu bleiben, so ist: 

».'-»^-/-^ -->».-%' 

Der Fordemng, daß die Karre durch M und N gehe and dort Tor- 
geschriebene Tangen tenrichtnngen besitze, ist durch eine Parabel 
dritter Ordnung za genügen, deren Gleichung Unten möge: 

y - (1 - xy{A^ + A^x) + x\B^ + 5,(1 - x)); (8) 

zur Bestimmong der Koeffizienten hat man dum die Gleichungen: 
9q = A 
». - So 
y,' = -2A^ + Ä, = ^y, - ^'f 

y/- 2B,-B,-Jy, + ^*- 

Setzt m&n diese Werte in (8) ein und ordnet nach den Differenzen, 
dabei ^'y^, durch ^'y.j — z/'y_, ersetzend, so wird 
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jf = y, + x^y, + ^(^^z/Vi + ^- '^ ^Vi- (9) 



Von dieser Interpolationsformel , die mit ihrem letzten Gliede 
über (7) hinausgeht, macht Earnp Gebrauch^ im übrigen dem Ge- 
dankengange Woolhouse folgend. Es werden, um den aasgeglichenen 
Wert für u^ zu erlangen, auf Grund folgender Punktequadmpel Inter- 
polationen nach Maßgabe der Formel (9) vollzogen: 

^x-l ^x-i *** + 8 ^« + 8 
^x-% **«-8 *** + 2 ^« + 7 
***-9 **«-4 ***+! ^« + 61 

zwischen das mittlere Paar eines jeden Quadrupels wird der Wert 
Ton u^ eingeschaltet, und aus den vier so berechneten und dem hedb- 
adUeten u^ wird das arithmetische Mittel als „ausgeglichener'' Wert 
angenommen. Bei der Einschaltung in das erste Quadrupel treten 
an die Stelle von 

y-i Vo Vi y« 
und ihrer Differenzen 

die Werte w,_«, **«-i> **«+4> **«+9 "©bst ihren Differenzen, und aus y 
geht der erste eingeschaltete Wert von u^ hervor, indem man x =^ - 
setzt, so daß er sich ausdrückt durch: 

ähnlich ei^bt sich aus dem zweiten Quadrupel (mit ^ =" -r) ^1^^ 
zweite interpolierte Wert: 

^x-$ + "5 ^^x-2 - 26 ^^'-7 - 125^ **'-7' 

weiter der dritte und vierte: 

«x-3 + y ^Wx-s - ä^''*«-8 " i25^'**'-8 

«*x-4 + T ^**'-* " Ä ^'•*«-« " l26 ^'^«-»• 
Drückt man die Differenzen durch die Glieder der ursprünglichen 
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Reihe aus^ so ergibt sich schließlich die Kar up sehe Foimel') fttr 
den ausgeglichenen Wert: 



(10) 



u; - O^OOOu, + 0,1824(u,_i + u,^,) + 0,1392K_, + u.^,) 

+ 0,0848(w,., + u,^,) + 0,0336(u,_, + u,^ J 

- 0,0128(i*,.e + **x+6) + 0,0144(u,.7 + u,^,) 

- 0,0096(tt,_8 + w.^s) - 0,0032(w,_3 + w,^,). 

Dieselbe greift auf neun Altersklassen vor und zurück mit Über- 
gehung der Alter x — 5 und x + 6, benutzt also 17 Zahlen der 
Orignalreihe, ihnen nach außen hin abnehmende und schließlich sehr 
kleine Gewichte beilegend. 

Über den äußeren Erfolg der Ausgleichung belehrt das graphische 
Auftragen der ausgeglichenen Werte oder die Bildung der Diffe- 
renzenreihen. 

Nachstehend ist eine Probe der Anwendung der bisher vorge- 
führten mechanischen Methoden auf eine Beobachtungsreihe, bestehend 
in Sterblichkeitsprozentsätzen (100-fachen Sterbenswahrscheinlichkeiten) 
mitgeteilt 

Beobachtungen: H^^^\^) 





ünaus- 

geglichener 

Storblichkeits- 


Ausgeglichener Sterblichkeitsprozentsatz nach 


Alter 


Wittstein | 


Woolhonse 


Kamp 




prozentsatz 


Formel (1) 


Formel (2) 


Formel (6) 


Formel (10) 


20 


0,61 






0,838 


0,827 


21 


0,90 


# 




0,966 


0,944 


22 


1,11 


0,938 




1,028 


1,024 


28 


1,71 


1,048 




1,071 


1,064 


24 


0,46 


1,092 


1,014 


1,082 


1,068 


26 


1,06 


1,084 


1,026 


1,061 


1,061 


26 


1,12 


0,906 


1,017 


1,006 


1,028 


27 


1,07 


1,002 


0,990 


0,994 


0,998 


28 


0,82 


1,000 


0,996 


0,970 


0,968 


29 


0,94 


0,968 


0,969 


0,946 


0,946 


30 


1,06 


0,910 


0,947 


0,920 


0,927 


81 


0,91 


0,924 


0,929 


0,917 


0,917 


82 


0,83 


0,9U 


0,926 


0,926 


0,918 


83 


0,89 


0,908 


0,944 


0,928 


0,930 


84 


1,04 


0,942 


0,969 


0,943 


0,966 


86 


0,87 


1,000 




1,000 


0,994 


36 


1,08 


1,062 




1,036 


1,086 


37 


1,12 






1,070 


1,072 


88 


1,16 






1,107 


1,099 



1) Das Yon Kamp 1. c. angegebene neue Verfahren besteht aber nicht in 
einer Anwendung dieser Formel allein, sondern setzt sich aus drei Prozessen 
zusammen, und erst bei dem letzten kommt die Formel zur Geltung. 

2) Über die Bedeutung dieses Zeichens vgl. man Nr. 281. 
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d) Eine eigenartige mechanische Ausgleichungsmethode; die sich 
durch besondere Einfachheit der Formebi auszeichnet und nach durch- 
geffihrten Proben zu sehr befriedigenden Resultaten führt; hat in 
letzter Zeit 6. Eing^) angegeben. Der wesentliche Gang derselben 
besteht in Folgendem: 

Durch ein Yorrerfahren; das jetzt entwickelt werden soll und in 
dem das Neue der Methode liegt; werden Quinquennalglieder der aus- 
zugleichenden Reihe festgelegt, d. h. Glieder, deren Zeiger in bezug 
auf 5 kongruent sind. Nachdem dies geschehen, erfolgt die Ein- 
schaltung der übrigen GUeder durch oskulatorische Interpoktion (siehe 
unter c), Formel (9)). 

Das Vorverfahren gestaltet sich wie folgt. 

Es sei 

(ttj, a; = 0, 1, 2, . . . (D 

die auszugleichende Reihe von äquidistanten Einzelwerten der Funk- 
tion u. Setzt man 



Ol ea 



^u, y„ also 2«» y«+i ' 

SO wird 

». = yx+i-yx- (1) 

Aus der so konstruierten Reihe der y^ hebe man Quinquennal- 
glieder heraus*) und bilde dazu die aufeinanderfolgenden Differenzen- 
reihen, etwa: 

yo> Vit tfiot y«» • • • 

^y,, Jy^, z/yio, • • • 

^yo> • • • 



Dann ergibt sich, wenn man bei Differenzen fünfter Ordnung stehen 
bleibt: 

y« - % + KlMvo + (l) ^V« + (l) ^»»0 + (l) ^y« + (l) ^'y« 

= yo + 13-7^ + 52^ + 52^-26 4^ + 3M^>, 
ebenso 



1) Gutachten, Denkschrifton und Verhandlungen des VI. intern. Eongr. f. 
VerBicher.-Wiseensch., Wien 1909, I. 2, p, 1469—1488. 

2) Die Wahl kann je nach dem Ausgangswerte in fünf Arten erfolgen, 
deren Ergebnisse sich im allgemeinen wenig von einander unterscheiden; sonst 
müfite der Erfolg entscheiden. 

Ccaber, WahrtoheinliehkeitareehBung. IL S. Anfl. Y"^ 
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und daraus im Sinne der Gleichung (1) 

«I. - -? + lO^r^ + 24Ä - 5^ + 2,8^. 



Setzt man 



Cd CO 



^yo = 2"' ~ 2""« = «0 + «1 + «j + «j + «* 



Wo» 



& 

CO Ol 



^Vi = ^«» —2% =-M6 + «« + «7 + "8 + «9 = 
S 10 



«'s 



(2) 



80 ist des weiteren 

und Ui2 schreibt sich dann: 

^1.-? + 10^ + 24^-5^ + 2,8^ 

- 0,2wq + 0,4 JWq + 0,192 J^Wq - 0,008 ^»m^o + 0,000896 ^^u;^; 

diese Formel erfährt eine beträchtliche Vereinfachung, wenn man darin 
Wq und ^^Wq ersetzt durch w^q — 2^Wq — ^^Wq, bzw. z/*u?5 — ^^to^; 
es wird dann 

ttij = 0,2m7io - 0,008 ^»tTß + 0,000896 ^*m;o, 

was ohne nennenswerte Einbuße an Schärfe ersetzt werden kann 
durch den ftir die numerische Durchführung bequemeren Ausdruck 

t*i, = 0,2m;io - 0,008z^u?5 + OyOOOQ^^w^. (3) 

Noch einfacher gestaltet sich die Sache, wenn man bei der Ent- 
wicklung von y nur bis den Differenzen 3., also in den w nur bis 
zu den Differenzen 2. Ordnung fortschreitet; die dabei erzielte Ge- 
nauigkeit ist völlig ausreichend bei außerordentlicher Verein&chung 
der Rechnung. Es wird nämlich nunmehr 

- yo + »-5- + 1^ -5Y- - ö -5a-, 

ebenso 
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woraus fhit Rücksicht aof (1) 

«7 ■=" -5- -r o -5« 6» T ■*" " "ö^* 6»~ 

und schließlich wegen Wq + ^dtv^^ w^ 

U7 = 0,2 «75 — 0,008 ^*m;o (4) 

folgt. Diese Formel, an der im folgenden festgehalten werden soU^ 
laßt an Einfachheit nichts zu wünschen übrig. 

Das Vorverfahren besteht also, wenn wir das Ergebnis zusammen- 
fassen, in dem folgenden Prozeß: Man bildet durch Summierung fQnf- 
gliedriger Gruppen der u nach Vorschrift von (2) die w, nimmt von 
diesen die ersten und zweiten Differenzen und berechnet mit deren 
Hilfe nach Formel (4) die Quinquennalwerte der u. 

An diese schließt sich dann die oskulatorische Interpolation nach 
Formel (9) unter c) an; damit ist die Ausgleichung beendet. Nur 
der Anfang und das Ende bedürfen einer besonderen Bearbeitung; 
denn die Formel (4) stellt einen Wert von u als Zentralwert von 15 
Gliedern dar, das erste u, das nach ihr berechnet werden kann, ist 
also das achte vom Anfang, das letzte das achte vom Ende. 

Zur Erprobung bat Eing das Verfahren auf das Material der 
Tafel (y auf zwei Arten angewendet, die vom gewöhnlichen Wege 
derart abweichen, daß es sich empfiehlt, sie hier anzuführen. 

Bei dem ersteti Verfahren werden nicht die Sterbenswahrschein- 
lichkeiten, sondern ihre Elemente, die Zahlen der unter einjährigem 
Risiko gestandenen und der Toten, je für sich ausgeglichen und inter- 
poliert, und aus den so gefandenen Werten erfolgt die Bestimmung 
der endgültigen q. Die Sache stellt sich also praktisch wie folgt dar: 
Aus der Reihe der rohen 

-^ii; -^12; -^18» • • • -^100 



werden die Summen 








(E,, + -.. + E,,), (JB„ + . 


• • + E„)> 


■ ■ • (ßw H — 


• • + ^100), 


(&,, + ... + @J, (©„ + •• 


■ + ®»), 


■ ■ ■ (®96 H 


• + ®ioo) 



gebildet, die in beiden Fällen mit w^^, w^^, • • • w^^ bezeichnet sein 
mögen; an diesen Größen erfolgt die Differenzenbildung, wie dies aus 
dem folgenden Bruchstück zu ersehen ist. 

18* 
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E. 



B. 



X 


*^x 


^w^ 


J^w^ 


11 

16 
21 
26 

• 
• 


4683 

38798 

234299 

676669 

• 
• 
• 


+ 84116 
+ 196601 
4- 841360 

* 
• 
• 


+ 161386 
+ 146869 

• 

• 
• 



X 


^x 


^^x 


. ^'t^. 


11 


16 


4- 189 


+ 819 


16 


164 


-- 968 


+ 1006 


21 


1112 


- - 1968 


• 


26 


8076 


• 
• 


• 


• 


• 


• 




• 


« 







Daraus berechnet sich nach (4): 

E,^ = 0^ . 38798 - 0,008 • 161386 - 6468,61 
©18 - 0,2 . 164 - 0,008 . 819 - 24,25 

und hieraus schließlich 

24,26 



9l8 



6468,61 



0,0037489; 



auf diesem Wege findet man die Quinquennalreihen: 



^19} -^28? -^M> • • • -^98 



^181 ^i8; ®28? 



« 



98 



Qtsf Quf Q%Bf "'9si' 

Um den Abschluß zu erhalten, macht King die Annahme, es sei 
103 das höchste in ganzen Zahlen ausgedrückte Alter, das erreicht 
werden kann, also q^^^ <-» 1; alsdann handelt es sich noch um die 
Einschaltung von g^g. Aus der Entwicklung 

«108 = «83 + ( J) ^«88 + ( J) ^«88 + ( J) ^'«88 

ergibt sich 

^«88 - T {**0» - «88 - ^^9S^ - 6^*«88} 

und alle Elemente zur Ausführung der rechten Seite sind bekannt; 
dann aber findet sich q^^ nach der Formel 

«98 = «88 + ( J) -^«88 + {l) ^«88 + -^'«88 « (5) 

Die Rechnung ergab (in Einheiten der 7. Dezimale geschrieben): 
10'«88 = 1773777 10' Jq^ = 677408 10' ^^q^^ - 432185 
10'«88 = 2451185 10M^88 - 1109593 
10'«98 = 3560778 

10'^»g85-^{ 10000000-1773777-4.677408-6.432185} = 730870 

' 10'«98 = 1773777 + 3 . 677408 + 3 • 432185 + 730870 - 5833426 
«98 = 0,5833426. 
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Die Interpolation hat Eing nicht an den q^ selbst^ sondern an 
deren Logarithmen vorgenommen; sie ergab die Werte q^^ bis q^^\ 
auf die Er^nzung am Anfang und Ende soll hier nicht eingegangen 
werden, nur über den Erfolg sei noch berichtet. 

Die Yergleichung der nach den berechneten q^ zu erwartenden 
und der wirklich eingetretenen Todesfälle von a: « 10 bis rc = 103 
f&hrte zu Abweichungen (= Erwartung -- Beobachtung), deren abso- 
lute Summe 4,5 beträgt, so daß die Rechnung 140909,5 Sterbefälle 
statt der 140905 beobachteten ergibt; die größte akkumulierte Ab- 
weichung tritt bei dem Alter 63 ein und beträgt 106,0, d. i. 0,137q 
der bis zu diesem Alter reichenden 80402 rechnungsmäßigen Todesfälle. 

Das zweite von Eing eingeschlagene Verfahren stützt sich auf 
die unausgeglichenen g^, deren Berechnung bei dem yorangeführten 
Vorgänge gar nicht erforderlich ist, operiert aber wieder nicht an 
diesen selbst, sondern an den log (g^ + 0,1). Diese eigenartige Wahl 
ist deshalb getroffen, weil bei einigen Altern das rohe q^ gleich Null 
ist — log q^ wäre also ungeeignet — und weil bei ihr die Charak- 
teristik, mit Ausschluß von x » 103, durchwegs — 1 ist, so daß man 
nur mit den Mantissen zu operieren hat. Der Erfolg ist ein minder 
befriedigender, wenn auch an sich gut zu nennen; denn die absolute 
Summe der Abweichungen beträgt 18,0, und die größte akkumulierte 
Abweichung — 122,1 bei dem Alter 38 macht — Ofib^j^ der bis zu 
diesem Alter reichenden 14570,9 rechnungsmäßigen Todesfälle aus. 

245. Graphische Ansglelohung. Ein in der gesamten Be- 
obachtungstechnik yielfach geübtes Verfahren, um den Zusammenhang 
zwischen zwei yariabeln Größen rr, y, über den eine Reihe von Be- 
obachtungen vorliegt, zu tabellarisieren, besteht darin, daß man die 
zusammengehörigen Wertepaare durch Punkte in einem Koordinaten- 
system darstellt und nun eine Kurve verzeichnet, die dem Zuge der 
Punkte möglichst getreu folgt und ihnen „möglichst nahe^' liegt 
(s. Nr. 164). Die Kurve bewirkt dann nicht bloß eine „Ausgleichung^* 
der Beobachtungsfehler, sondern zugleich eine Interpolation des Zu- 
sammenhanges. Der Vorgang gründet sich einerseits auf die Voraus- 
setzung, daß den Werten y, die aus der Beobachtung hervorgingen, 
zufällige Fehler anhaften, die also bald in dem einen, bald in dem 
andern Sinne wirken, andererseits auf die Vorstellung, daß zwischen 
Xy y ein analytischer Zusammenhang bestehe, dem geometrisch eine 
Kurve entspricht. 

Das graphische Verfahren ist nun auch zur Ausgleichung von 
Sterblichkeitsbeobachtungen benutzt worden, und man kann nicht 
sagen, daß es durch die fortschreitende Ausbildung der andern, zu- 
mal der mechanischen, Methoden zurückgedrängt wurde; es ist im 
Gegenteil in jüngster Zeit wieder stärker in Aufnahme gekommen, 
und zwar nicht nur bei kleineren Beobachtungszahlen, wo es das A 
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allein passende ist, sondern auch bei breit angelegten Beobachtungen 
[Spragues^) Ausgleichung der Tafel H^^^^, 

Als Schattenseite des Verfahrens wird der Umstand hervorgehoben, 
daß es zeichnerische Geschicklichkeit und gute Beurteilungsgabe er- 
fordere; femer weist man darauf hin, daß ihm das Merkmal einer 
eigentlichen Methode insofern abgehe, als ein subjektives Moment 
zwischen Beobachtung und endgültiges Bresultat trete: verschiedene 
Personen werden durch das Verfahren zu verschiedenen Ergebnissen 
gelangen. Diesem Einwurf könnte entgegengehalten werden, daß die 
Wahl unter den verschiedenen mechanischen Methoden auch ein sub- 
jektives Moment bedeute; nachdem sie getroffen, hängt das Resultat 
allerdings von der Person des Ausführenden nicht mehr ab. 

Ein Vorteil der graphischen Ausgleichung muß aber darin er- 
blickt werden, daß sie die Verwertung vorausgehender Erfahrungen 
gestattet und dadurch oftmals die Wiedergabe charakteristischer 
Nuancen in dem Verlaufe der Erscheinung ermöglicht, die durch eine 
mechanische Methode leicht verwischt werden können. Wo also Er- 
fiahrung und Geschicklichkeit vorhanden sind, kann das graphische 
Verfahren zu besseren Resultaten führen als irgend eine andere 
Methode. 

Es sind auch verschiedene Vorschlage gemacht worden, welche 
darauf hinzielen, die Sicherheit des Verfahrens zu erhöhen, den Spiel- 
raum der Willkür zu begrenzen. Ein Mittel, von dem Gebrauch ge- 
macht werden sollte, besteht darin, zu jedem empirischen Werte — 
als solchen denken wir uns die Sterbenswahrscheinlichkeit oder den 
Sterblichkeitsprozentsatz als die bisher bei der graphischen Aus- 
gleichung ausnahmslos benutzte Funktion — ein Genauigkeitsmaß, 
etwa den mittleren oder den wahrscheinlichen Fehler (s. Nr. 164), zu 
berechnen und in das Diagramm zu beiden Seiten des zugehörigen 
Punktes einzutragen; durch Verbindung der einer- und anderseits ge- 
legenen Punkte ergibt sich eine sogenannte Fehlerzone, über welche 
die Ausgleichskurve nicht hinaustreten soll, wenn bei keinem der 
ausgeglichenen Werte eine über jene Grenze hinausgehende Abweichung 
von dem wahren (oder normalen) Werte mit der hierzu gehörigen 
Wahrscheinlichkeit erwartet werden soll. 

Ein anderes Mittel, von dem jedoch wegen der damit verbundenen 
Vermehrung der Beobachtimgsarbeit nicht leicht Gebrauch gemacht 
werden dürfte, bestünde in einer Vermehrung der Altersabstufimgen, 
für welche die Sterbenswahrscheinlichkeit (immer pro Jahr gerechnet) 
bestimmt wird. So sind bei der Konstruktion der Beamtenvereins- 



1) Bezüglich seiner Ausbildung des graphischen Verfahrens vgl. London 
Joum. Inst. Actuar. 21 (1879), p. 446; ibid. 26 (1886), p. 77; ibid. 29 (1891), 
p. 69, 282. 
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tafel die Alter nach Monaten abgestuft und innerhalb eines Alters- 
jahres zwölf Werte der Sterbenswahrscheinlichkeit bestimmt worden.^) 
Liegen über eine Beobachtongsreihe mehrere graphische Aus- 
gleichungen Yor, so laßt sich auch ein objektives Urteil über ihre 
relative Oüte im ganzen, über den Ghrad ihrer Annäherung an die 
Beobachtungswerte gewinnen, und zwar durch die Bildung der Quadrat- 
flummen aus den Differenzen zwischen den rohen und den ausge- 
glichenen Werten, unter Berücksichtigung der Gewichte der der Aus- 
gleichung unterworfenen Größen: Jenes Resultat^ das zu der kleinsten 
Summe führt, darf unter den verglichenen als das beste bezeichnet 
werden [s. Nr. 164].*) Dieser Vorgang wird auch zu befolgen sein, 
w^enn es sich um die Yergleichung der Ergebnisse analytischer und 
mechanischer Ausgleichungen an ein und demselben Beobachtungs- 
material handeln sollte.') 

1) Siehe die Literatainachweise in Kr. 238. 

2) Vorgang J. Kaans, vgl. E. Blaschke, Die Methoden der Aus- 
gleichung etc., p. 51. 

8) In aswei Abhandlungen, betitelt „Die Ausgleichung der doppelt abge- 
stuften Tafel LM (Leipziger Gesellsch^, s. Nr. 246) vom Standpunkte der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, Assekuranz -Jahrb. XXX (1909), p.'125 — 144, und 
Ausgleichung und Wahrscheinlichkeitstheorie^^ ibid. XXXI (1910), p. 160 — 186^ 
hat F. Möller einen Weg zur Kritik der Ausgleichung von Sterbetafeln ent- 
wickelt, auf dem darüber entschieden werden soll, ob man sich durch eine 
vorgenommene Ausgleichung „der Wahrheit genähert" habe, mit anderen Worten, 
ob nur die zufälligen Störungen der beobachteten Werte beseitigt worden seien. 
'Zu dieser Prüfung werden die Abweichungen 1^ der unmittelbaren Sterblich- 
keitsquotienten Qj. von den ausgeglichenen ^ und die Gewichte ^j. der erstereu 

verwendet; aus den auf das Gewicht 1 reduzierten Abweichungen ljcY9x ^^* 
stimmt Möller den mittleren Fehler der Gewichtseinheit nach einer der Formeln 



V n — l' V n — u' 



wobei die erste dann gelten soll, wenn es sich um mechanische oder gpraphische 
Ausgleichung handelt, die zweite, wenn eine analytische Ausgleichung nach einer 
Punktion mit u Parametern vorliegt. Als theoretischen Wert dieses mittleren 
Fehlers findet er 1, das einemal aus der Annahme, die X^ folgten dem Gauft. 
sehen Gesetz; das anderemal kommt er zu diesem Ergebnis dadurch, daß er in 
der Formel 



yi 



n 



s 



jedes X^ durch die mittlere Abweichung 1/?*^^ ?*?, g^. durch deren reziproke 

g 
<hiadrat — ;- r ersetzt; beide Male hat das Resultat seinen Grund in dieser 

Art der Gewichtsbestimmung. Da die Gewichte bloße Relativzahlen sind, kann 
dem letzten Ausdruck für g^ ein beliebiger konstanter Faktor hinzugefügt wer- 
den; damit würde sich das Resultat ändern und bei gleicher Schlußfolgerung 
«ben diesem Proportionalitätsfaktor gleich sein. 

Der wesentlichste Einwand, der gegen die Arbeit zu erheben ist, bezieht 
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246. Ansgleiohimg iweiflMh abgeBtnfter Tafeln. Durch 
die -EinfÜliraiig zweifach abgestafter Sterbetafehi ist die Aufgabe der 
AusgleichuDg von Wertkomplezen, die nach zwei Argumenten ge- 
ordnet sind, in den Vordergrund getreten. 

Von den Methoden ihrer Lösung ist die eine, der analytischen 
Methode bei einfach abgestuften Reihen analog, zunächst ausgeschlossen. 
Sie bestände darin, fdr die Funktion 

die den Verlauf der Sterbenswahrscheinlichkeit nach erreichtem Alter 
und zurückgelegter Versicherungsdauer darstellen soll, einen analy- 
tischen Ausdruck zu supponieren und seine Parameter nach einem 
geeigneten Verfahren auf Grund der beobachteten Einzelwerte zu be- 
stimmen. Die Auffindung einer Funktion, die dies im ganzen Be- 
reiche von X und ty wie er gewöhnlich vorliegt, zu leisten imstande 
wäre, ist noch gar nicht versucht worden. Auch der Weg, den Be- 
reich in entsprechende Teile zu zerlegen und für jeden Teil gesondert 
nach einer möglichst einfachen, etwa nach einer linearen (Ebene) oder 
quadratischen Funktion (Paraboloid) auszugleichen, verspricht wenig 



sich auf die Anffassmig des Problems der Ausgleichung. Welche Methode auch 
man wählen mag, bei keiner kann von einem Prinzip gesprochen werden, das 
auf eine Annäherung an die Wahrheit, auf Eliminierung der zufälligen Störungen 
allein hinwirken würde; man hegt die Erwartung, daß es so kommen werde, 
hat aber kein Mittel, darauf abzuzielen. Die einzige positive Basis für die Her- 
stellung eines Endresultates sind die unmittelbaren Beobachtungsergebnisse, von 
einer Ausgleichung muß daher in erster Linie gefordert werden, daß sie diese 
so gut als möglich wiedergibt, so weit dies mit der angestrebten Herstellung eines 
glatten Verlaufs verträglich ist. Ein Mittel, eine Annäherung an die mehr ge- 
ahnte als definierbare Wahrheit zu erweisen^ kann auch die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung nicht geben. 

Das Operieren mit mittleren Fehlem in dem oben verwendeten Sinne ver- 
bietet sich bei der Materie deshalb, weil es sich bei der Sterblichkeitsmessung 
nach der ganzen Art der Gewinnung des Materials — die Personen, die man in 
einer Altersklasse zusammenfaßt, stammen aus verschiedenen Geburtszeiten, 
unterscheiden sich auch in andern maßgebenden Umständen — nicht allein um 
zufällige, sondern sicher auch um systematische Störungen handelt. 

Um noch auf ein weiteres Detail hinzuweisen: die Formel '\/\^*-J^hA hat 

Y n — 1 

hier keine Berechtigung; sie bezieht sich auf den Fall, wo zur Bestimmung 
einer wohldefinierten Größe n Beobachtungen verschiedenen Gewichts angestellt 
worden sind und wo man weiß oder mit Grund annehmen kann, daß die be- 
gangenen Fehler frei sind von einem systematischen Teil. Gegen die Formel 

\Mx_x_x\ ^^ analytischer Ausgleichung wäre formal nichts einzuwenden. 

Trotz der Abweisung, die Möller meiner Auffassung der Ausgleichung 
empirischer Zahlenreihen zuteil werden läßt, glaube ich von meiner Darstellung 
in Nr. 164 des I. Bandes und in diesem Paragraphen nicht abgehen zu sollen. 



V- 
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Erfolg. Bei einem so gearteten Vorgang wäre von einer eigentlichen 
Flächenausgleichwng zu sprechen. 

Ein der einfachsten mechanischen Methode, jener von Witt- 
stein (Nr. 24Ay a))y nachgebildeter Vorgang besteht in Folgendem. Ist 



u 



xy) 



X 



1,2, ...w; y=l,2. 



n 



u. 



xy 



das auszugleichende System yon Einzelwerten, so bestimme man den 
ausgeglichenen Wert u als arithmetisches Mittel aus dem beobach- 
teten und den ihm in beiden Richtungen beiderseits benachbarten, also 
nach der Formel: 

Unausgeglichen bleiben dabei die Randwerte, d. i. alle u^ , u^y, 

um eine Vorstellung von der Wirkung dieses einfachen Ver- 
fahrens zu geben, sei dasselbe angewendet auf den nachstehenden 
Ausschnitt aus der österreichischen Tafel Jf^^; es handelt sich dabei 
um Sterbenswahrscheinlichkeiten, die in Einheiten der 5. Dezimale 
ausgedrückt sind. 



X t — 


1 


2 


3 


4 


6 


30 310 


426 


584 


678 


563 
636 


608 


31 383 


!544 

1 


733 


661 


653 


32 344 


!499 


618 


593 


691 


678 


33 337 


|553 


649 


759- 


754 


869 


34 398 


■603 
638 


780 
610 


692 


728 


687 


35 409 


721 


773 


869. 


;leichang gibt 


• 
• 


10'?;.- 


<]+' 






X 


< — 1 


2 


3 


4 




31 


517 


628 


650 


641 




32 


512 


518 


. 654 


670 




33 


528 


672 


689 


760 




34 


594 


667 


736 


727. 





Ein gleichmäßigeres Fortschreiten ist unverkennbar. 

Die bisher an zweifach abgestufken Sterbetafeln ausgeführten 
Ausgleichungen können als Äusgleicliungen nach Kurven bezeichnet 
werden; unter Bezugnahme auf die in Nr. 228 besprochene Fläche 
sind es die Kurven konstanter Versicherungsdauer, an welchen die 
Operation vorgenommen wurde unter Bedachtnahme auf die Vorstel- 
lung, daß die zu f » 0, 1, 2, • • • 9 gehörigen Kurven auf einer stetig 
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ansteigenden Fläche zu liegen haben, die schließlich an der Kurve 
qW in eine Zylinderfläche übergeht — vorausgesetzt, daB man mit 
dem Ablauf von 10 Jahren die Wirkung der Auslese als erloschen 
annimmt. 

In dieser Art ist die Ausgleichung der neuen Gothaer Bankliste 
von J. Earup^) ausgeführt, die die Auslesewirkimg mit dem Ablauf 
von 7 Jahren als erloschen ansieht, ebenso die der neuen Tafeln der 
Leipziger Gesellschaft durch G. Höckner'); im übrigen ist in beiden 
Fällen von mechanischen (und graphischen) Ausgleichungsmethoden 
Gebrauch gemacht worden. 

Bei der Ausgleichung der Tafeln 0^*»"»\ 0^''^\ 0^^ der eng- 
lischen Messung 1863 — 1893 hat Hardy aufs neue von der Make- 
hamschen Formel Gebrauch gemacht, indem er die Schnittkurven^ 
von welchen eben die Rede war, dieser Formel anpaßte; er mußte 
jedoch zu diesem Zwecke an der Formel eine Modifikation vornehmen, 
um den glatten, der Vorstellung vom Wachsen der Sterbens Wahr- 
scheinlichkeit mit der Zunahme der Versicherungsdauer entsprechenden 
Übergang von einer Kurve zur nächsten zu erzielen; denn die unab- 
hängige Ausgleichung kann dies nicht leisten vermöge der großen 
Unregelmäßigkeiten, die mit der Zersplitterung des Materials not- 
wendig verbunden sind. Die Modifikation kommt schließlich derart 
zum Ausdruck, daß in der Formel (3), Nr. 242, die Koeffizienten 
A\ S nicht mehr als Konstanten, sondern als Funktionen der Ver^ 
Sicherungsdauer auftreten, so daß an die Stelle dieser Formel eine neue: 

■Eiogi)t„+,-^/ + 5;c-^' (3*) 

kommt.^) 



1) Fußnote 6) zu Nr. 233, p. 142. 

2) Fußnote 7) zu Nr. 283, p. 142. 

8) unter dem Titel: „Die exakte Ausgleichung der englischen Selekttafeln^* 
hat A. Patzig in der Zeitschr. f. d. ges. Versich.-Wissensch., VIII (1908), p. 820 
bis 869, eine Arbeit veröffentlicht, welche die Anwendung der Makehamschen 
Formel auf die Ausgleichung von zweifach abgestuften Tafeln behandelt, an 
dem von Hardy eingeschlagenen Verfahren Kritik übt und seinen wesentlichen 
Mangel in der Außerachtlassung d^r Gewichte erblickt, wodurch eine systema- 
tische Beeinflussung der ausgeglichenen Werte gegenüber den rohen Werten be- 
wirkt werde. Der Verfasser nimmt nun die Rechnung von neuem auf, operiert 
ebenfalls an der Funktion (8*), führt die Ausgleichung an den einzelnen Kurven 
zuerst unabhängig aus und sucht schließlich die so berechneten Ä^\ J./, • • • Ä^\ 
Bq\ Bi\"'Bq durch eine Interpolationsformel zusammenzufassen, die er in der 
Gestalt einer ganzen Funktion zweiten Grades annimmt: A{ =^ a^ -^ a^t -^ a^t*^ 
jB/ = &o 4~ ^i^4~^s^'t dadurch soll ein Zusammenhang unter den Kurven und 
ein glatter Übergang von der einen zur andern erzielt werden. Alle Rechnungen 
werden nach der Methode der kleinsten Quadrate unter Heranziehung ang^ 
näherter Gewichte ausgeführt. Der Erfolg der Ausgleichung ist durch die nach- 
folgende Tabelle nach demselben Prinzip dargestellt wie oben, die eingetragenen 
Zahlen bedeuten Einheiten der vierten Dezimale. Er ist ein wesentlich anderer 
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Dm den Effekt der Aasgleichung an der Tafel 0^^^ zu zeigen, 
ist die folgende Tabelle bestimmt; sie gibt an, um wie viel die 
Sterbenswahrscheinlichkeit bei den Altern 25, 30, • • • 75 zunimmt, 
wenn diese Alter vom 1. zum 2., vom 2. zum 3., • • • vom 9. zum 
10. Yersicherungsjahr überschritten werden, und um wie viel sie 
dann noch wächst^ wenn man nach Ablauf von 10 Jahren zu der um 
10 Jahre abgestutzten Aggregattafel fortschreitet, die den Abschluß 
der zweifach abgestuften Tafel bildet. Aus der Tabelle ist einmal zu 
«rsehen, wie allmählich imd glatt die Kurven ?[,.<]+^ (^ = 0, 1, • • • 9) 
ineinander und schließlich in die Kurve qj^^^^ übei^ehen und wie in 
allen Altern mit fortschreitender Versicherungsdauer die Wirkung der 
Auslese sich abschwächt. Die Zahlen der Tabelle bedeuten Einheiten 
der fOnften Dezimale. 



Er- 
reichtes 




< 


?[x-<] + «~^[*-/ + l] + <-l ^^ *™ 


1 




gao, 


Alter 


1 


2 


8 


4 


6 


6 


7 


8 


9 


5[x-»] + » 


26 


176 


61 


34 


26 


24 


28 


22 


22 


21 


10 


30 


181 


66 


37 


80 


26 


26 


24 


24 


22 


11 


35 


188 


72 


43 


34 


30 


29 


27 


26 


24 


12 


40 


199 


82 


61 


42 


37 


34 


32 


30 


28 


13 


46 


217 


98 


66 


63 


47 


43 


39 


86 


38 


16 


60 


246 


122 


86 


71 


63 


66 


61 


46 


42 


19 


66 


288 


160 
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100 


87 


77 


68 


61 


64 


26 


60 


866 


218 


170 


144 


124 


110 


96 


84 


74 


83 


66 
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und widerspricht den Vorstellongen, die man sich aus den unmittelbaren Be- 
obachtungsdaten von der Sache bildet, hauptsächlich dadurch, daß der starke 
Einfluß der Selektion im Anfangsstadium der Versicherung fast völlig verwischt ist 
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III. Abschnitt. Invalidität nnd Sterblichkeit. 

247. Begriff der InvaUdlt&t. Der Begriff der Invalidität ist 
kein an sich gegebener. Im Gebiete des Versicherungswesens hat er 
eine weitgehende Ausbildung erfahren. Die Begleiterscheinung, welche 
hier die Invalidität kennzeichnet, nach der sie geradezu beurteilt wird 
und auf die sich das wirtschaftliche Interesse richtet, ist die Herab- 
minderung oder die gänzliche Aufhebung der Erwerbsfähigkeit 

Nach der Verursachung unterscheidet man UnfaUsinvätidität und 
Invalidität schlechtweg; die letztere tritt als Folge des Alters oder 
von Krankheiten oder beider die Kräfte und Fähigkeiten herabmindern- 
der Umstände ein. Bei der ersten Form bildet der Unfall den Anlaß 
zur Frage nach dem Vorhandensein der Invalidität; der Zeitpunkt 
seines Eintrittes dient zur Feststellung des Beginnes der Invalidität. 
Bei der zweiten Form bedarf es eines Willensaktes entweder von 
Seite der unmittelbar betroffenen oder seitens einer ihr übergeordneten 
Person, um die Frage nach der Invalidität hervorzurufen; die Beant- 
wortung ist dann Sache einer im voraus festgesetzten Prozedur. 

Nach dem Zeitausmaße kann die Invalidität eine dauernde oder 
eine vorübergehende sein. Sie kann gleich bei ihrer Feststellung als 
dauernd angenommen werden, gleichgültig, ob und in welchem Maße 
sich der Zustand der Person in bezug auf ihre Erwerbsfähigkeit im 
weiteren Verlaufe ändert Die Invaliderklärung kann aber auch unter 
dem Vorbehalt geschehen, daß späterhin eine Einschränkung oder 
völlige Einstellung der an die Invalidität geknüpften Leistungen er- 
folgen kann, wenn gewisse Bedingungen sich einstellen. 

Bei der Unfallsinvalidität wird zumeist auch der Grad unter- 
schieden und nach der Einbuße an Erwerbsfähigkeit bemessen, welche 
Einbuße eben den von dem Unfall verursachten Schaden darstellt 
Man spricht dann von Vollinvalidität und Teüinvalidität, je nachdem 
der Unfall den Verlust der ganzen vorher vorhanden gewesenen Er- 
werbsfähigkeit oder bloß eines Teiles derselben nach sich zog. 

Nach der Art des Erwerbes werden zwei Formen der Invalidität 
unterschieden. Man spricht von Berufsinvalidität , wenn der Erwerb 
aus der Ausübung eines qualifizierten Berufs fließt, der eine besondere 
Ausbildung oder bestimmte Fähigkeiten erfordert; geht die Eignung 
für den Beruf durch irgendwelche Ursachen verloren, so tritt Berufs- 
invalidität ein, auch wenn die Voraussetzungen für eine andere Art 
des Erwerbes vorhanden sein sollten. Anders steht es um die Arbeits- 
invalidüät'^ diese gilt erst dann als eingetreten, wenn die Möglichkeit 
des Erwerbs durch irgendeine Arbeit, die man der Person nach ihrer 
ganzen Beschaffenheit zumuten kann, unter ein Mindestmaß herab- 
gedrückt ist. Erfordert also die Feststellung der Berufsinvalidität 
lediglich die Beantwortung der Frage, ob die Fähigkeiten zu einer 
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klaglosen Erfälinng der Berufspflichten noch Torhanden sind oder 
nicht, so ist bei der Arbeiisinvalidität auch die Erwägung anderer 
Erwerbsmöglichkeiten notwendig als derjenigen, aus der die betreffende 
Person eben ausscheiden soll. 

Ob es sich um Unfallsinvaliditat oder um Invalidität aus andern 
Ursachen handelt, immer bleiben gewisse Entscheidungen zu treffen, 
die, mögen für sie noch so detailierte Bestimmungen getroffen sein, 
schließlich auch dem freien Ermessen einen gewissen Spielraum lassen. 
Hierin liegt eine Schwierigkeit für die Durchführung von Ver- 
sicherungen, bei denen Invalidität mit im Spiele ist; all die angeführten 
Umstände erschweren es auch, Erfahrungen über Invalidität, die in 
einem bestimmten Personenkreise gemacht worden sind, auf einen 
andern, anscheinend unter analogen Verhältnissen stehenden Personen- 
kreis zu übertragen. Da aber die Anwendung fremder Erfahrungen 
wenigstens in der Anfangsperiode eines Unternehmens unausweichlich 
ist, so ist sorgfältige Vergleichung des wirklichen Verlaufs der Er- 
eignisse mit dem auf Ghrund jener Erfahrungen zu erwaiienden un- 
erläßlich. 

Zur besseren Beleuchtung des Vorgeführten mögen einige gesetz- 
liche Bestimmungen und Definitionen über Invalidität vorgeführt werden. 

Das deutsche imd das österreichische Unfallversicherungsgesetz 
unterscheiden nach einem Unfall, wenn er nicht tötlich verlaufen oder 
wegen Heilung der Folgen innerhalb einer bestimmten Frist aus der 
Entschädignngspflicht ausgeschieden ist, völlige Erwerbsunfähigkeit 
und teilweise Erwerbsunfähigkeit; der Grad der letzteren ist nach 
dem Maße der durch den Unfall herbeigeführten Einbuße an Erwerbs- 
fähigkeit zu beurteilen. Zu vergleichen ist dabei die Erwerbsfähig- 
keit nach dem Unfälle mit jener, welche die betreffende Person vor 
dem Unfälle besaß, nicht also mit der eines „Normalarbeiters^^ Die 
Taxierung soll, im Sinne des deutschen Gesetzes, nicht nach ge- 
wissen Normen für die einzelnen Arten vorkommender Verletzungen, 
sondern stets unter Würdigung der individuellen Verhältnisse des 
betreffenden Arbeiters geschehen. Der Erfolg dieser Bestimmungen 
richtet sich nach der Praxis ihrer Durchführung, die mit der Zeit 
und den ausführenden Personen sich ändern wird. 

Das deutsche Invalidenversicherungsgesetz (vom 13. VII. 1899) 
definiert die Invalidität durch die sie begleitende Erwerbsunfähigkeit 
wie folgt: Als invalid gilt ohne Rücksicht auf das Alter derjenige 
Versicherte, „dessen Erwerbsfähigkeit infolge von Alter, Krankheit 
und anderen Gebrechen dauernd auf weniger als ein Drittel herab- 
gesetzt ist. Dies ist dann anzunehmen, wenn er nicht mehr im Stande 
ist, durch eine seinen Kräften und Fähigkeiten entsprechende Tätig- 
keit, die ihm unter billiger Berücksichtigung seiner Ausbildung und 
seines bisherigen Berufs zugemutet werden kann, ein Drittel desjenigen 
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zu erwerben^ was körperlich und geistig gesunde Personen derselben 
Art mit ähnlicher Ausbildung in derselben Gegend durch Arbeit zu 
verdienen pflegen." 

Wie man sieht; laßt diese an Bestimmungen, deren jede ihre 
Tragweite hat, reiche Definition^ die auf ArbeüsinYdiidiiAt hinzielt, 
ohne doch den Beruf ganz außer acht zu lassen , trotz aller ihrer 
Schärfe doch einen gewissen Spielraum bei der Entscheidung über 
das Vorhandensein von Invaliditöt. 

Der österreichische Entwurf eines Gesetzes betrefiPend die Sozial- 
versicherung rezipiert die deutsche Definition mit der Abänderung,, 
daß dem Worte „dauernd" die nähere Bestimmung „voraussichtlich'* 
vorangestellt und statt von „Tätigkeit" von „Lohnarbeit" gesprochen 
wird. Was den ersten Punkt anlangt, so entspricht er der weiteren, 
auch im deutschen Gesetz vertretenen Absicht, die Invalidität als er- 
loschen zu betrachten, wenn wieder der entsprechende Grad von Er- 
werbsfähigkeit eingetreten ist. Was die zweite Divergenz anlangt, 
so scheint Tätigkeit umfassender zu sein als Lohnarbeit. 

Das österreichische Privatbeamtengesetz bestimmt wie folgt: „AI» 
erwerbsunfähig (invalid) ist derjenige anzusehen, welcher infolge eines 
körperlichen oder geistigen Gebrechens seinen bisherigen Berufs- 
pflichten nicht weiter zu obliegen vermag." Das wäre reine Berufs- 
inValidität, wenn nicht die Einschränkung hinzukäme: „Auf Invaliditäts- 
rente hat jedoch derjenige keinen Anspruch, welcher durch eine seinen 
ÄrheitskrMten entsprechende Beschäftigung einen die Invaliditätsrente 
übersteigenden Betrag, mindestens jedoch 600 K verdienf^^) 

248. Wahrscheinlichkeiten, die aus Invalidität nnd Sterb» 
lichkeit hervorgehen. Eine Gesamtheit von Personen, die sich in 
den Dienst eines Berufes gestellt haben, erfährt im Laufe der Zeit 
durch verschiedene Ursachen Änderungen ihres Umfanges und ihrer 
Zusammensetzung, und zwar: 

durch den Beitritt neuer Personen zu dem Berufe; 
durch Entlassung und freiwilligen Austritt von Personen aus 
demselben; 

durch den Eintritt der Dienstuntauglichkeit oder Invalidität; 
durch Tod. 

Fälle, wo infolge Aufhörens der Unfähigkeit Reaktivierung fQr 
den ursprünglichen Beruf erfolgt, sollen als Neueintritte behandelt 
werden. 

Die Ursachen, welche Invalidität und Tod herbeiftihren, sind im- 



1) Eine sehr eingehende, alle Seiten der Materie beleuchtende Darstellung 
des Begriffs der Erwerbsunfähigkeit und mit ihm zusammenhängender Begriffe^ 
wie sie sich im Gebiete der öffentlichen und der PriTatversicheruug ausgebildet 
haben, bietet die Schrift: H. Siefart, Der Begriff der Erwerbsunfähigkeit auf 
dem Gebiete des Versicherungswesens. 3. Aufl., Berlin 1908. 
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trennbar miteinander verbunden; umstände, unter welchen in dem 
einen FaUe Berufsunfähigkeit sich einsteUt, können in einem andern 
Falle den Tod zur Folge haben; dieselben Ursachen, die die Kräfte 
fär die Berufsausübung aufzehren, mindern auch die Lebenskraft herab 
und haben daher Einfluß auf die Sterblichkeit; ihre Wirkung macht 
sich also auch noch geltend, wenn nach erfolgter Invalidisierung der 
weitere Einfluß des Berufes aufhört. 

Die Todesfälle sind zu unterscheiden in solche, die im Zustande 
der Aktivität eintraten, und in solche, von welchen Invalide betroffen 
worden sind. Die Unterscheidung kann mitunter von formalen Mo- 
menten abhängen. Es kann einem Todesfalle tatsächlich Invalidität 
vorangehen, ohne daß er der Kategorie der Invaliden beigezählt würde^ 
weil die Dienstuntauglichkeit nicht ausgesprochen und die Ausscheidung 
aus dem Berufe nicht vollzogen wurde. 

Wenn man sich vorstellt, daß mit der Beobachtung in einem 
Augenblicke begonnen wurde, wo nur Berufsfähige, Aktive, vorhanden 
waren, so wird nach Ablauf einer Zeit der Bestand sich trennen in 
Diensttaugliche und in Dienstuntaugliche, Aktive xmA. Invalide. Die 
weitere^ Beobachtung kann sich dann beziehen auf den ganzen ge- 
mischten Bestand, auf die Aktiven allein und auf die Invaliden allein. 

Auf den gemischten Bestand und die Aktiven wirken Invalidisie- 
rung und Sterblichkeit zugleich; auf die Invaliden nur (die ihnen 
eigentümliche) Sterblichkeit. Daß zwischen der Sterblichkeit der 
Aktiven und der Invaliden unterschieden werden muß, geht aus der 
Erwägung hervor, daß aus der Tatsache des Eintrittes der Berufs- 
unfahigkeit auf einen höheren Grad der Verminderung der Lebens- 
kraft zu schließen ist als bei den Aktiven desselben Alters. 

Die Erscheinungen, welche sich bei der Beobachtung nach (eüi- 
jährigen) Altersklassen dem Vorausgeschickten zufolge einstellen können, 
führen zu einer Reihe von Wahrscheinlichkeitsbegriffen, unter der 
Voraussetzung allerdings, daß die Bedingungen, welche dem ganzen 
Erscheinungskomplez zugrunde liegen, den Wahrscheinlichkeitsbegriff 
überhaupt zulassen (s. Nr. 192 u. 202). Weitgehende Erwartungen, 
nach dieser Richtung sind bei der Natur der Materie wohl nicht 
am Platze.^) 

Die für das betrachtete Erscheinungsgebiet maßgebenden Wahr- 
scheinlichkeiten sind nun die folgenden: 

jP/** die Wahrscheinlichkeit für einen ^-jährigen Aktiven, das Alter 
X + \ aktiv zu erleben; 



1) Ein Ansatz zur Untersuchung der Dispersion von Invaliditätsquotienten 
findet sich bei E. Blaschke, Yorles. über math. Statist., p. 144 — 146; darnach 
kommt die Dispersion einiger der bekannten Erfahrungsdaten in den Altem von. 
20 bis etwa 56 der normalen ziemlich nahe. 
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9/^ die Wahrscheinlichkeit ffir denselben, Tor Erreichong dieses 
Alters als Aktiver zu sterben; 

p^^ die Wahrscheinlichkeit fQr einen a;-jährigen Aktiven, das Alter 
o; + 1 als Invalide zn erleben; 

g/' die Wahrscheinlichkeit für denselben ^ vor Erreichung dieses 

Alters nach eingetretener Invalidität zn sterben; 
w^ die Wahrscheinlichkeit für einen x-jährigen Aktiven, vor Er- 
reichung des Alters x + 1 dienstuntauglich zu werden (InvcUi- 
diiätswahrscheifdichkeit) ; 
a^ die Wahrscheinlichkeit für einen ^-jährigen Aktiven, vor Er- 
reichung des Alters x + 1 aus der Gruppe der Aktiven, sei 
es durch Invalidität, sei es durch Tod, auszuscheiden (Aus- 
scheidewahrsch^Michkeit) ; 

p*\ qj* die Lebens-, beziehungsweise Sterbenswahrscheinlichkeit 
eines «-jährigen Invaliden; 

Pj^y ^x ^^^ Lebens-, beziehungsweise Sterbenswahrscheinlichkeit 
schlechtweg eines rt;-jährigen Aktiven; 
Vxi 9x ^^^ Lebens-, beziehungsweise Sterbens Wahrscheinlichkeit 
eines a;-jährigen aus dem gemischten Bestände {allgemeine 
Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeit). 

Von diesen Wahrscheinlichkeiten bedürfen die beiden ersten einer 
näheren Erklärung, weil ihnen verschiedene Deutung zu Teil wurde. 
Hier soll g/" das Verhältnis der Sterbefälle unter den Aktiven auf 
der Altersstufe (rc, x + 1) zu der Zahl der Aktiven des Alters x, und 
p/^ das Verhältnis der Zahl der Aktiven, welche das Alter a? + 1 er- 
leben, zur Zahl der Aktiven des Alters x bedeuten, von Ein- und Aus- 
tritten abgesehen. G. Behm') hingegen dachte im Sinne einer von 
Wittstein*) zuerst entwickelten Anschauung bei g/"* an eine Sterbens- 
wahrscheinlichkeit der Aktiven, die sich einstellen würde, wenn deren 
Herabminderung nur durch den Tod und nicht auch durch Invalidi- 
sierung erfolgte, unter der künstlichen Vorstellung also, daß jeder 
wegen Dienstuntauglichkeit aus der Gruppe der Aktiven Ausscheidende 
durch einen gleichaltrigen Aktiven ersetzt werde. 

249. Beziehnngeii zwischen den Wahrscheinlichkelten 
und Gewinnung der letzteren aus den Beobachtungen. Die 

auf Invalidität und Sterblichkeit bezüglichen Wahrscheinlichkeits- 
größen, ihre gegenseitige Abhängigkeit und ihre Ableitung aus Be- 
obachtungen waren in den letzten Dezennien Gegenstand vielfacher 
Studien und lebhafter Kontroversen. Bot es schon Schwierigkeiten, 
alle hier maßgebenden Größen zu erkennen und so zu definieren, daß 

1) Statistik der Mortalitäts-, InyaliditäU- und Morbilitätsverh. bei dem 
Beamtenpersonal der Deutschen Eisenbahnverwaltangen. Berlin 1876, p. 14. 

2) Archiv f. Math. u. Phys. 89 (1862), p. 267 ff. 
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«ie der empirischen BestimmoDg zugänglich werden, so blieb noch 
die Aufdeckung der zwischen ihnen bestehenden Beziehungen und 
ihre richtige Einfügung in das System der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
fils eine Arbeit übrig, die nicht gleich gelingen konnte^). 

Die folgende Darstellung folgt dem Gedankengange H. Zimmer- 
manns (1. c), der seiner Natürlichkeit wegen und vermöge des An- 
schlusses an die Beobachtungsdaten sich besonders empfiehlt. 
An Beobachtungsdaten werden Torausgesetzt: 

A Anzahl der Aktiven eines bestimmten Alters x, 
P Anzahl der Invaliden desselben Alters 
am Beginne des Beobachtungsjahres; 

J Anzahl der aus Ä hervorgegangenen Invaliden; 
5| Anzahl der im aktiven, 

S^ Anzahl der im invaliden Zustande Gestorbenen 
im Laufe des Beobachtungsjahres. 

Bei Ä und P ist bereits die Einbeziehung der im Laufe des Jahres 
erfolgten Ein- und Austritte (s. Nr. 232) vorausgesetzt, so daß Ä^ P 
rechnungsmäßige Größen bedeuten (die hierfür übliche Ausdrucksweise: 
unter einjähriger Beobachtung gestandene Aktive, respektive Invalide). 



1) Es seien hier angeführt: 

A. Wiegand, Mathematische Grundlagen der Eisenbahnpensionskassen. 
Halle 1869. 

A. Wiegand, Die Sterblichkeits-, Invaliditäts- nnd Eiankheitsyerhältnisse 
bei Eisenbahnbeamten in den Jahren 1868 — 1869. Jonm. d. Colleg. for Lebens- 
vers.-Wissensch. 2 (1861), p. 67. 

G. Behm, Statistik der Mortalitäts-, Invalidit&ts- nnd Morbilit&tsverhält- 
fiisse bei dem Beamtenpersonal der Deutschen Eisenbahnverwaltnngen 1868 bis 
1873. Berlin 1876. 

H. Zimmermann, Über Dienstonfähigkeits- und Sterbens Verhältnisse. Im 
Auftrage des Vereins Deutscher Eisenbahnverwaltungen. Berlin 1886—1889. 
(Von 1887 ab unter dem Titel: Beiträge zur Theorie der Dienstunfähigkeits- 
und Sterbensstatistik, und unter diesem Titel 1890 fortgesetzt von A. Zillmer.) 

Die letztgenannten drei Publikationen haben wesentlich beigetragen zur 
Entwicklung der hierher gehörigen Theorien und zur Schaffung wertvoller Er- 
fahrungsresultate. 

Einen bemerkenswerten Ansatz zur Begründung der Theorie der Invalidität 
hat G. Zeuner, Abhandlungen aus der Mathematischen Statistik, Leipzig 1869, 
zweite Abhandl., gemacht; zum Ausgangspunkte nahm er die in Nr. 282 ab- 
geleitete Formel (11), den Vorgang der Invalidisieruug als Austritt aus einer 
geschlossenen Gesellschaft auffassend, zu der keine Beitritte erfolgen. Gleich 
seinen Vorgängern unterscheidet er nicht zwischen der Sterblichkeit der Aktiven 
xmd der Invaliden, identifiziert vielmehr beide mit der allgemeinen Sterblichkeit, 
ohne es aber zu unterlassen , auf diesen Umstand aufinerksam zu machen , zu 
dessen Beachtung damals eine praktische Möglichkeit nicht vorhanden war. 
2euners Formeln sind aufs neue abgeleitet und mit jenen G. Behms in Ver- 
l^leich gestellt worden von W. Eüttner, Zeitschr. f. Mathem. u. Phys. 25 (1880), 
p. 11 — 24, woselbst auch die J. Karup sehen Anschauungen über den Gegenstand 
zur Sprache gebracht werden. 

Gsaber, WahnoheinliohkaitsTeohnanq. IL S. Aufl. -^^ 
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Ohne weitere Erklärung ist zu erkennen, daß das Verhältnis —• 
eine empirische Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, als Aktiver zu 
sterben, und das Verhältnis -j eine Bestimmung der Inyaliditätswahr- 
Bcheinlichkeit ergibt; wir setzen daher 

«.'"'=^-, (1) 

«'.=>j- (2) 

Da von den A Aktiven des Alters x im Laufe des Jahres S^ 
durch Tod, J infolge von Dienstuntauglichkeit abgehen, so ist die 
Wahrscheinlichkeit für einen solchen, das Alter x + \ aktiv zu erleben: 

p«_£=AziZ = l_g«_«,^; (3) 

mithin ist j?/** + g/* = 1 — w^^. 

Die 8^ Todesfalle unter den Invaliden stammen nicht allein aus 
den P Invaliden, die am Beginne des Jahres vorhanden waren, son- 
dern teilweise auch aus den J im Laufe des Jahres invalid gewordenen; 
diese, als allmählich hinzutretend, können für den Beginn des Jahres 
nur mit einem Bruchteile, dJ, angesetzt werden, so dafi 

da bei den Invaliden neben leben oder sterben ein drittes ausgeschlossen 
ist (von dem Falle der Reaktivierung für den ursprünglichen Beruf 
wird abgesehen), so ist 

Daraus ergibt sich 

S, - PqJ^ + ejqJK 

Beachtet man in dieser Formel, daß Pq^l^ die aus den ursprüng- 
lich vorhandenen Invaliden hervorgegangenen Sterbefälle bedeutet^ so 
folgt daraus, daß BJq^' die Sterbefälle unter den im Laufe des Jahres 
invalid gewordenen vorstellt; diese Sterbefälle drücken sich aber auch 
durch -4j/' aus; folglich ist 

woraus 

3/' = Öw,«,". (6) 

Dieser Ausdruck ist wie folgt als Wahrscheinlichkeit eines zusammen- 
gesetzten Ereignisses zu deuten: w^ ist die Wahrscheinlichkeit, im 
Laufe des Jahres invalid zu werden, und OqJ* die Wahrscheinlichkeit, 
nach dem Invalidwerden und vor Schluß des Jahres zu sterben. 



m. AbMhniti Inyaliditftt und Sterblichkeit. 211 

Da von den J dienstuntanglich erklärten QJq,^^ noch Tor Ablauf 
des Jahres starhen, so Terbliehen J — BJqJ* am Leben; diese Anzahl 
ist aber auch durch Äp** gegeben, so daß 

.ii)/'-j(i-eg;0; 

daraus bestimmt sich 

!>/' - «;, (1 - eg,«) - u;, - g/S (7) 

weshalb p/'+ ff/' -= w^ und vermöge (3): |?/« + ff/* +!>/' + ff/' 
=- 1 ist. 

Von den A Aktiven zu Jahresanfang sterben Aq^^ als Aktive, 
J.ff/' als Invalide; die Anzahl aller dieser Todesfälle kommt auch 
gleich dem Produkt Aq^^^ daher ist 

g/ - ff/« + ff/» - ff/« + 6w^qi\ (8) 

In den Beobachtungsgrößen ausgedrückt ist also 

^* "" ^ "^ '^ ^P+öJ"" ^(P+öJ) • 

Durch einen ähnlichen Schluß ergibt sich 

P/ -p/- +p/' = 1 ^ ff/« - w;, + w^,(l - Öff^O - 1 - ?A (9) 

wie es sein muß, weil es außer den zwei Ereignissen, auf die sich 
P«% ff/ beziehen, eine dritte Möglichkeit nicht gibt. 

Für die Ausscheidewahrscheinlichkeit a^ gilt der Definition ge- 
mäß der Ansatz: 

«,-J«" + «',-l-p."-^. (10) 

Um endlich die Sterbens- und Lebenswahrscheinlichkeit für den 
gemischten Bestand zu erhalten, hat man zu beachten, daß dieser 
Sterbenswahrscheinlichkeit ff, die Gesamtheit der beobachteten Sterbe- 
fälle entspricht, daß also 

= Aq," + Pg." + e^fP.g." 

= Aq,' + Pg."; 
daraus bestimmt sich 

j!>,, als Komplement hierzu, erhält zufolge (5) imd (9) den Ausdruck: 

i».-^^^^- (12) 

Es stellt sich sonach ff, als arithmetisches Mittel aus ff/ und ff,", 
ebenso p, als arithmetisches Mittel aus jp/ und ^," dar, wenn man 
diesen Zahlen die Gewichte Ay P beilegt. 

14» 
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In den Formeln befindet sich noch der unbestimmt gelassene 
echte Bruch 0, dessen Einführung gelegentlich der Aufstellung von 
gj* erfolgte. Man gelangt nun mit Hilfe der folgenden Hypothese 
zu einer zureichenden Approximation dieses Bruches: Sowohl die 
Sterbefälle unter den Invaliden; wie auch die Inyalidisierungen der 
Aktiven bilden einen stetigen Vorgangs der sich über die Altersstufe 
gleichförmig verteilt. Danach drückt sich die Anzahl der in dem 
Altersintervall (x + t, x + t + dt), wobei t und t -\- dt zwischen und 1 
liegende Zahlen bedeuten, erfolgenden Invalidisierungen durch Jdtj die 
Anzahl der aus diesen Invaliden bis zum Schlüsse des Jahres resul- 
tierenden Sterbefälle durch (l^t) qJ'Jdt aus; folglich sterben von 
den im Altersjahre (Xy x+l) invalid gewordenen noch im Laufe des- 
selben im ganzen 

1 1 

ßl -t) qJ'Jdt = qj'jßi -t)dt-^ qJ'J; 

hierzu die qJ*P Sterbefälle aus den anfanglich vorhandenen Inva- 
liden, gibt 

woraus 

qj< V- (4*) 

P + ^J 

Die Hypothese führt also zu = Y' ^^^ diesen Wert kann man 
auch beibehalten. Hiermit lautet insbesondere die Formel (6): 

250. Tafeln, In welchen Invalidit&t nnd Sterblichkeit 
mm Ausdruck kommen. Aus statistischen Erhebungen, wie sie 
zu Beginn der vorigen Nummer vorausgesetzt worden sind, können 
verschiedene Tabellen konstruiert werden, in welchen die Wirkung der 
Invalidität oder der Sterblichkeit oder beider Momente zugleich zum 
Ausdruck kommt. Solche Tafeln sind namentlich aus den statistischen 
Erhebungen, die der Verein Deutscher Eisenbahn Verwaltungen in 
betreflf seines großen Personales in dem Zeiträume 1868 — 1889 vor- 
nehmen ließ, wiederholt abgeleitet worden; neben der wirtschaftlich- 
praktischen Bedeutung kommt diesen Tafeln auch ein hervorragendes 
allgemeines Interesse zu. Da sie bereits vielfache Verwendung ge- 
funden haben und die Grundlage für neue Tabellenarbeiten geworden 
sind, wird es nicht unzweckmäßig sein, sie hier anzuführen und den 
Gang ihrer Konstruktion anzudeuten. 
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a) InvalidensUrbetafd, Ist P die redmungsmäßige Anzahl der 
Dienstunfähigen eines bestimmten Alters Xy abgeleitet aus denjenigen, 
welche dieses Alter unter Beobachtung überschritten, und jenen, 
welche nach Erreichung dieses Alters und vor dem Alter o; + 1 in 
die Beobachtung eintrateu, sowie jenen, welche auf dieser Altersstufe 
aus der Beobachtung ausschieden-, ist femer S^ die Anzahl der zwi- 
schen diesen Altersgrenzen unter den Dienstunfähigen beobachteten 
Todesfälle, so berechnet sich aus diesen Daten: 

ii ^% 

^x p • 

Mit Hilfe der Reihe dieser Wahrscheinlichkeiten wird eine Ab- 
fallsordnuug der Invaliden gebildet, welche bei einem Alter rr, wo 
Ton Invaliden bereits gesprochen werden kann, mit einer wiUkürUch 
gewählten runden Zahl IJ beginnt; ihre Zahlen ergeben sich nach 
dem Schema: . ^ 

V mM,V — /»" l* 



die Subtrahenden bezeichnen dabei die sukzessiven Sterbefälle unter 
den Invaliden. Nach dieser Arbeit erübrigt die Ausgleichung der 
Tafel und eine womöglich auf begründete Erfahrung gestützte Be- 
seitigung offenkundiger, aus der ünvoUkommenheit der Beobachtungen 
zu erklärender Unregelmäßigkeiten. 

Aus den Erfahrungen des Zeitraumes 1868 — 1884 hat H. Zimmer- 
mann^) eine Invalidensterbetafel abgeleitet, die sich auf 

109778 Personen imter einjähriger Beobachtung und 

6594 TodesfäUe 

stützt. Die Erfahrungen das Zeitraumes 1868—1889 mit 

209548 Personen unter einjähriger Beoachtung und 

12375 TodesfäUen 

haben wiederholte Bearbeitimg gefanden u. zw. durch H. Bentzien^ 
C. Kihm*) und A. Riedel*) 

Die Daten der Zimmermannschen Bearbeitung, die u. a. auch 
dem österreichischen Privatbeamten-Versicherungsgesetz von 1906 zu- 
grundegelegt wurde, sind aus den ersten drei Kolonnen der Tafel X 
am Ende des Buches zu entnehmen. 



1) Über die Dienstunfähigkeits- und SterbensTerbältnisBe. Berlin 1886, 
p. 100—101. 

2) YereiDsblatt für Deutsches Versicherongswesen 20 (1892), p. 119—127. 
8) Zeitschr. f. schweizerische Statistik, Jahrg. 1896. 

4) Aflsekuranzjahrbnch XXVm, Wien 1907. p. 217—219. 
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Zu bemerken ist noch^ daB diese Tafeln strenge genommen das 
Absterben von Pensionierten statt von Inyaliden darstellen^ da auch 
solche Fälle einbezogen wurden, wo die Pensionierung aus andern 
Gründen als wegen Dienstunfähigkeit erfolgte. Der Prozentsatz dieser 
Personen ist aber ein so geringer (etwa 6%\ daß sie die Bedeutung 
der Tafel wenig alterieren. 

Bei der Invalidensterblichkeit macht sich der Einfluß der seit der 
Invalidisierung verstrichenen Zeit geltend, aber in entgegengesetztem 
Sinne als die Versicherungsdauer bei der Sterblichkeit von Versicherten: 
es findet nämlich eine Abnahme der Sterblichkeit statt, die nach den 
hierüber in neuerer Zeit, seit Einführung der reichsdeutschen Inva- 
lidenyersicherung, angestellten Untersuchungen auf den Abfall der 
durch Krankheit geschwächten Individuen zurückzuführen ist, der sich 
insbesondere in den jüngeren Altersklassen in stärkerem Maße ein- 
stellt. An einer späteren Stelle, in Nr. 294, wird auf die Abhängig- 
keit der Invalidensterblichkeit von der Invaliditätsdauer näher ein- 
gegangen. 

Eine Zusammenstellung der in Deutschland in dem Zeiträume 
1871 — 1903 hergestellten Invalidensterbetafeln hat J. Eggenberger^) 
veröffentlicht; es sind dabei in erster Linie Eisenbahnbedienstete, 
dann Berg-, Hütten- und Salinenarbeiter und schließlich die nach dem 
reichsdeutschen Invalidengesetz Versicherten vertreten. 

b) Ausscheideordnung der Diensttauglichen, Die Tafel hat zur 
Darstellung zu bringen, wie eine Grundmenge von Diensttauglichen 
sich mit dem fortschreitenden Alter vermindert; ihre zwei Zahlen- 
kolonuen, welche den Überlebenden und Gestorbenen einer Sterbetafel 
entsprechen, geben die Anzahlen der noch vorhandenen Aktiven und 
die Anzahlen der auf den einzelnen Altersstufen Ausscheidenden. Man 
kann daher eine solche Tafel auch wohl Aktivitäts- oder Diensttaug- 
lichkeitstafel nennen. 

Hat man für jedes Alter x die rechnungsmäßige Anzahl der vor- 
handenen Aktiven, zu deren Bildung außer denen, die dieses Alter 
unter Beobachtung überschritten, auch die auf der Altersstufe (rc, x -f 1) 
Eingetretenen und die wegen Invalidität oder aus andern Gründen 
Ausgetretenen heranzuziehen sind; femer die Anzahl S^ der auf der 
eben bezeichneten Altersstufe Gestorbenen und die Anzahl J der in- 
valid gewordenen, so berechnet sich daraus die Ausscheide Wahr- 
scheinlichkeit 

deren Komplement p^^^ ist. 

Mit Hilfe der Reihe der Zahlen p^^^ wird nun, bei einem Alter x 



1) Assekuranzjahrbuch XXV, Wien 1904, p. 77 — 9S. 
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mit einer runden Zahl If beginnend ^ Ton dem man annehmen kann, 
daB es nur Aktire aufweist^ die Abfallsordnung der Diensttauglichen 
nach dem Schema: 

ix« 

*x + t ■" *« + iJPx + l 

• • • • • 

konstruiert; die ersten Differenzen dieser Reihe geben die aus der 
Aktiyitat Ausscheidenden. Dieser Arbeit; folgt die Ausgleichung. 

Ausscheideordnungen sind von Zimmermann, Bentzien und 
Eihm für das gesamte Personal^), Ton Zimmermann auch gesondert 
fBr Zugbeamte, für das Nichtzugpersonal und für das Bahnbewachungs- 
]>er8onal') berechnet worden. Was die auf das gesamte Personal be- 
züglichen Tafeln betrifft, so bezieht sich die Zimmermannsche auf 
die Zeit 1868—1884 mit 

2125164 Personen unter einjähriger Beobachtung und 
42734 Ausscheidungen; 

die Bentziensche und die Eihmsche auf die Zeit 1868 — 1889 mit 
3074513 Personen unter einjähriger Beobachtung und 
66935 Ausscheidungen; 

die Daten der Zimmermann sehen Bearbeitung, bei der österreichischen 
Privatbeamtenversicherung gleichfalls in Verwendung genommen, sind 
in den ersten zwei Kolonnen der Tafel CK am Ende des Buches mit- 
geteilt. 

c) Invaliditätstafel. Hierunter wird eine Tafel der Wahrscheinlich- 
keiten verstanden, auf den einzelnen einjährigen Altersstufen aus 
dem Zustande der Aktivität in den der Dienstuntauglichkeit über- 
zugehen. 

Sind für die einzelnen Alter die Zahlen A wie in b) und für die 
anschließenden Altersklassen die Anzahlen J der eingetretenen Dienst- 
tmtauglichkeitsfälle erhoben worden, so ergeben sich daraus un- 
mittelbar die Wahrscheinlichkeiten 

J 

die noch der Ausgleichung zu unterziehen sind. 

Zimmermann hat mehrere Dienstuntauglichkeitstafeln berechnet; 
die eine für das gesamte Personal*) gründet sich auf die Beobach- 
tungen des Zeitraumes 1868 — 1884 mit 

1) Zimmermann, 1. c, p. 102—103; Bentzien, L c. 22 (1894), p. 6—26. 

2) Beiträge znr Theorie der DienstonfähigkeitB- nnd Sterbensstatistik. 
Berlin 1887, p. 172—176; ibid. 1888, 164—166. 

8) Über Dienstunfähigkeits- und SterbensTerh&ltn. 1886, p. 104—106. 
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2125154 Personen unter einjähriger Beobachtung und 

19780 Inyalidisierungen; 

Ton den andern^), aus demselben Zeiträume abgeleitet, bezieht sieb 
die eine auf Zugbeamte , eine andere auf das Nichtzugpersonal, eine 
dritte und yierte auf das Bahnbewachungspersonal und auf Bureau- usw. 
Beamte. Für den ganzen Zeitraum Ton 1868 — 1889 haben Bentzien') 
und Kihm') das Gesamtpersonal betreffende Invaliditätstafeln kon- 
struiert, die auf 

3074513 einjährig Beobachteten und 

33808 Dienstunfähigkeitsfällen 

beruhen; die Zimmermannschen Ergebnisse sind durch die Zahlen 
der dritten bis sechsten Kolonne der Tafel IX am Ende des Buche» 
wiedergegeben; auch sie gehören zu den Grundlagen der österreichi- 
schen PrivatbeamtenYersicherung. 

d) Sterbetafel des gemischten Bestandes. Diese Tafel soll das Ab- 
sterben der aus Diensttauglichen und Invaliden zusammengesetzten 
Gesamtheit, wie sie sich unter der Einwirkung der Berufsausübung 
entwickelt, zur Darstellung bringen. Ihr Vergleich mit einer für eine 
ganze Bevölkerung konstruierten Tafel kann dann über die Frage Auf- 
schluß geben, ob der Beruf gegenüber der Gesamtheit eine ungünstige 
Beeinflussung der Sterblichkeit zur Folge habe. 

Ist ^ + P die rechnungsmäßige Anzahl der Aktiven und Inva* 
liden eines Alters x, S^ + S^ die Anzahl der auf der folgenden Alters- 
stufe beobachteten Todesfälle unter den Aktiven wie unter den Inva- 
liden, so ergibt sich aus diesen Daten: 

^' Ä + P' 

Mit Hilfe dieser Zahlen ist nun aus einer Basis lg für das Anfangs- 
alter x die AbfaUsordnung 

h 



abzuleiten; daran schließt sich die Ausgleichung. 

Die von Zimmermann einerseits, von Bentzien und Kihm 
andererseits verfaßten Tafeln f&r das gesamte diensttaugliche und inva- 
lide Dienstpersonal der Eisenbahnen gründen sich auf die Beobach- 
tungen von 1868—1884, bzw. 1868—1889, und rechnen mit 



1) Beiträge etc. 1887, p. 176—179; ibid. 1888, p. 164—169. 

2) 1. c. 22 '(1894). 

3) ZeitBchr. f. schweizerische Statistik, Jahrg. 1896. 
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2 225 382, resp. 3267862 einjährig beobachteten Personen und 
29548, resp. 45402 TodesfaUen. 

Was die angewendeten Ausgleichiingsmethoden betri£Pt, so sei 
Folgendes bemerkt. Zimmermann wandte auf den Hauptteil der 
Tafeln das Verfahren von Woolhouse an und nahm die Ausgleichung 
bei a), b), d) beziehungsweise an den rohen Zahlen y, t*, t vor. 
Bei c) wurde der Weg eingeschlagen, daß man aus den ausgeglichenen 
Ij^ und den rohen w^ die Zahlen der Invalidisierungen berechnete und 
an diesen die Ausgleichung ausübte; die ausgeglichenen Zahlen der In- 
yalidisierangen mit den ausgeglichenen l^^ ergaben die ausgeglichenen ti;«. 
Einzelne unbefriedigende Teile derTafeln machten eine Detailausgleichung 
notwendig, die in einer Interpolation nach einer Parabel oder nach 
der auf das erste Glied reduzierten Wittsteinschen Sterblichkeits- 
formel (s. Fußnote zu Nr. 240) bestand. 

Eihm wandte das vereinfachte Woolhousesche Verfahren 
(Nr. 241, b) Schluß) an und half sich bei minder befriedigenden 
Partien mit der Interpolation nach ganzen i^inktionen. 

Riedel endlich machte von der Karupschen Methode Gebrauch, 
deren Leistungsfähigkeit er dabei mit der Woolhouseschen verglich. 

Riedel^) hat mit Rücksicht auf einen speziellen Zweck eine Be- 
arbeitung jener Erfahrungen aus dem Komplex der vom Verein 
deutscher Eisenbahnverwaltungen gesammelten Beobachtungen aus- 
gef&hrt, die sich auf Bedienstete beziehen, deren Arbeit ausschließlich 
oder doch hauptsächlich im Eanzleidienst besteht und die darum unter 
dem Sammelnamen von Bureaubeamten zusammengefaßt werden 
können. Das Material, aus den Beobachtungsperioden 1882 — 1884 
und 1885—1889 stammend, umfaßt 

238546 Personen unter einjähriger Beobachtung, 

1776 Invalidisierungen, 

4765 Ausscheidungen. 

Die Ausgleichung erfolgte nach der High am sehen Methode.*) 

Um eine Vergleichung seiner Ergebnisse mit den auf das Ge- 
samtpersonal bezüglichen Daten zu ermöglichen, ist nachstehend 
(S. 218) ein Auszug aus Riedels Tafeln mitgeteilt. 

Als Anfangsalter ist in allen Tafeln n » 20 angenommen. 

Zwischen den Bearbeitungen von Zimmermann einerseits und 

demjenigen von Bentzien und Kihm andererseits besteht jedoch nicht 

bloß der Unterschied, daß sie sich auf Beobachtimgsdaten ungleichen 

UmfangSy speziell die letzteren auf eine viel breitere Basis stützen; 



1) Assekuran^ahrbuch XXVIII, Wien 1907, p. 176—288. 

2) Ein mechaniBches Verfahren, beschrieben n. a. bei £. Blaschke, Vorles. 
über Matbem. Statist., 1906, p. 286 ff. 
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BnreanbeaHte. 






Invaliditöts- 


Sterblichkeits- 


Allsscheide- 


Alter 


promille 


promille d. Akt. 


promille d. Akt. 




1000 tcx 


1000 ga« 


1000«, 


20 


0,84 


6,07 


6,41 


26 


0,67 


7,98 


8,66 


30 


0,80 


8,16 


8,66 


86 


1,98 


8,63 


10,66 


40 


8,40 


10,66 


14,06 


46 


4,71 


12,07 


16,78 


60 


9,24 


16,40 


26,64 


66 


17,94 


28,71 


41,66 


60 


86,81 


27,77 


64,08 


66 


78,84 


89,23 


117,69 


70 


138,39 


47,06 


180,44 


76 


262,03 


49,80 


301,83 


80 


660,21 


70,22 


680,43 



das Material^ aus dem die beiderseitigen Tabellen hervorgegangen sind, 
zeigt auch eine erhebliche Inhomogenität, Da dies für die Beurteilung 
der Tabellen und für die Entscheidung bei einer eventuell zu treffenden 
Wahl von Bedeutung ist, soll darauf näher eingegangen werden. 

Zimmermann hatte mit Hilfe seiner aus den Beobachtungen des 
Zeitraums 1868 — 1884 abgeleiteten und ausgeglichenen Tafeln eine 
Prüfung der Erfahrungen aus den Jahren 1885 — 1889 vorgenommen 
und war zu der Erkenntnis gekommen , daB es sich keineswegs um 
stabile Verhältnisse handelt, daß vielmehr diese Erfahrungen von jenen 
Tabellen in erheblicher und systematischer Weise abweichen. Wenn 
man nämlich die wirklichen Beobachtungszahlen in Prozenten der 
erwartungsmäßigen ausdiückt, so ergibt sich für die Jahre 1885 — 1889 
folgendes Bild. 

Beobachtung in % der Erwartung 



Beobachtetes 


bei Zngbeamten 


bei Nichtzugbeamten 


Ereigms 


1886 i 1886 

1 


1887 1888 

( 


1889 


1886 i 1886 1887 


1888 , 1889 


Invalidität . . . 
Tod in der 

Aktivität . . . 
Ausscheiden 

a.d. Aktivität 


118,3 

89,8 
101,6 


131,4 

86,6 

109,3 


128,6 

86,1 

107,7 


132,0 

84,2 
108,8 


103,8 
86,0 
96,0 


127,4 

96,8 

111,0 


188,6 

98,2 

117,9 


140,9 

87,4 

113,6 


128,8 

91,0 

109,2 


121,0 

86,6 

103,4 



Bezüglich der Sterbefälle unter den Invaliden stellen sich die 
Prozente so: 

1886 1886 1887 1888 1889 

95,3 97,3 88,7 94,0 90,1 

Hieraus geht der Hauptsache nach folgendes hervor: Da die 
Veränderungen nicht plötzlich mit dem Jahre 1885 begannen, so ist 
anzunehmen, daß die Invalidisierungsfälle im Zunehmen, die Sterbe- 
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fälle im aktiyen Stande sowie unter den Invaliden in Abnahme be- 
griffen waren, und zwar die beiden ersteren in solchem Verhältnis, 
daß auch die Ausscheidungen noch in einer mäßigen Steigerung sich 
be&ndeu; doch scheint, daß die erstgedachte Zunahme in dem Zeit- 
räume 1885 — 1889 einen Höhepunkt erreicht und überschritten hat. 
Wird also das Erfahrungsmaterial dieser letzten Periode zu dem aus 
1868 — 1884 stammenden hinzugefügt, so werden daraus im ganzen 
strengere Invaliditäts- und strengere Ausscheidewahrscheinlichkeiten^ 
hingegen etwas leichtere Sterbenswahrscheinlichkeiten der Aktiven 
sowohl als der Invaliden hervorgehen. C. Eihm^) hat hierüber eine 
Überschlagsrechnung ausgeführt, deren Ergebnissen nachstehende Zu- 
sammenstellung entnommen ist. 



A lA 


Invalidit&ts- 

v>i>/\«m «IIA 


Sterblichkeits- 
promille 


Ausscheide- 
promiUe 


SterblichkeiU- 
promille 


Alier 


pruiT 


UULAV 


der A 


ktiven 
1868/89 


der Aktiven 


der Invaliden 




1868/84 


1868/89 


1868/84 


1868/84 


^ 1868/89 


1868/84 1 1868/89 


14—20 


0,1 


0,3 


7,2 


6,2 


7,8 


6.6 


247,5 


247,6 


21—26 


0,6 


0,6 


7,4 


7>1 


8,0 


7,7 


140,2 


148,2 


26—80 


1,8 


1,2 


6,8 


6,7 


8,1 


7,9 


64,8 


68,8 


Sl— 86 


2,2 


2,2 


7,6 


7,3 


9,7 


9,6 


62,2 


68,0 


86—40 


8,9 


4,8 


9,1 


8,8 


13,0 


18,1 


64,6 


67,0 


41—46 


6,6 


7,6 


10,9 


10,6 


17,4 


18,0 


66,6 


64,2 


46—60 


11,8 


12,7 


13,6 


18,2 


26,3 


26,9 


62,7 


49,8 


^1—66 


22,8 


24,6 


18,0 


17,1 


40,8 


41.6 


48,4 


47,0 


^6—60 


42,4 


47,1 


21,8 


22,0 


64,2 


69,1 


49,8 


47,9 


61—66 


79,8 


92,9 


80,1 


29,0 


109,9 


121,9 


67,6 


66,1 


66—70 


126,8 


146,2 


40,2 


88,2 


166,9 


188,4 


71,2 


66,4 


71—76 


189,8 


206,2 


60,0 


47,7 


289,8 


263,9 


91,2 


93,4 


76—80 


217,8 


282,6 


87,4 


76,7 


804,7 


808,4 


182,8 


186,2 


Sl— 86 


176,8 


209,6 


44,0 


88,1 


219,8 


247,6 


178,9 


193,6 


S6— 90 


• 


• 


126,0 


111,1 


126,0 


111,1 


278,8 


267,6 


91—96 


• 


• 


• 


• 


• 


1000.0 


888,8 


883.8 


14—96 


9,3 


11,0 


10,8 


10,8 


20,1 


21,8 


60,1 


69,1 



Wie sich die Dinge im einzelnen gestalten, möge der nach- 
stehenden Tabelle entnommen werden, welche die ausgeglichenen 
1000 fachen w^ und q/"* nach den drei Bearbeitungen für die Dezimal- 
alter zur Anschauung bringt. 



1) Eihm hat seine Tabellen vornehmlich für die Bedürfnisse der Pensions- 
kassen der schweizerischen Eisenbahnen gerechnet. Da nun in der Schweiz die 
durch Unfall herbeigeführten Invaliditäts- und Todesfölle der Aktiven auf grund 
«ines Haftpflichtgesetzes entschädigt werden, den Pensionskassen also nicht zur 
Last fallen, so hat er neben den Wahrscheinlichkeiten w^^ ^^^i Qx** auch die 
Wahrscheinlichkeiten m?^'',^/'"',^/'" aus den Erfahrungen des Vereins Deutscher 
Eisenbahnverwaltungen bestimmt, wobei der Buchstabe u auf die Verursachung 
durch Unfall hinweist, um eben diese Verursachung ausscheiden zu können; denn 
es bedeutet dann tc^ — wj* die Wahrscheinlichkeit, durch andere Ursachen als 



aa 



aau 



Unfall invalid zu werden; analoges gilt von q^"" — q^ — - usw. 
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Alter 


1000 M?^ 


1000 gs« 


X 


Zimmeimann 


Bentzien 


KihmO 


Zimmennaiui 


Bentsien 


Eihmi) 


20 


0,21 


0,14 


0,81 


8,89 


8,02 


6,98 


80 


1,68 


1,46 


1,46 


6,86 


6,68 


6,66 


40 


4,74 


6,84 


6,84 


10,81 


9,68 


9,60 


60 


16,67 


16,66 


16,69 


16,82 


14,72 


14,76 


60 


67,28 


64,66 


64,68 


24,96 


24,71 


24,66 


. 70 


160,23 


179,06 


179,70 


44,21 


43,79 


48,66 


80 


281,84 


264,48 


262,78 


91,66 


77,62 


80,66 


90 


800,00 


800,00 


442,22 


200,00 


200,00 


161,81 



251. Abh&ngigkeit der InTaUdltätswalinoheiiüiclikeit 
von der Dlenatdaner. Überlegungen allgemeiner Art führen zu 
der Annahme, daß die Inyaliditatswahrscheinlichkeit bei einem be- 
stimmten Alter nicht bloß von diesem, sondern auch von der bis zu 
seiner Erreichung zurückgelegten Dienstdauer abhängen werde. Einmal 
sprechen Gründe dafür, die außerhalb des Willens der beteiligten 
Personen liegen; mit der Leistung des Dienstes ist eine Abnutzung der 
Fähigkeiten imd Kräfte verbunden, die sich zu den allgemeinen Wir- 
kungen des fortschreitenden Alters gesellt und stärker werden kann 
als diese; insbesondere ist anzunehmen, daß ein jüngerer Organismus,, 
zumal unter starker Inanspruchnahme, verhältnismäßig mehr leidet als 
ein älterer, der sich den Ansprüchen des Dienstes bereits angepaßt 
hat. Dazu kommen umstände, die als Betätigungen des Willens auf- 
zufassen sind; das Bestreben des Bediensteten, den Zeitpunkt dea 
Eintrittes der Dienstunfähigkeit wegen Erlangung größerer Vorteil» 
möglichst hinauszuschieben, kann ihn zu einer Schonxmg der Kräfte^ 
zur Überwindung von Anwandlungen nach Ruhe veranlassen; aber 
auch der Dienstgeber kann sich, um die guten Qualitäten, die Ver- 
läßlichkeit eines Bediensteten möglichst lange zu erhalten, zu einer 
schonenden Inanspruchnahme seiner Kräfte veranlaßt sehen. Ahnlich 
wie bei der Sterbenswahrscheinlichkeit versicherter Personen kann 
man also die Invaliditätswahrscheinlichkeit einer bestimmten Berufs- 
kategorie als von zwei Argumenten, dem erreichten Alter x und der 
bis dahin zurückgelegten Dienstdauer t, abhängig ansehen und dem- 
gemäß die Bezeichnung w^^^g^^^ dafür verwenden; ja man kann a priori 
die Vermutung aussprechen, es werde im aUgemeinen Wj^_q^^<w?f^_,,^^^ 
sein, wenn t<^t' ist. 

Die Erforschung der angedeuteten Abhängigkeit begegnet aber 
mancherlei Schwierigkeiten, vor allem der, daß sie ein sehr reichea 
Beobachtungsmaterial erfordert, um bis zu einer solchen Detailierung 
der Resultate vorzudringen, daß man darauf versichenmgstechnische 
Rechnungen stützen könnte. Dazu kommt, daß dem Eintritt in einen 



1) Siehe Fußnote auf S. 219. 



nL Abschnitt Inyalidit&t und Sterblichkeit. 



221 



Berof, an welchem die Untersuchung erfolgen soll, möglicherweise 
Terschiedene andere Beschäftigungen yorangingen, die ihre Wirkung 
geübt haben. Handelt es sich also darum, einen ersten Blick in das 
Maß der Abhängigkeit zu erlangen, so wird sich eine möglichst in 
«ich geschlossene Berufskategorie am besten dazu eignen. 

Einen Ansatz in dieser Richtung hat E. Blaschke^) unter* 
nommen an den Mitgliedern des Pensionsfonds der Kaiser Ferdinand- 
Nordbahn. Um auch das Verhalten der verschiedenen Dienstkategorien 
zu prüfen, schied er die Mitglieder in drei Oruppen: Beamte, Diener 
und FahrpersonaL Das aus der 12-jährigen Periode 1893 — 1904 
stammende Beobachtungsmaterial ist durch folgende Daten ge- 
kennzeichnet: 

Anzahl der 
Beobachtangsjahre 

22 284,25 
38 891,50 
20 772,00 

Sein geringer Umfang machte eine Zusammenfassung der Alter und 
Dienstdauem notwendig, sollten wenigstens die Hauptzüge des Sach- 
verhalts hervortreten. Die rohen Yerhältniszahlen wurden schließlich 
einer mechanischen Ausgleichung (Nr. 246) unterzogen. 

Als Hauptergebnis darf die Tatsache hingesteUt werden, daß bei 
dem untersuchten Dienstpersonal der Einfluß der Dienstdauer auf die 
Invaliditätswahrscheinlichkeit ein sehr erheblicher ist dermaßen, daß 
aus der Zunahme der Dienstdauer um eine bestimmte Anzahl vor 
Jahren in manchen Positionen eine größere Steigerung der Invaliditäts- 
wahrscheinlichkeit zu resultieren scheint als aus einer äquivalenten 
Alterszunahme. Ein Ausschnitt aas den gewonnenen ausgeglichenen 
Zahlen, betreffend die erste und dritte Kategorie, zeigt folgendes Bild. 

Invalidisierungspromille. 



Kategorie 

Beamte 

Diener 

Fahrpersonal 



Invalidisierangen 

229 
483 
323 









Dienitdauer in Jahren 


Kategorie 


Alter 














3—7 


8—12 


18—17 


18—22 


. 23—27 

1 


28—82 


88—87 


88—42 


S 


46 






7,68 


6,66 


8,06 


• 


• 


• 


60 






7,28 


9,66 


8,77 


19,80 


• 


• 


i 


66 






10,82 


8,29 


9,91 


20,29 


32,41 


• 


cq 


60 






• 


11,99 


22,98 


26,98 


60,06 


70,26 




66 






• 


• 


64,10 


62,44 76,41 


119,87 


lonal 


36 


0,99 


2,96 


• 


1 


1 

• 


• 


• 




40 


2,39 


8,34 


7,18 


• 


• 


• 


• 




S 


46 


2,02 


6,68 


10,47 


16,21 


• 


• 


• 




fr 


60 


• 


10,41 


16,67 


22,46 


60,94 


74,44 


• 




'S 


66 


• 


16,18 


18,02 


81,96 


66,11 


114,47 


186,88 




p^ 


60 


• 


• 


88,97 


41,92 


118,88 


176,82 


268,04 


461,60 



1) Vn. intern. ArbeiteryeraichemngBkongr. 1906, Wien, 1906, p. 129 — 144. 
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Es weist darauf hin, daß ein sehr erheblicher Unterschied in der 
Frequenz der Inyalidisierungen bei einem bestimmten Alter besteht, 
je nachdem dasselbe nach kurzer oder langer Dienstdauer erreicht 
wurde; so entfallen auf 1000 aktive Beamte des Alters 55 der 
Reihe nach 

10,82, 20,29, 32,41 

Inyaliditätsfälle, je nachdem sie 

13—17, 28—32 33—37 Jahre 

im Dienste steheu, und bei dem Fahrpersonal unter gleichen Ver- 
hältnissen 

38,97, 114,47, 136,83 

Invaliditätsfälle. 

Die bisher vorhandenen Invaliditätstafeln, die von der Dienstdauer 
absehen und Personen gleichen Alters zusammenfassen, mag die ab- 
gelaufene Dienstdauer welche immer sein, sind sonach Durchschnitts- 
tafeln und können unter Umständen zu Ergebnissen führen, die mit 
der Wirklichkeit wenig harmonieren. Von zweifach abgestuften In- 
validitätstafeln wäre eine vollkommenere Abwicklung zu erhoffen. 
Von der Gewinnung solcher Tafeln mögen aber Erwägungen anderer 
Art, auf die im Laufe der früheren Ausführungen (insbesonders Nr. 247) 
hingewiesen wurde, abgehalten haben. Große Unternehmungen, ins- 
besondere Eisenbahnen, die für die Invalidität ihrer Angestellten ver- 
sorgen, suchen dem Einfluß ungleicher Dienstdauer bei demselben Alter 
dadurch zu begegnen, daß sie die Aufnahme neuer Bediensteten auf 
ein nicht zu weites Altersintervall beschränken.^) 

252. Konstruktion der AuBBOheideordnnng der Aktiven 
aus einer allgemeinen Sterbetafel. Auch in einer gemischten 
Gesamtheit von Personen, wie etwa im Bestände einer Versicherungs- 
anstalt, wo es sich nicht um einen einheitlichen Beruf, sondern um 
eine Mengung verschiedener Berufsarten handelt, kann von Dienst- 
untauglichkeitsf allen, daher auch von Aktiven und von einer Aus- 
scheideordnung derselben gesprochen werden. Während der Bestand, 
wenn von der Invalidität abgesehen wird, in seinem Absterben nach 
einer für Versicherte geltenden Tafel zu behandeln ist, kommen bei 
Berücksichtigung der Invalidisierungen auch Invaliditätswahrschein- 
lichkeiten und die Sterblichkeit unter Invaliden in Rechnung. Diese 
Daten sind einem Material zu entnehmen, von dem erwartet werden 



1) Eine Kritik der Blaschkeschen Arbeit, die zu dem Ergebnis kommt, 
daß es sich bei dem der Untersuchung unterzogenen Personal um außergewöhn- 
liche Verhältnisse zu handeln scheine und daß nach dem Stande der heute vor- 
liegenden Erfahrungen ein Übergang zu zweifach abgestuften Invaliditätstafeln 
verfrüht wäre, hat J. Earup gegeben. Gutachten, Denkschriften und Verhand- 
lungen des VI. intern. Kongr. f. Versicher.-Wissensch., Wien 1909, 11. p. 725—731. 



m. Abichnitt. Invaliditilt und SterbUchkeit. 223 

darfy daß es in bezug auf den Eintritt der Dienstuntauglichkeit mit 
dem in Rede stehenden Bestände nahezu homogen sei. 

Es soll nun das Verfahren entwickelt werden, nach welchem aus 
einer allgemeinen Sterbetafel unter Anwendung von Invaliditatswahr- 
scheinlichkeiten und Sterbenswahrscheinlichkeiten der Invaliden eine 
AusBcheideordnung der Aktiven zu konstruieren ist^). 

Aus der allgemeinen Sterbetafel werden die Werte 

q^ und p,-l-g, 
entnommen; aus den beiden andern Tafeln die Werte 

daraus berechnet man 



w^ und 


?."; 


0««=. * 

Ix 3 


w, qj* 


Pz"* -=«*'« 


-9." 



Angenommen nun, bei einem bestimmten Alter x sei Ij* die An- 
zahl der Aktiven, P^ die Anzahl der Invaliden; dann hat man 

wobei der erste Teil rechts die Anzahl der nicht invalid werdenden, 
der zweite Teil die Anzahl der aktiv sterbenden bedeutet. Femer ist 

die linke Seite bedeutet die Gesamtzahl der zu erwartenden Sterbe- 
f&Ile, die rechte Seite läßt ihre Aufteilung in die drei durch aa, 
aiy iij gekennzeichneten Kategorien erkennen. Berechnet man aus 
diesem Ansätze l^q^"^ und setzt den Wert in die vorletzte Gleichung 
ein, so wird 

C+i - K" (1 - «, - w, + g/') + P, (<?," - gj 

= «/ is. - p/ + P« (i>, - i>,'0- ^ ' 

Andererseits ist 

Px.i= «/!'.'"+ P.Px", (2) 

oder mit Rücksicht auf (1): 

P,+i=G," + PJi>,-Ci- (2*) 

Mithin kann für (1) auch geschrieben werden: 

Ci = a''+P«K-P«+i- (3) 

Mit Hilfe der Formeln (2) und (3) läßt sich die Ausscheide- 
ordnung wie folgt berechnen. Man geht von einem Alter n, das noch 
keine Invaliden aufweist, so daß P^»0 ist, mit einer beliebig ge- 
wählten (runden) Zahl l^ aus, bestimmt nach (2): 

1) Vgl. Beiträge zur Theorie der Dienstunfähigkeit eto. 1888, p. 6 ff. 
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lebens- und als wichtigste Form der letzteren die Bentenversiclierang 
(im engeren Sinne). Im weiteren Sinne faßt man unter jenem Namen 
alle Yersicherungsformen^ bei denen das yersicherte Ereignis an den 
Lebenslauf der Person geknüpft ist; es gehören hierher hauptsachlich 
auch die Kranken-^ Unfall- und die Invalidenversicherung. 

Das VersicherungsverhcUtnis, das die gegenseitigen Verpflichtungen 
des Versicherers und des (oder der) Versicherten regelt, kann auf 
einem Vertra^g (privatrechtlicher Natur) oder auf einem Oesete (öflFent- 
iichrechtlicher Natur) beruhen. Nach dem obersten Zwecke den die 
Versicherung zu erfüllen hat, unterscheidet man Sozialversicherung 
und Privatversicherung und zählt zu ersterer alle jene Versicherungs- 
verhältnisse, die auf sozialpolitischer Grundlage beruhen, d. h. zur 
Sicherung und Hebung der wirtschaftlichen Lage bestimmter Bevölke- 
rungsschichten berufen sind; ihr wichtigster Zweig ist die Arbeiter- 
versicherung, Alle anderen Versicherungsverhältnisse faßt man unter 
dem Namen Privatversicherung zusammen. 

Während bei dieser das Eingehen des Versicherungsverhältnisses 
der freiere Entschließung überlassen ist, wird in der sozialen Versiche- 
rung häufig ein gesetzlicher Zwang zur Versicherung ausgeübt, durch 
welchen Personen kraft ihrer Zugehörigkeit zu einem gesetzlich um- 
schriebenen Personenkreis zum Eingehen des Versicherungsverhält- 
nisses verhalten sind. 

In der Aufbringung der Mittel zur Erfüllung des Versicherungs- 
zweckes besteht zwischen der privaten und sozialen Versicherung ein 
wesentlicher Unterschied. Die Privatversicherung geht bei der Be- 
messung der Beiträge (Prämien) individuell vor, indem sie sich bei 
der einzelnen Person von der finanziellen Tragweite des mit ihr ab- 
zuschließenden Versicherungsverhältnisses leiten läßt. In der Sozial- 
Versicherung wird die Oemeinschafli der Versicherten in größere 
Einheiten aufgelöst und innerhalb dieser wird trotz vorhandener diffe- 
renzierender Momente nicht mehr unterschieden. 

Das eine Hauptproblem, das der Mathematik auf dem Gebiete 
des Versichenmgs Wesens gestellt ist, geht dahin, die Einzahlungen 
(Beiträge, Prämien) der Versicherten so zu regeln, daß sie in ihrer 
Gesamtheit und bei fruchtbringender Verwaltung nach den über die 
versicherten Ereignisse vorliegenden Erfahrungen zur Erfüllung des 
Versicherungszweckes gerade ausreichen. 

Bezieht sich dieses Problem gewissermaßen auf den Beginn des 
Versicherungsuntemehmens, so stellt sich in dessen Verlauf das andere 
Problem ein, die Größe der Mittel festzustellen, welche der Unter- 
nehmer in einem bezeichneten Zeitpunkte besitzen muß, um damit im 
Verein mit den ferneren Einzahlungen der Versicherten die zukünf- 
tigen Verpfiichtuugen auf Grundlage derselben Erfahrungen gerade 
einhalten zu können. 
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Zu diesen Hauptproblemen tritt noch eine Reihe anderer, die sich 
ans der praktischen DnrchfQhrang des Unternehmens und aus ver- 
schiedenen Vorkommnissen ergeben, die aus den Vertrctgsbedingtmgen 
(oder dem Gesetze) hervorgehen können. 

Die ElemerUaraufgaben, aus welchen sich die Lösung dieser Pro- 
bleme zusammensetzt, sind die gleichen, ob es sich um private oder 
soziale Versicherung handelt. Diese auf die Lebensversicherung im 
weiteren Sinne, insbesondere mit Einbeziehung der Invalidität unter 
die versicherten Ereignisse, bezüglichen Elementaraufgaben bilden den 
hauptsächlichen Gegenstand dieses Teiles des Buches. 

264. Omndlagen nnd Yoranssetiiingen der Beohnimg.^) 

Die Erfahrungen über die zu versichernden Ereignisse werden, um 
sie für die Rechnung geeignet zu machen, in die Form von Tafeln 
gebracht. Über die Anlage und Konstruktion solcher Tafeln ist im 
vierten Teile gehandelt worden. 

Die stcMstischen Tafeln bilden die eine Grundlage der Rechnung. 

Das Maß der fruchtbringenden Anlage der vereinnahmten Geld- 
summen findet im Zinsfuß seinen Ausdruck: 

Der Zinsfuß bildet die andere Grundlage der Rechnung. 

Die Theorie der Lebensversicherung setzt StabilitcU voraus sowohl 
in der Liteosität des Auftretens der versicherten Ereignisse als auch 
der des Zinsfußes voraus. 

Was die Stabilität in der erstgenannten Beziehung anlangt, so 
ist jene relative Stabilität gemeint, welche die Bildung typischer Wahr- 
scheinlichkeiten und damit zugleich die Anwendung der Sätze der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung gestattet (Nr. 192 und 202). 

Die Theorie macht die weitere Voraussetzung, daß der zu ver- 
sichernde oder bereits versicherte Bestand in bezug auf die versicherten 
Ereignisse jenem Bestände homogen sei, durch dessen Beobachtung 
die zugrunde gelegten statistischen Tafeln gewonnen worden sind. 

Wie verhält sich nun die Wirklichkeit zu diesen Voraussetzungen? 

Hierzu muß zunächst allgemein bemerkt werden, daß deren strenge 
Erfüllung ausgeschlossen ist, daß sie vielmehr immer nur in mehr 
oder weniger hohem Grade der Annäherung zutreffen werden. 

Was zunächst die Stabilität anlangt, so sei festgestellt, daß bei 
keiner menschlichen Massenerscheinung, die für Versicherungszwecke 
in Betracht kommt, bisher jener höchste Grad von Stabilität streng 



1) Über die Annahmen und Sätze, durch deren Vermittlung die Lebens- 
versichernngBrechnung auf die Wahrscheinlichkeitstheorie gestützt wird und die 
gewissermaßen das Analogen zu den Grundlagen einer rein mathematischen 
Disziplin bilden, hat sich G. Bohlmann in der Enzjkl. d. mathem. Wissensch., 
Bd. I, 8, Artikel I D 4b und später ausführlicher in den Atti del lY Gongr. 
Intern, dei Matematici, Roma 1909, vol. m, p. 244 — 288, ausgesprochen. — Man 
vgl. auch ü. Broggi, Traitä des Assurances sur la Yie, Paris 1907. 

16^ 
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nachgewiesen worden ist, der für die Bildung typischer Wahrschein- 
lichkeitsgröß^n mit normaler Dispersion gefordert wird. Als ange- 
nähert vorhanden darf er gelten bei den Sterblichkeitsverhältnissen; 
die auf diese allein sich gründende Lebensversicherung im engeren 
Sinne darf daher als der bestbegründete Zweig der Personenversiche- 
rung bezeichnet werden. Dagegen entbehren manche Erscheinungen, 
die bei Versicherungen in Betracht kommen, wie Invalidität, Morbi- 
dität, Eintritt von Unfällen, nach den bisherigen Erfahrungen des 
erforderlichen Grades von Beständigkeit, um sie für längere Zeiträume 
geltenden Rechnungen unterziehen zu dürfen. 

Aber selbst wenn der zur Gewinnung der statistischen Unterlage 
beobachtete Bestand Stabilität zeigte, bliebe noch die Frage offen, ob 
der versicherte Bestand ihm homogen sei. 

Selbst in den nicht gerade häufigen Fällen, wo ein Yersicherungs- 
unternehmen die statistischen Grundlagen für die Zukunft aus den 
der Vergangenheit angehörenden Erfahrungen an seinem eigenen Be- 
stände ableitet, wird von Homogenität in voller Strenge nicht ge- 
sprochen werden können; denn die Lebensverhältnisse ändern sich mit 
der Zeit und die Grundsätze und Methoden der Auslese bleiben nicht 
die gleichen. 

In Zusammenfassung dieser Ausführungen sind also nicht allein 
gufäUige, sondern auch systematische Abweichungen des wirklichen 
Verlaufes der versicherten Ereignisse von der statistischen Grundlage 
zu erwarten. 

Daß die Voraussetzung, der Zinsfuß bleibe konstant, der Wirk- 
lichkeit nicht entspricht, lehrt die tägliche Erfahrung. 

Aus all dem geht hervor, daß systematische Vergleichung der 
wirklichen Entwicklung der Verhältnisse mit der nach den gewählten 
Grundlagen zu erwartenden ein Gebot der Notwendigkeit ist. Ihr 
Ergebnis kann unter Umständen zu einer Änderung der Grundlagen 
Veranlassung geben. 

Von den Differenzen zwischen den Rechnungsgrundlagen und der 
Wirklichkeit hängt die Gebarung eines Versicherungsunternehmens ab, 
dessen Gewinne oder Verluste entweder den Versicherten selbst zugute, 
beziehungsweise zur Last fallen (auf Wechselseitigkeit beruhende Ver- 
sicherungsanstalten), oder die Träger des Unternehmens treffen (Aktien- 
gesellschaften); indessen ist es gegenwärtig fast zur Regel geworden, 
daß Unternehmungen der letzteren Art auch den Versicherten eine 
Anteilnahme an dem erzielten Gewinne einräumen (Gewinnbeteiligung). 

266. Wahl der statistischen Gnindlagen. Wenn es sich 
um Lebensversicherung im engeren Sinne handelt, bilden Sterbetafeln 
die alleinige statistische Grundlage. Für ihre Wahl sind verschiedene 
Gesichtspunkte maßgebend; am meisten machen sich geltend und 
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werden gegenwärtig fast ansschließlich berücksichtigt die Art der 
Versicherung und die der Auslese. 

Bei der Anwerbung für eine bestimmte Yersicherungsart macht 
sich neben der seitens der Unternehmung veranlaßten ärztlicheu Unter- 
suchung, soweit eine solche obligatorisch ist, auch die Selbstbeurtei- 
lung des YersicheruDgsuchenden bemerkbar als einflußübend auf 
den Sterblichkeitsverlauf der betreffenden Oruppe. In dieser Beziehung 
hat die Erfahrung zur Unterscheidung dreier Hauptgruppen geführt: 
der reinen Todesfallversicherung, der reinen Erlebens- und der Renten- 
versicherung und der gemischten Versicherung. Bei der ersten kommt 
lediglich das Sterben, bei der zweiten das Erleben eines oder einer 
Reihe von Zeitpunkten, bei der dritten beides zugleich in Betracht 
In ihrer Sterblichkeit weisen diese Kategorien erhebliche Unterschiede 
auf (ygl. Nr. 288), die durch die neaeren Sterblichkeitemessungen 
auch ziffermäßig genügend festgestellt sind. Es liegt aber in der 
Natur der Sache, daß neue Tafeln nur langsam, bei Neuerrichtung 
Ton Unternehmungen und bei Neueinführung von Versicherungskombi- 
nationen, Eingang finden. So werden wohl der gemischten Versiche- 
rung, wiewohl bei ihr eine viel mäßigere Sterblichkeit auftritt, doch 
bisher zumeist Tafeln zugrunde gelegt, die aus TodesfaUversicherungen 
hervorgegangen sind. Hingegen wird zwischen Todesfall- und Renten- 
versicherung fast allgemein unterschieden. 

Die ärztliche Untersuchung, welche dem Abschlüsse von Ver- 
sicherungen vorangeht, bei denen das Sterben zu den versicherten 
Ereignissen gehört, kann im Sinne eines festgesetzten Umfanges voll- 
ständig oder unvollständig sein, letzteres, wenn sie nur auf einen Teil 
der auf die Sterblichkeit Einfluß nehmenden Umstände Rücksicht 
nimmt; es gibt aber auch Versicherungen, wo sie gänzlich unterbleibt 
(Volksversicherung). 

Auf Grund der ärztlichen Untersuchung wird das Leben als ein 
normales, ein unternormales oder als ein minderwertiges bezeichnet. 
Ein normales Leben wird unter den Bedingungen, welche für die be- 
treffende Versicherungskombination die Norm bilden, angenommen, 
ein untemormales unter gewissen erschwerenden Eautelen, ein minder- 
wertiges, d. i. ein solches mit ererbten oder erworbenen Erankheits- 
anlagen oder mit Erankheitsresiduen in der Regel abgelehnt; doch 
sind auch schon Anfänge mit der Versicherung solcher Leben, die ja 
gerade häufig am versicherungsbedürftigsten sind, gemacht worden.^) 



1) Bezüglich des Problems der Versicherung minderwertiger Leben ist zu- 
nächst auf £. Blase hk es „Denkschrift zur Lösung des Problems der Versicherung 
minderwertiger Leben*^ Wien 1895 zu verweisen. Zu einer eingehenden Aus- 
sprache hierüber hat der VI. intern. Kongreß für Versicherungswissenschaft 
(Wien 1909) Anregung gegeben, indem er das Thema unter die Verhandlungs- 
gegenstände aufnahm mit der besonderen Formulierung, ob sich die (von Blaschke 
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Beispiele von Tafeln, welche Versicherungen auf den Todesfall 
(und gemischten Versicherungen) bei ToUstandiger ärztlicher Unter- 
suchung zugrunde gelegt werden, sind die Tafel der 17 englischen 
(Gesellschaften, die Tafel H^ der 20 britischen (Gesellschaften, die 
Tafeln I der 23 deutschen Oesellschaften, die Tafeln A.F. der 4 fran- 
zösischen Gesellschafben, die Tafel 0^ u. v. a. Von Tafeln, welche 
bei Rentenversicherungen Verwendung finden, seien außer der Tafel 
der 17 englischen Gesellschaften von eigentlichen Rentner-Sterbetafeln 
genannt die von Deparcieux, die sächsische, die deutsche, die der 
französischen Gesellschaften.^) Für untemormale Leben werden be- 
sondere Tafeln (die Tafeln II der 23 deutschen Gesellschaften wären 
solche) in der Regel nicht benutzt, der Ausgleich yielmehr durch 
andere Mittel angestrebt Bei Versicherungsn mit unvollständiger 
oder fehlender ärztlicher Untersuchung kommen die Tafeln UI der 
23 deutschen Gesellschaf ken, zumeist aber Volkstafeln, wie die preußische, 
die deutsche u. a. zur Verwendung.*) 

Außer den bisher besprochenen Hauptmomenten gibt es noch 
eine Reihe von umständen, welche nach den vorUegenden Erfahrungen 
eine Differentiierung der in eine Gruppe zusammengefaßten Leben 
bedingen würden; wenn sie heute bei der Wahl der Grundlagen und 
zu einer detallierteren Gruppierung der Versicherten nur erst sehr 
ausnahmsweise benutzt werden, so liegt dies in der einen Gruppe der 
Fälle daran, daß das geringe Maß des Einflusses den komplizierten 
Apparat getrennter Behandlung nicht rechtfertigen würde, in einer 
anderen Gruppe an dem Mangel gesicherter Erfahrungsergebnisse. Aus 



in der erwähnten Denkschrift zum eratenmale versuchte) Lösung durch Bildung 
von Gefahrenklassen empfehle und wie in solchem Falle die erforderliche Er- 
fahrungsgrundlage zu gewinnen wäre. Die bezüglichen Arbeiten finden sich in 
den ,,Gutachten, Denkschriften und Verhandlungen^* des genannten Kongresses, 
I. 2, p. 1169—1870. 

1) Über die in der Rentenversicherung gebräuchlichen Tafeln, wie über- 
haupt über das schwierige Thema der Rentenversicherung ist auf dem Y. intern. 
Kongreß für Versicherungswissenschaft (Berlin 1906) verhandelt worden. Die 
darauf bezüglichen Arbeiten befinden sich in „B^^^^te, Denkschriften und Ver- 
handlungen usw.'* p. 289—446. 

2) Die amtlichen Berichte, welche die staatlichen Aufsichtsämter über die 
Privatversicherung veröffentlichen (in Deutschland seit 1902, in Österreich seit 
1898, in der Schweiz seit 1886), enthalten Angaben über die wenigstens bei den 
am stärksten vertretenen Kombinationen verwendeten Tafeln. Der österreichische 
Bericht für das Jahr 1906 (Wien, 1909) zählt bei 26 inländischen Gesellschaften 
13 mal Tafeln englischen, 7 mal Tafeln deutschen Ursprungs, in je einem Falle 
die Brune-Fischersche, die deutsche Volkssterbetafel, die Sterbetafel der Eisen- 
bahnbeamten und eine eigene Tafel auf; bei 21 ausländischen (mit Einschluß der 
ungarischen) 8 mal Tafeln englischen, 6 mal deutschen, Imal französischen, 4 mal 
amerikanischen Ursprungs, außerdem in 2 Fällen die Verwendung eigener Er- 
fahrungen und in 1 Falle die deutsche Volkssterbetafel. 
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dem Fortschreiten der Forschung werden sich in Zukunft der Ver- 
sicherungstechnik mancherlei Aufgaben ergeben. 

So hat der wahrgenommene Unterschied im Sterblichkeitsverlaufe 
der beiden Geschlechter dazu geführt, diese bei der Beobachtung zu 
trennen und besondere Tafeln für sie aufzustellen; das ist bei den 
neueren Sterblichkeitsmessungen (Nr. 235 — 237) und auch schon bei 
manchen älteren (Nr. 233) geschehen und wird wohl auch in Zukunft 
so gehalten werden. In der Praxis wird aber dermalen dem unter- 
schiede des Geschlechts in den Rechnungen nicht durchwegs, ja nicht 
einmal vorherrschend, Ausdruck gegeben. Es werden auf die Ver- 
sicherung beider Geschlechter vielfach dieselben Tafeln angewendet, 
abgeleitet aus Beobachtungen entweder an Personen beiderlei Ge- 
schlechts oder nur an männlichen Personen; relativ am häufigsten 
finden Frauentafeln in der i2en^versicherung Verwendung.^) 

In eine neue Phase ist die Lebensversicherungsrechnung getreten 
mit der Berücksichtigung des Einflusses der Versicherungsdauer, mit 
anderen Worten der Auslese. Damit wird die zweifach abgestufte 
Sterbetafel (Nr. 230) an Stelle der bisher gebräuchlichen ein&ch ab- 
gestuften zur Grundlage genommen. Doch befindet sich dieser üm- 
wandlungsprozeß vorläufig in seinen ersten Anfängen, nur einige 
wenige Anstalten haben den neuen Weg betreten (in Deutschland 
Gotha und Leipzig), noch sind die Anschauungen über seine Be- 
rechtigung und seine zu gewärtigenden Erfolge geteilt.^) 

Auch die Höhe der Versicherungssumme, weil mit den Lebens- 
verhältnissen in einem Zusammenhange stehend, übt auf die Sterb- 
lichkeit einen Einfluß aus. Das Gleiche gilt von manchen Eigenarten 
der Lebensführung, vom Beruf, vom Wohnsitz; auch hierüber sind 
seitens solcher Gesellschaften, bei welchen Personen der betreffenden 
Lebensführung oder bestimmter Berufsart in stärkerem Maße ver- 
sichert sind, beziehungsweise welche zahlreichere Versicherungen in 
tropischen Ländern abschließen, Beobachtungen angestellt worden, um 
Direktiven für eine richtigere Behandlung solcher Versicherungen zu 
erlangen.^) 



1) Die Frage der Fraaenversiohening hat den V. intern. Kongreß (Berlin 
1906) beschäftigt, siehe dessen „Berichte, Denkschriften und Verhandlungen usw.*\ 
L Bd., p. 669 — 680, insbesondere die Arbeit von L. Goldschmidt und K. Sam- 
wer (p. 673—682), welche näheres über die dabei in Deutschland gebrauchten 
Tafeln enthält. 

2) Man vergleiche hierzu die Aufsätze von O. HOckner nnd J. Riem in 
der Ztschr. f. d. ges. Versicher.-Wissensch. VIII (1908), p. 68—97. 

8) unter den Yerhandlungsgegenständen des Y. intern. Kongresses für Ver- 
sicherungs Wissenschaft (Berlin 1906) befand sich die Frage der Versicherung der 
Abstinenten und der Versicherung von Personen, welche mit der Herstellung 
und dem Vertriebe alkoholhaltiger Getränke berufsmäßig in Beziehung stehen. 
«Berichte, Denkschriften und Verhandlungen usw.'*, 1. Bd., p. 449 — 664. 
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Die fast allgemeine Annahme^ daß Personen eines Alters, die zu 
einer bestimmten Yersicherongsart zugelassen worden sind, eine homo- 
gene Gesamtheit oder gleichwertige Risiken darstellen, ist demnach 
streng genommen eine Fiktion. G. Bohlmann^) unterscheidet nor- 
male Risiken und Extrarisiken; unter den ersteren versteht er männ- 
liche Leben, die auf Grund vollständiger ärztlicher Untersuchung unter 
gewöhnlichen Bedingungen auf den Todesfall versichert sind;^ alle 
anderen Leben, welche durch irgendeinen der angeführten Umstände für 
die Gesellschaft ungünstiger, eventuell auch günstiger erscheinen, &ßt 
er als Extrarisiken zusammen. Häufiger jedoch versteht man unter 
normalen Risiken solche Leben, die nach vollständiger ärztlicher Unter- 
suchung vorbehaltlos angenommen worden sind. 

Zur LebensversicheruDg im weiteren Sinne zählt man auch die 
verschiedenen Zweige der Sozialversicherung, die Kranken-, Unfall- 
und Invalidenversicherung der Arbeiter, die ein ausgedehntes, viel be- 
arbeitetes Gebiet der heutigen Versicherungswissenschaft umfaßt. Das 
hier angesammelte ungeheuere Beobachtungsmaterial harrt noch zum 
großen Teil der einheitlichen Bearbeitung, die gewiß wertvolle Re- 
sultate für den weiteren Ausbau liefern wird. Die Invalidenversiche- 
rung wird auch außerhalb der sozialen Versicherung betrieben, und 
zwar sowohl als Selbstzweck wie auch als Er^nzung der eigentlichen 
Lebensversicherung in dem Sinne, daß dadurch der Versicherte für 
den Fall seines Livalidwerdens und der dadurch verursachten Er- 
werbsimfähigkeit von der weiteren Zahlung der Beiträge für seine 
Lebensversicherung enthoben wird. Bezüglich der statistischen Grund- 
lagen dieser Versicherungszweige muß auf die einschlägige Spezial- 
literatur verwiesen werden; hinsichtlich der Invalidität gibt das vor- 
liegende Buch im III. Abschnitt des vierten Teiles einigen Aufschluß. 

266. Wahl des ZinaftiBes. Es ist ein wichtiges technisches 
Erfordernis, den Rechnungen so lange als möglich einen gleich- 
bleibenden Zinsfuß zugrunde zu legen; denn, abgesehen vom Arbeits- 
aufwand, der mit einer Änderung des Zinsfußes verbunden ist, hat 
eine solche auch eine Änderung der Vermögenslage des Unternehmens 
zur Folge. Dem steht die Tatsache gegenüber, daß die aus den ge- 
samten Anlagen resultierende Verzinsung vielfachen Schwankungen 
unterworfen ist. 

Als Grundsatz hat zu gelten, daß der rechnungsmäßige Zinsfuß 
den effektiv zu erzielenden nicht überschreiten solle. 

Für die Wahl des Rechnungszinsfußes sind verschiedene Um- 
stände maßgebend: die Erfahrungen über den Stand und die VTand- 
lungen der Verzinsung der verschiedenen Anlagearten; die zur Ver- 
fügung stehenden Anlagearten selbst; der Geschäfbsplan. Die zu be» 

1) Encjkl. der matbem. Wissensch. 1. p. 864 — 869. 
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obachtenden Momente sind bei der sozialen Versicherung nicht die 
gleichen wie bei der privaten. 

Aus den Erfahrungen kann wohl ein Bild darüber gewonnen 
werden, wie sich die Verzinsung der verschiedenen Anlagewerte in 
der Vergangenheit gestaltet hat; bei dem unregelmäßigen Charakter 
der Variationen, die oft durch lange Zeiträume unmerklich vor sich 
gehen, um dann plötzlich ein starkes Tempo einzuschlagen, läßt sich 
ein begründeter Schluß auf die Zukunft schwer ziehen. 

Als Hauptanlagearten können bezeichnet werd^: Wertpapiere, 
Hypothekardarlehen, Bealitäten, Darlehen auf Policen und Kautionen. 
Die Wahl derselben ist bei der Privatversicherung innerhalb gewisser 
Grenzen durch die staatlichen Aufsichtsbestimmungen beschränkt; 
auch die Rücksicht auf rasche Realisierbarkeit für den Fall des Be- 
darfs an Barmitteln spielt eine, wenn auch bei der Lebensversicherung 
nach ihrem heutigen Stande untergeordnete Rolle. 

Die Veranlagung der disponiblen Kapitalien in Wertpapieren 
stellt sich als die einfachste, bequemste Anlageart dar. Von der Ver- 
zinsung, die sie bietet, abgesehen, hat sie den großen Nachteil, daß 
dabei ein bestimmter Ankaufspreis in eine variable Summe umgesetzt 
wird wegen den Kursschwankungen, welchen die Wertpapiere unter- 
worfen sind. Wenn auch diese Wertänderungen, so lange die Wert- 
papiere nicht wieder verkauft werden, nur buchmäßige Bedeutung 
haben, so beeinflussen sie doch die periodischen Rechnungs- und Bi- 
lanzaufstellungen, mitunter in sehr empfindlicher Weise. 

Demgegenüber bietet die Anlage in Hypotheken mehrfache Vor- 
teile: die Unveränderlich keit der Summe, die Beständigkeit der Ver- 
zinsung für eine vereinbarte längere Periode, trotz der mit dieser 
Anlageart verbundenen Kosten eine höhere Verzinsung. Alle diese 
Umstände fallen so sehr ins Gewicht, daß die Hypotheken in der 
Lebensversicherung gegenüber den Wertpapieren ständig zugenommen 
haben und insbesondere in Deutschland unter den Anlagearten weitaus 
vorwiegen. 

Realitäten treten gegenüber den beiden ersten Formen der Kapital- 
anlage zurück und dienen vielfach vornehmlich den Zwecken der 
Verwaltung (Anstaltsgebäude). 

Auch die Darlehen, eine notwendige Begleiterscheinung der Ge- 
schäftsführung, nehmen eine verhältnismäßig untergeordnete Stel- 
lung ein. 

Um ein Bild dieser Verhältnisse und ihrer zeitlichen Entwick- 
lung zu geben, sind nachstehend die absolute Höhe und der pro- 
zentische Anteil der genannten Anlagearten an dem gesamten zins- 
tragenden Vermögen bei der deutschen und der österreichischen 
Lebensversicherung für eine Reihe von Jahren angegeben; die abso- 
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Inten Betrage sind in Millionen Mark, beziehungsweise Kronen aus- 
gedrückt*) ' 

Dentsehland. 



Jahr 


Wertpapiere 


Hypotheken 


Realitäten 


Darlehen 




abBol. 


inVo 


abaol. 


inVo 


absol. 


in% 


absol. 


inVo 


1877 
1887 
1897 
1907 


22,8 
64,0 

74,6 

iir,4 


4,3 
6,2 
8,6 
2,7 


828,3 

742,6 

1618,9 

8474,7 


62,6 
70,9 

76,7 
80,7 


12,3 
29,6 
48,9 
82,6 


2,4 
2,8 
2,8 

1,9 


18,8 

62,0 

126,0 

272,0 


3,6 
6,0 
6,9 
6,6 



Österreich. 



Jahr 


Wertpapiere 


Hypotheken 


Realitäten 


Darlehen 




absol. 


inVo 


absol. 


inVo 


absol. 


mVo 


absol. 


inVo 


1898 
1901 
1904 
1907 


498,0 - 
660,0 
714,2 
800,8 


69,3 
66,1 
66,8 
62,7 


161,4 
206,8 
276,7 
866,6 


18,0 
20,7 
21,9 
28,6 


69,4 

79,8 

92,9 

114,2 


8,8 
8,0 
7,4 
7,6 


68,8 

72,9 

80,8 

101,9 


6,4 
7,8 
6,4 
6,7 



In der privaten Versicherung sind Überschüsse über die zur Er- 
füllung des Yersicherungszweckes nötigen Mittel erforderlich zur Bil- 
dung von Rücklagen^ die der Sicherung des Unternehmens dienen 
soUeU; und zur Bestreitung des beträchtlichen Aufwandes zur Er- 
neuerung und Hebung des Yersicherungsbestandes; dieser Aufwand, 
wiewohl unproduktiv für den eigentlichen Zweck der Versicherung, 
ist unerläßlich für den Fortbestand des Unternehmens. Eine Quelle 
dieser notwendigen Überschüsse bildet mm auch die Verzinsung. 

Es sind daher die Versicherungsanstalten in neuerer Zeit mit 
dem Rechnungszinsfuß um eine gewisse, mitunter nicht unerhebliche 
Quote unter den wirklich erreichbaren herabgegangen, ja die staat- 
lichen Aufsichtsämter machen bei Neugründungen imd bei Aufstellung 
neuer Tarife die NichtÜberschreitung eines Mazimalsatzes (Sp/^) zur 
Bedingung der Zulassung zum Betriebe. Soweit die dadurch erzielte 
Mehrverzinsung nicht für die oben bezeichneten Zwecke (und bei 
Aktienuntemehmungen für die Verzinsung des Aktienkapitals) auf- 
gebraucht wird, kommt sie wieder den Versicherten zugute in Form 
einer Gewinnbeteiligung. Diese Art des Versicherungsbetriebes mit 
Anteil am Gewinne (Dividente, Bonus) ist jetzt, namentlich in Deutsch- 
land, England und der Schweiz, die herrschende geworden; man be- 
sitzt in der Verteilung des Gewinnes ein mächtiges Mittel zur An- 
werbung neuer Versicherter. 

Daß indessen der Satz von 47o; der beiläufig den heutigen Zins- 

1) Gntachten, Denkschriften etc. des VI. intern. Kongr. f Versicher.-Wissen- 
schaft, Wien 1909, I, 1, p. 250—262 nnd 370. 



I. AbBchnitt. Venicherangswerte.] 



235 



Terhältnissen entspricht, und selbst höhere Zinsraten ans dem Geschäfts- 
betriebe noch nicht ausgeschieden sind, daß aber auch niedrigere Sätze 
als 37,70 Verwendung finden, mi^ ans den folgenden Zusammenstel- 
lungen ersehen werden. 

Die erste bezieht sich auf österreichische YerluQtnisse^); die nicht 
«ingeklammerten Zahlen betreffen inländische, die eingeklammerten 
ausländische Unternehmungen; am Fuße der Tabelle ist der jeweilen 
erzielte durchschnittliche Zinsfaß angegeben. 

In der zweiten Zusammenstellung ist der gegenwärtige Stand der 
Verhältnisse in der Schweiz dargestellt'); man kann daraus die ünter- 
flchiede zwischen den Anstalten verschiedener Länder ersehen. Hier 
beziehen sich die nicht eingeklammerten Zahlen auf die Kapitalver- 
Sicherung, die eingeklammerten auf die Rentenyersicherung. 

RechnungfizinBfdß and darchBchnitÜich erzielter Zinsfaß der in Osterreich 

tätigen GesellBchaften. 



% 


1898 


1899 


1900 


1901 


1902 


1908 


1904 


1906 


6 

4 
8% 

«V. 
8 


1 — 

18 (6) 

6(11) 
- (6) 


1 — 

14 (6) 

9(11) 
- (6) 


1 — 

14 (6) 

1(11) 
- (6) 


14 "(6) 

10 (11) 
- (6) 


1 — 

18 (6) 

11 (11) 
- (6) 


1 — 

18 (16) 

11(11) 
- (6) 


11 (6) 

1 — 

18 (12) 

- (6) 


11 (6) 

1 — 

18 (11) 

- (6) 


Erzielt 


4,04 


4,08 


4,21 


4,07 


4,06 


4,06 


4,08 


4,06 



Rechnongszinsfuß und durchBchnittlich erzielter Zinsfuß der in der Schweiz 

tätigen Gesellschaften 1907. 





Gesellschaften 


7o 


schweizer. 


denUche 


franzSsische 


engÜRche 


amerikan. 




verwenden den nebenstehenden Zinsfuß in • • • Tarifen 


4 

a 

2% 
2% 


8 (8) 

- (2) 
10 (8) 


2 — 

8(10) 
7 (1) 


88 (4) 

6(18) 


- (2) 
8 (6) 

1 — 

1 — 


8 (4) 

2 Te) 
1 — 


Erzielt 


4,16 


4,12 


8,86 


4,00 


4,60 



Wie schon bemerkt worden, kommen in der soziaien Versicherung 
für die Wahl des Rechnungszinsfußes zum Teil andere Gesichtspunkte 
in Betracht Vor allem handelt es sich hier mit Rücksicht auf die 



1) Die privaten VerBichenmgsnntemehmungen etc., 1898 — 1906, Wien 1901 
bis 1909. 

2) Bericht des eidgen. Yersichenmgsamtes über die privaten Yersicherangs- 
ontemehmungen in der Schweiz 1907, Bern 1909. 
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zu yersichemden Bevölkerungskreise darum, die Beiträge mogliclisfe 
niedrig zu bemessen; hierfür ist aber nicht nur der Yersicherungs- 
plon, sondern auch der Zinsfuß maßgebend: je höher die Kapitalien 
verzinst werden, um so mäßiger fallen die Beiträge aus. Die Oewinn* 
bildung hat hier nur dem Zweck der Ansammlung ausreichender 
Rücklagen zur Sicherung der Einrichtung gegen außergewöhnliche 
Störungen zu dienen; besteht Yersicherungszwang, so entfallen di& 
Aufwendungen für die Erneuerung des Versichertenbestandes. Da es 
sich femer in der sozialen Versicherung um Ereignisse handelt, bei 
denen auf große Beständigkeit nicht gerechnet werden kann, so lassen 
schon die statistischen Grundlagen eine Rechnung auf lange Zeit nicht 
zu und müssen von Zeit zu Zeit revidiert werden; bei solcher Ge- 
legenheit wird auch die Zulässigkeit der Beibehaltung des Zinsfußes- 
zu prüfen sein. So nimmt der Entwurf des österreichischen Gesetzes 
betreffend die Sozialversicherung den Rechnungszinsfaß mit 47o ^^r 
sieht aber eine Revision der Rechnungen vor Ablauf von 12 Jahren 
vor. Das österreichische Privatbeamtengesetz rechnet mit 3%7o7 ^^^~ 
läufig für einen Zeitraum von 20 Jahren. 

Aus diesen Erwägungen ist der Schluß zu ziehen, daß soziale- 
Versicherungseinrichtungen mit Zwangsprinzip den Rechnungszinsfuß* 
näher an den wirklich erzielbaren heranrücken dürfen. 

267. Auf die Venlnsnng beiflgllohe OrSBen und Formeln.. 

Der einfachste Ausdruck der Verzinsungsstärke eines Kapitals besteht 
in der Angabe des wirklichen Zinsfußes, d. i. des am Ende des Jahres 
fälligen einjährigen Zinses vom Kapital 1 (beliebige Geldeinheit). Er 
werde mit i bezeichnet.^) Dann ist 100 i der Proaentsatg, d. i. der in 
gleicher Weise definierte Zins vom Kapital 100. Demnach entsprechen 
die Werte i « 0,03, 0,035, 0,04, 0,045, • • • den Prozentsätzen 3, 3%,. 
4,4%,.... 

Zu dem Zinsfüße tritt der Yerzinsungsmodus. Man imterscheidet 
einfache und Busammengesetzte Verzinsung; bei den Lebensversiche- 
rungsrechnungen tritt namentlich der letztere Modus in Kraft 

Bei der einfachen Verzinsung wächst der Zinsertrag proportional 
mit der Anzahl der Jahre, durch welche das Kapital zinstragend an- 
gelegt ist, so daß das Kapital 1 bei dem Zinsfuße » in n Jahren den 
Zins ni abwirft imd auf die Höhe 1 + ^^ anwächst. 



1) In diesem Teile des Buches wird von der durch die englischen Aktuare 
ausgebildeten Bezeichnongsweise Gebrauch gemacht, die sich durch einen hohen 
Grad von Konsequenz auszeichnet und immer weitere Verbreitung findet, wie 
dies aus den Verhandlungen der bisher abgehaltenen internationalen Aktaaren- 
kongresse und aus der neueren yersicheningstechnischen Literatur hervorgeht. 
Eine Zusammenstellung dieser Bezeichnungen, deren sich auch das Text -Book 
bedient, befindet sich in den „Transactions of the second International Actuarial 
Congress, London 1898*^ 
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Wird jedoch bedangen, daß von dem jährlichen Zinse t nach 
jedem m-tel des Jahres die entsprechende Quote — fällig, aber nicht 

www 

ausbezahlt, sondern zum Kapital geschlagen (kapitalisiert) und von 
da ab in derselben Weise weiter verzinst werde, so tritt zusammen- 
gesetzte Verzinsung oder die Ansammlung von Zinseszins ein, und 
aus dem Kapital 1 wird am Ende des ersten Jahres 

80 daß der wirkliche Zinsertrag dieses Jahres 

(i+i)"-' 

ist In n Jahren erreicht das Kapital unter diesen Umständen die Höhe 
und liefert den Zins 

('+ir-'- 

Der Annahme m » 1 entspricht gamjährliche Kapitalisierung der 
Zinsen; bei dieser erreicht 1 in n Jahren die Höhe 

(1 +,•)-; (2) 

1 + 1^' heißt der Aufzinsungsfaktor, 

Der Annahme m »- oo entspricht hmtinuierliche Verzinsung, also 
bildlich ein gleichmäßiges Fließen des Zinses, der fdr jedes Zeit- 
teilchen proportional ist diesem und dem Kapital an seinem Beginne; 
bei ihr erreicht, weil 

wenn e die Basis des natürlichen Logarithmensystems bedeutet, das 
Kapital 1 im ersten Jahre die Höhe 

ff 
und in n Jahren die Höhe 

liefert also den Zins ^ — 1, beziehungsweise c"' — 1. 
In dem Ansätze 

l+i(»).(l+l)- (4) 

bedeutet ^"^^ den wirklichen Zinsfuß, welcher dem Zinsfuße i bei 
m- maliger Kapitalisierung während des Jahres äquivalent ist; ein 
Kapital, zu diesem Zinsfuße mit ganzjähriger Kapitalisierung der 
Zinsen angelegt, erreicht in einer beliebigen Anzahl von Jahren die- 
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selbe Hohe, wie wenn es zum Zinsfüße i, bei m-maliger Eapitalisie- 
rang der Zinsen wahrend eines Jahres, anf dieselbe Zeit angelegt 
wäre. In nachstehender Tabelle sind einige Werte von {("*) znsamnien- 
gestellt. 



• 




t<- 







l 


ms2 


m-«4 


m»12 


m=»<X) 


0,03 

0,086 

0,04 

0,045 

0,06 


0,030226 
0,086806 
0,0404Q0 
0,046606 
0,050626 


0,080839 
0,086462 
0,040604 
0,045766 
0,060945 


0,030416 
0,086667 
0,040742 
0,046940 
0,061162 


0,080466 
0,035620 
0,040811 
0,046028 
0,061271 



Zu 4% hei monatlicher Kapitalisierong der Zinsen wächst also ein 
Kapital ebenso rasch wie za 4,074 7o hei ganzjähriger Fälligkeit der 
Zinsen. 

Aus der Gleichung 

c^ - 1 + t 

ergibt sich derjenige Zinsfuß tf, der bei kontinuierlicher Verzinsung 
dem Zinsfüße • bei ganzjähriger Zinsfälligkeit äquivalent ist; er ist 



*-Log(l + i)-f--^ + ^- 



(5) 



xmd wird die VeretnstmgsifUensüät genannt; Log bezeichnet den natür- 
lichen Logarithmus. 
In dem Ansätze 



(i ^w 



l + i 



bezeichnet J^^^ jenen nominellen 2Hnsfuß, der bei m-maliger Fälligkeit 
der Zinsen während eines Jahres dem wirklichen Zinsfuße i entspricht; 
die Auflösung ergibt 

iM-».[(i+»)»-i]-»-?i(i-i)+i;(i-i)(i-ij— -(6) 

(1 + i)^ -- 1 bezeichnet aber den auf einen Eapitalisienmgstermin 
entfallenden Zins, j^^^ ist also das m-fache dieses terminlichen Zinses. 
Insbesondere ist 



fo-lim ^' + f -^ -Log(l + 0-«y; 

•n ^ am * 



(7) 



fn = oo 



m 



I. AbBcbnitt. VerBioheiungswezte. 239 

der der kontinoierliclien Yerzinsung entsprechende nominelle Zinsfuß 
ist also gleichbedeutend mit der Yerzinsungsintensitat. 

Der gegenwärtige oder diskontierte Wert des S[apitals 1, zahlbar 
nach n Jahren, ist*^ unter der Voraussetzung, daß die Zinsen tn-mal 
im Jahre kapitalisiert werden, gleich 



( 



und bei Vereinbarung ganzjähriger Zinsf alligkeit gleich 
die Größe 

" - TT^- = (1 + O-^ 

heißt der Ahzinsungs- oder Biskontierungsfaktor. 
Man kann die Ausdrücke 



— tnn 



k-n 



als Verallgemeinerungen der Ausdrücke 

(1 + t)* und (1+t)' 

ansehen, wenn man — Jahr als Zeiteinheit, — als den ihr entsprechen- 
den Zinsfuß auffaßt; mn ist dann die Anzahl der in n Jahren ent- 
haltenen Verzinsungstermine. Die Zinstafeln, welche die Endwerte 
und die Anfangswerte des Kapitals 1 bei gegebenem Zinsfuße und 
gegebener Anzahl von Zinsperioden angeben, können demnach ebenso- 
wohl bei ganzjähriger wie bei ratenweiser Fälligkeit der Zinsen an- 
gewendet werden. Will man z. B. den Endwert von 1 bei 57o und 
j jähriger Kapitalisierung der Zinsen nach 6j Jahren wissen, so geht 

man in die Tafel der Endwerte mit -^ "" ^ß^^k und mit 27 Zeitein- 
heiten ein; und der gegenwärtige Wert von 1, zahlbar nach 8 Jahren 
5 Monaten, bei Anrechnung von 67o Zinseszins und monatUcher Kapi- 
talisierung, ergibt sich aus der Tafel der gegenwärtigen Werte bei 

— =» 0,5 7o und 101 Zeiteinheiten. 

Die Differenz zwischen einer künftig zahlbaren Summe und ihrem 
gegenwärtigen Werte bezeichnet man als Diskont. 
Der allgemeine Ausdruck für den Diskont ist 



' - (' + i)'"' 
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wenn i der Zinsfaß, wenn die Zinsen m-mal im Jahre kapitalisiert 
werden und das Kapital nach n Jahren fallig ist. 

Für tn « n = 1 ergibt sich der Diskont d f&r das Kapital 1, 
zahlbar nach 1 Jahr bei ganzjähriger Zinsfälligkeit: 

d=l_--l-.=.l_«_^ = ir; (10) 

der letzte Ansdruck gibt eine einfache Bedeutung von d: es ist der 
einjährige Zins des gegenwärtigen Wertes i;. 

Jede periodisch wiederkehrende Zahlung wird eine Bente genannt; 
ist ihre Dauer im voraus bestimmt, so heißt sie eine sichere Bente 
oder auch eine ZeUrente, 

Der Endwert einer pränumerando y d. i. immer am Beginne des 
Jahres zahlbaren, sofort beginnenden und n Jahre währenden sicheren 
Rente 1 am Ende des n-ten Jahres beträgt bei ganzjähriger Zins- 
fälligkeit 



sq 



^(i+o+(i+tT+--+(i+tr- ^'^f"' a+o> (11) 



Der gegenwärtige Wert der nämlichen Bente ist 

a;,= l + t; + t;« + ... + t;«-^- -f~ = ^^ ; (12) 

insbesondere ist der gegenwärtige Wert einer immerwährend zahl- 
baren oder ewigen Bente gleich 

a«, = lim ^^ — « -- = » — ; (13) 

n 35 00 

för i = 0,03, 0,035, 0,04 0,045 0,05 
ist a« = 34,333, 29,571, 26,000, 23,222, 21,000; 

•der gegenwärtige Wert einer immerwährenden jährlichen Zahlung 
von 1 ist also bei 47o Zinseszins rund 26. 

Der Endwert und der gegenwärtige Wert einer postnumerandOj 
d. i. immer am Ende des Jahres zahlbaren Rente ist unter den 
gleichen Bestimmungen wie oben beziehungsweise: 

8fl = l + (l+i) + (l+i)* + --- + (l + 0"-' = ^^^— ; (14) 




a;q = t; + t;* + --- + t;"--^-^— ^ = — V— . (lo) 

Nachstehende Tabelle enthält eine Zusammenstellung einiger 
wichtigen, auf die Verzinsung bezüglichen Größen und ihrer gemeinen 
liOgarithmen fElr die gangbaren Prozentsätze. 
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f 

Größe 


3Vo 


H% 


4 


% 


nom 


log 


nnm 


log 


Dum 


log 


• 


0,08 
1,08 


2,4771218 
0,0128372 


0,035 
1,036 


2,6440680 
0,0149408 


0,04 
1,04 


2,6020600 
0,0170888 


(1 + »y» 
(1 + »)*■ 

V 

1 

€72 

1 


1,0148892 


0,0064186 


1,0178496 


0,0074702 


1,0198039 


0,0085167 


1,0074171 
0,9708788 


0,0082098 
1,9871628 


1,0086874 
0,9661836 


0,0037861 
1,9860697 


1,0098684 
0,9616386 


0,0042688 
1,9829667 


0,9868298 


1,9986814 


0,9829464 


1,9926298 


0,9806807 


1,9914838 


d 
S 

M 

^*(12) 


0,9926876 
0,0291262 
0,0296688 
0,0297783 
0,0296688 
0,0296962 


1,9967907 
2,4642840 
2,4706868 
2,4738999 
2,4722927 
2,4712217 


0,9914366 
0,0388164 
0,0344014 
0,0846990 
0,0846498 
0,0344608 


1,9962649 
2,6291277 
2,6866766 
2,6403170 
2,6384464 
2,6371992 


0,9902427 
0,0884616 
0,0892207 
0,0896078 
0,0894186 
0,0392848 


1,9967417 
2,6860267 
2,6986166 
2,6977807 
2,6966464 
2,6942146 



Gröfie 



H% 



1 + i 

(1 + * 

V 
J_ 

d 



^(18) 



num 



log 



0,046 
1,046 

1,0222624 

1,0110660 
0,9669878 

0,9782820 

0,9890662 
0,0480622 
0,0440169 
0,0446048 
0,0442600 
0,0440976 



2,6682126 
0,0191168 

0,0096681 

0,0047791 
1,9808887 

1,9904419 

1,9962209 
2,6340962 
2,6486194 
2,6484072 
2,6460110 
2,6444149 



5Vo 



DUtn 



0,06 
1,06 

1,0246961 

1,0122722 
0,9628810 

0,9769002 

0,9878767 
0,0476190 
0,0487902 
0,0498902 
0,0490889 
0,0488892 



log 



2,6989700 
0,0211898 

0,0106946 

0,0062978 
1,9788107 

1,9894064 

"1,9947027 
2,6777807 
2,6888822 
2,6936404 
2,6909886 
2,6892180 



§ 2. Erlebensversiclienmgeii und Renten. 

258. Wert einer Anwartschaft. Erlebensversichernng. 

Unter einer Anwartschaft versteht man das Anrecht auf eine Geldsumme, 
die zu einem bestimmten Termine fällig wird unter der Voraussetzung, 
daß ein bestimmter, an sich ungewisser Tatbestand erfüllt ist. 

Die Elementaraufgabe der Yersicherungsrechnung besteht in der 
Wertbemessung von Anwartschaften. 



G B u b e r , Wahnoheinliolikeitsreohniing. II. 2. Aufl. 
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Ist die Wahrscheinliclikeit des Tatbestandes bekamst^ so versteht 
man nnter dem gegenwärtigen oder kurzweg dem Werte der Anwart- 
Schaft die auf die Gegenwart diskontierte anf sie bezügliche mathe- 
matische Erwartung^ also das Produkt aus drei Faktoren: aus der 
Summe selbst^ der Wahrscheinlichkeit ihrer Realisierung und dem der 
Zwischenzeit entsprechenden Diskontierungsfaktor. 

Dieser Wertbestimmung liegt folgende Erwägung zugrunde: 
Würde für eine große Anzahl gleicher Anwartschaften eine ihrem 
Werte gleichkommende Summe deponiert und in der Zwischenzeit zu 
dem der Rechnung unterlegten Zinsfuße yerzinst, so erreichte sie eine 
Hohe, um die mit größter Wahrscheinlichkeit zu gewärtigende Anzahl 
„günstig*' verlaufender Fälle gerade zu befriedigen (s. Nr. 113—114). 

In der Lebensversicherungsrechnung hat man es mit Anwart- 
schaften zu tun^ die vom Leben und Sterben, im weiteren Sinne von 
bestimmten Zuständen der Menschen abhängen. 

Eine Person des Alters Xy welcher für den FaU und für den 
Moment, wo sie das höhere Alter x •\- n erreicht, eine bestimmte 
Summe zugesichert ist, befindet sich im Besitze einer Anwartschafb, 
die man als ErlAensversichenmg, auch Erlebensfallversicherung be- 
zeichnet; n ist die Dauer derselben. 

Ist K das versicherte Kapital, ^p^ die Wahrscheinlichkeit, daß 
innerhalb der Gesamtheit der versicherten Personen eine solche des 
Alters X das Alter x + n erlebt, v der dem gewählten Zinsfuße ent- 
sprechende Abzinsungsfaktor, endlich ^E^ der Wert der Versicherung^ 
so gilt der Ansatz: 

Weil K in dieser Formel eine von x nnd n unabhängige Rolle spielt^ 
80 wird in den allgemeinen Rechnungen das versicherte Kapital mit 
1 angenommen; alsdann ist 

nE^ =■ «-.i>.- (1) 

Wenn die Absterbeordnung der versicherten Gesamtheit in Form 
einer Sterbetafel der üblichen Gestalt (s. § 3, Abschnitt 11 des dritten 
Teiles) gegeben ist, so drückt sich ^p^ durch die Zahlen der Leben- 
den wie folgt aus: 



dadurch wird 



nP« = 




»'* + ». 


«''•'% + n 



v\ 



Für die praktische Durchführung der Rechnungen hat es sich als 
zweckmäßig erwiesen, aus den Zahlen l^ der Sterbetafel die Zahlen 
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■D, - ffh (2) 

abzuleiten, die man die diskontierten Zahlen der Lebenden nennt 
Mittels dieser ergibt sich die fundamentale Formel für die Erlebens- 
Yorsicherung: 



D 



x + n 



^,'-n-- (3) 



X 



Eine andere Schlußfolgerung zur Ableitung dieser Formel ist die 
folgende: Von l^ Personen des Alters x, deren jede eine Erlebens Ver- 
sicherung vom Betrage 1 zum Alter x + n abschließt^ erleben der 
wahrscheinlichsten Kombination gemäß l^^^ dieses höhere Alter, wäh- 
rend ^ar"~^*+» vorher sterben; an die Überlebenden kommt die Summe 
l^^^ zur Auszahlung, deren gegenwärtiger Wert vH^^^ ist; der auf 
eine Person entfallende Anteil dieser Anwartschaft ist somit 

*'%+. 

Aus der Tafel VIII, welche die Erfahrungen JBP' der 20 briti- 
schen Gesellschaften in der Ausgleichung des Text-Book wiedergibt 
und mit ^j% rechnet, ist beispielsweise 

2)80 = 31953, Deo = 7469,1 

zu entnehmen; hiemach ist der Wert der Erlebensversicherung 1 einer 
30jährigen Person zum vollendeten 60. Lebensjahre 

»(Äo - -81968" ^ ^'^^^'^' 
der Wert einer solchen Versicherung auf 100 JC ako 23,37 Jl, 

259. Begriff der Rente. Die Prftnumerando - Leibrente. 

Unter einer Rente im versicherungstechnischen Sinne versteht man, in 
des Wortes einfachster Bedeutung, die periodisch wiederkehrende 
Zahlung eines voraus bestimmten Betrages, deren effektive Dauer von 
der Dauer eines bestimmten Zustandes der (zahlenden oder empfan- 
genden) Person abhängt. Im gewöhnlichen Falle beträgt die Periode 
ein Jahr. 

Besteht der Zustand darin, daß die Person, an »welche die Rente 
gebunden ist, lebt, so nennt man die Rente eine Leibrente. 

Die pränumerando zahlbare oder vorscküssige Leibrente 1, deren 
erste Zahlung sofort, die letzte am Beginne des Sterbejahres der 
Person {x) erfolgt, stellt sich als eine Summe von Erlebensversiche- 
rungen dar, deren erste sofort und sicher, die zweite, dritte, • • • nur 
dann zur Auszahlung kommt, wenn die Person nach einem, zwei, 
• • • Jahren am Leben ist; bezeichnet man ihren Wert mit a„ mit 
(D — 1 das höchste Alter (in ganzen Jahren), das noch vollendet wer- 
den kann, so ist 

16» 
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drückt man die E nach der Formel (3) aus^ so ergibt sich: 

^x "- n ~ " D ' ^**'' 

X *^x 

wenn 

iV. = D, + D,^, + i),^, + • . . (5) 

gesetzt und die Summierong bis zum Schlüsse der Tafel geführt wird. 

Die Zahlen "N^ treten unter dem Namen Summen der diskontierten 
Zahlen der Lebenden als zweite Kolumne zu den Zahlen D^ hinzu. 

Aus der Formel (4) ergibt sich durch die folgende Zerlegung 
einer Rekursionsformel zur Berechnung der Rentenwerte für alle 
Alter; es ist 

J^x + K + l _, . ^x^l^x^l 

d. i. 

^x-^+^Px^x^l' (4*) 

Geht man vom höchsten Alter cd — 1 aus^ bei dem noch Lebende 
vorhanden sind und für das ^(0.1=» 1 ist; so kann man mit Hilfe der 
Lebenswahrscheinlichkeiten und des Abzinsungsfaktors alle Renten 
berechnen. 

Diese Art der Rentenberechnung ist in England von Qeorge 
Barrett 1786 zuerst ersonnen worden; die umfangreichen, danach 
berechneten Tafeln hat jedoch ihr Verfasser nicht veröffentlicht. Erst 
durch Francis Baily ist das Verfahren 1812 der Royal Society be- 
kannt gegeben und 1813 in der Schrift: ,;Doctrine of Life Annuities 
and Assurances'^ veröffentlicht worden. Auf dem Kontinent kam je- 
doch Johann Nie. Tetens den Engländern zuvor, der schon 1785 
das nämliche Verfahren in dem Werke: ,,Einleitung zur Berechnung 
der Leibrenten" (Leipzig, 2 Bde., 1785 — 1786) vorfahrte; ihm ge- 
bührt daher die Priorität der Erfindung der diskontierten Zahlen, die 
so wichtig geworden ist für die Entwicklung der Lebensversicherungs- 
rechnung.^) 

Tafel Vin enthält sowohl die Kolonnen der Zahlen D und Ny 
als auch die Werte der Pränumerando-Leibrente für alle Alter; hier- 
nach ist beispielsweise der Wert der Leibrente 1 einer 30jährigen 
Person: 

ajo « 19,441, 



1) Text-Book U, p. 108 ff.; G. BohlmaDn, Encykl. der mathem. Wissen- 
schaften I, p. 876. — Nach einer Bemerkung L. Goldschmidts (Berichte, 
Denkschriften und Verhandlungen des V. intern. Kongr. f. Versicher.- Wissensch., 
Berlin 1906, lU, p. 282) steht die Priorität nicht fest und erscheint es nicht aus- 
geschlossen, daß die Methode doch nach England, vielleicht auf Simpson, zu- 
rückführt. 



I. Abschnitt. Versicherongswerte. 245 

der Wert einer solchen Rente im jährlichen Betn^e von 100 gleich 
1944,1. 

260. Die PoBtnnmerando-Leibrente. Zum Unterschiede von 
der vorigen ist diese Rente, auch nachschüssige Rente genannt, zahl- 
bar am Ende eines jeden Jahres, das die Person (x) durchlebt, zum 
letztenmale daher am Ende des dem Todesjahre vorangehenden Lebens- 
jahres. Gegenüber der pränumerando zahlbaren Rente entfällt die 
erste sofortige Zahlung des Betrages 1, im übrigen verhält sich alles 
wie dort. Bezeichnet man also ihren Wert mit a,, so ist 

«, = a,-l, (6) 

und in den Zahlen D, N ausgedrückt: 

Man braucht in der Tafel YIII die Zahlen der Kolonne a, nur je 
um 1 zu vermindern, um die Werte der postnumerando oder nach- 
schüssig zahlbaren Rente zu erhalten. Für eine 30jährige Person 
z. B. hat eine solche Rente vom Betrage 1 den Wert 18,441. 

Man kann mit gleichem Rechte die vorschüssige wie die nach- 
schüssige Rente als das Primäre betrachten. Aus der Yoranstellung 
der nachschüssigen Rente ist die bei den englischen Aktuaren ursprüng- 
lich üblich gewesene Definition der Summen N^y derzufolge unter N^ 
die Summe D^^j -|- 2)^^8 + • • • verstanden wurde, zu erklären, so daß 

dann -^ der Ausdruck für die nachschüssige Rente war. In den 

X 

neueren Tabellen, die aus Anlaß der Messung 1863-^1893 angelegt 
worden sind, wird die Summe N^ im obigen Sinne (5) geführt, zum 
Unterschiede zu der früheren Auffassung aber typographisch anders 
(Nx) dargestellt. Auf diesen Umstand muß genau geachtet werden, 
will man sich vor Verwechslungen bewahren. 

261. Aufgeschobene und tempor&re Sente. Eine Leib- 
rente heißt OAif geschoben y wenn ihr eventueller Beginn auf einen spä- 
teren Termin festgesetzt ist. Sie heißt temporär oder eine kurze 
Rente, wenn ihre maximale Dauer nach oben hin begrenzt ist. Beide 
Merkmale können auch zusammentreffen, und man spricht dann von 
einer aufgeschobenen kurzen Rente. 

Die um n Jahre aufgeschobene Pränumerando -Leibrente auf die 
Person {x)y zum erstenmal also zahlbar nach n Jahren und dann jedes 
folgende Lebensjahr bis zum Tode, hat als Summe der Erlebensver- 
sicherungen ^JS^, ^^lE^, • • • den Wert 

** D " IT 5 (8) 



X "« 
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die in gleicher Weise definierte Postnumerando- Rente ^ die also zum 
erstenmal am Ende des n -f 1-ten Jahres fällig wird, hatte das Zeichen 

JV 

n\^9 gleichbedeutend mit ^4. ja, und den Ausdruck — ^ Man be- 

merkt, daB die Postnumerando-Leibrente gleichbedeutend ist mit der 
um 1 Jahr aufgeschobenen Rente, daß also a^ =» ^ja^. 

Zwischen der um n Jahre aufgeschobenen und der Rente einer 
X + n Jahre alten Person besteht ein einfacher bemerkenswerter Zu- 

sammenhang; aus (8) und a^^^ == y: folgt nämlich 

Zu dieser Beziehung gelangt man auch durch folgende Überlegung. 
In den Bezug der aufgeschobenen Rente kommt (x) nur dann, wenn 
er das Alter x + n erreicht, wofür ^p^ die Wahrscheinlichkeit ist; in 
diesem Augenblicke hat für ihn die Rente den Wert a^^,; folglich 
ist der gegenwärtige Wert seiner Anwartschaft v^^p^a,^^. 

Die auf n Jahre abgekürzte ' /ßm2x>rär6 Rente, die also höchstens 
n-mal zur Auszahlung kommt, ist als Summe der Erlebensversiche- 
rungen ^E^ (- 1), ^E^, - - - ^^^E^ gleich 

— T) ; 

X 

bezeichnet man also ihren Wert durch i^a^, so ist: 

45' 4f + l' ' X+H — 1 X « + II /A\ 

In^x • B B ="**"■ n\^x' (^) 

"^X x 

Der letzte Ansatz bringt die Tatsache zum Ausdruck, daß die tempo- 
räre Rente gleichkommt der lebensüLnglichen vermindert um die um 
ihre Dauer aufgeschobene Rente.^) 

Die um n Jahre cmfgeschohene, auf m Jahre abgekürzte temporäre 
Rente, die zum erstenmal nach n Jahren und dann höchstens m-mal 
zur Auszahlung kommt, steUt sich als Summe der Erlebensversiche- 
rungen ^JE^, ,+i^„ • • • w+m-i-^x ^^5 bezeichnet man ihren Wert mit 

nlm».; 80 ist 

« •^^-H n + '^x + n-nH h-Px+n + m-l 

«Im*« *™ J) 

N -N ' (10) 



X 



1) Neben dem Zeichen i^a^ für die temporäre Rente ist aach das Zeichen 



^xxni gebräuchlich 
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282. Mittlere Zahlungsdauer einer Leibrente. Be- 
miehnngen swischen der Leibrente und einer Zeitrente. Die 

Zahlungsdaner einer Leibrente ist UDbestimmt und f&r yerschiedene 
Personen desselben Alters x angleich. Ihr Mittelwert ist die ab- 
gekürzte mittlere Lebensdauer e^ als Durchschnitt der vollen Jahre, 
welche Personen dieses Alters zu durchleben haben (s. Nr. 214). 

Es ist aber ein Irrtum, zu glauben, die Leibrente einer Person (x) 
könne als sichere Rente für die mittlere Lebensdauer e^ gerechnet 
werden. Es läßt sich yielmehr erweisen, daß die Leibrente kleiner 
ist als die so gerechnete Zeitrente. 

Beträgt die abgekürzte Lebenserwartung n + d, wo n die vollen 
Jahre und d einen Bruchteil bedeutet, so ist der Wert der Zeitrente 

arnn = l + t; + t;« + ... + v» + *t;*+S 

weil am Beginne des 1., 2., - - - n + 1-ten Jahres je 1, am Beginne 

desn-f-^-ten Jahres der Betrag d entsprechend dem durchlebten 
Bruchteile des letzten Jahres zu bezahlen ist. Hingegen ist die 
Leibrente 

a, « 1 + v^p^ + v\p^ + • • • + t?M)„ 

wobei a; -(- X = (D — 1. 
Demzufolge ist 

> v""^' [1 - iP, + 1 -,1>. + • • • + 1 - ^, + * -»^iPj 

-^''\ + %Pz ^hPx'i 

da nun 

80 ist 

daher, wie leicht zu erschließen, 

also, wie behauptet worden, 

Der Grund hiervon ist folgender: Wenn man von der Diskontie- 
rung absieht, so stellt sich die durchschnittliche Zahlung an einen 
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Leibrentner (x) auf 1 + ^p, + ^p^ + • • • + xP«; ^ ^' ^^ n + d + 1, 
als ebenso hoch; als wenn er durch die Zeit e^ die sichere Beute 1 
bezogen haben würde. Im Falle der Leibrente erstrecken sich aber 
die eyentuellen Zahlungen über eine längere Dauer^ werden daher Ton 
der Diskontierung starker getroffen als bei der Zeitrente. 

263. Ver&nderllohe Benten. Bisher ist angenommen worden, 
daß der Betrag der Beute durch ihre ganze Dauer konstant bleibe. 
In der Yersicherungspraxis kommen aber auch Teränderliche, ins- 
besondere in arithmetischer Progression wachsende Benten vor. Einige 
wichtige Formen yeränderlicher Benten sollen im nachfolgenden ent- 
wickelt werden. 

1) Eine pränumerando zahlbare Leibrente auf das Leben (x)j die 
mit 1 beginnt und jährUch um 1 steigt, ergibt sich als Summe der 
Erlebensversicherungen 

von n — bis n « cd — 1 — rc; denn nach Ablauf von n Jahren, am 

Beginne des n + Iten, betragt die Auszahlung n + 1. Bezeichnet 
man den Wert dieser Beute mit (/a)^, so ist hiernach 



w, - 



D 



X 



Dies läßt folgende Darstellung zu. Es ist 



führt man als weitere Hilfszahlen die Summen 

S.-JV, + JV.^, + JV,^, + ... (11) 

ein, die sich gegenüber den Zahlen D^ als Doppdsummen erweisen, 
indem N^ - £D„ 8, = ZN, - -SZD,, so schreibt sich 



5, 



W.-^--. (12) 

X 

Tafel Yin enthält auch die Kolonne der Zahlen S,. Danach ist 
beispielsweise der Wert einer in obiger Weise definierten Leibrente 
eines 30 jährigen 

, , V 9 666 078 QAO i Qß 

(^*)8o = -^1968- =" 302,196. 

Man kann die vorliegende Bente auch als eine Summe von 
Benten auffassen, deren erste sofort beginnt, während jede folgende 
gegen die vorangehende um ein Jahr aufgeschoben ist; demnach ist 
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(Ja), « a, + iia, + ,|a, + • • •, 

und dies fOhrt mit Benntzung der Formel (8), Nr. 261 ^ unmittelbar 
zur Formel (11). 

2) AUgemeiner: der Wert einer mit h beginnenden, jahrUch nm 
h wachsenden, beziehungsweise abnehmenden Leibrente auf das Leben 
von {x) ist die Summe der Anwartschaften 

(* ± nh) \±^ 

von n = angefangen bis zum Schlüsse der Tafel; gebraucht man 
das Zeichen (va)^ für eine in dieser allgemeinen Art variierende Rente, 
so ergibt sich: 

{^^)x S 

X 

X 

Im Falle des unteren Zeichens sind A;, & an die Relation ^Sg^^^<lcN^ 
gebunden, soU der Wert der Rente nicht negativ werden. 

Für ÄJ =- 1, A = 1 und das obere Zeichen geht (13) in (12) über. 

3) Die auf n Jahre abgekürzte, mit 1 beginnende und jährlich 
um 1 steigende Rente auf das Leben {x) werde mit (/a)«;^ bezeichnet; 
zunächst ergibt sich für sie der Ausdruck: 

(ia),q j^ ; 

X 

mit Hilfe der Kolumnen N und S läßt aber der Zähler eine ein- 
fachere Berechnung zu; es ist nämlich: 

-D,+ i + • • • + I>x + i.-l =- ^ar + 1 - ^« + « 

die Summe der linken Seiten ergibt den Zahler, die der rechten ist 
SjB — iS,+„ — nN^^^\ mithin hat man 

(/a>,^ = ^ (14) 

X 

Mit Hilfe der Tafel VHI ergibt sich beispielsweise die auf 20 
Jahre abgekürzte steigende Rente eines 30jährigen 

, , . 9 666 078 — 2 012 638 — 20 • 184 709 - ^o cnA 

(Ja)so,f5i = ■ 81968 123,599. 
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4) Die mit 1 beginnende, jährlich^ jedoch nur n — Imal; um 1 
steigende und von da ab konstant bleibende Leibrente auf das 
Leben (x) werde mit (/;n^)« bezeichnet; ihr Wert hat zunächst den 
Ausdruck: 

(/■qa), g ; 

X 

für den Zähler kann aber 

geschrieben werden; demnach ist 

il^^X- ^''^'"' - (15) 

Die durch 20 Jahre, von 1 bis zum Betrage 20, ansteigende und 
von da ab konstant bleibende Rente eines 30jährigen, mit den Grund- 
lagen der Tafel YIII gerechnet, ist 

.j . 9 666 078 — 2 012 688 oQOOio 

(i§5ia)»o 3^958 239,212. 

264. Bentenbereohnimg ans Etolekttafeln. Im vorstehenden 
ist stillschweigend an vollständige Aggregattafeln gedacht, die im Ge- 
brauche die vorherrschenden sind. Die Formeln können auch filr ab- 
gestutzte Aggregattafeln als geltend angesehen werden, wenn nur die 
Zahlen der Lebenden einer solchen entnommen sind. Da eine abge- 
stutzte Tafel strengere Sterbenswahrscheinlichkeiten, also kleinere 
Lebenswahrscheinlichkeiten aufweist, so werden die nach ihr gerech- 
neten Kentenwerte niedriger ausfallen; doch wird der Unterschied mit 
steigendem Alter in^mer geringer werden, weil die zur Ausscheidung 
gelangenden Beobachtungen an Umfang abnehmen. 

Zu einer Bewertung der Renten, bei der die Wirkung der Aus- 
lese zum Ausdruck kommt, führen Selekttafeln. Ist x das Beitritts- 
oder Ankaufsalter, so hat sich die Rechnung auf die Zahlenreihe 

zu stützen, wobei vorausgesetzt ist, daß die Tafel die ersten 10 Ver- 
sicherungsjahre auseinander hält und daran die Schlußtafel für alle 
höheren Versicherungsdauem fügt, der die Zahlen von Z^^^q aufwärts 
entnommen sind. Aus den diskontierten Zahlen 

, ., ^ I^x^io-v^^'^^ior" (16) 

und ihrer oumme 

ergibt sich der Wert der Leibrente für das Eintrittsalter x: 
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Mitteb der Formeln (16) und (17) berechnen sich zur zweifach 
abgestuften Sterbetafel analog angeordnete Tafeln der D und der N^ 
nach Erfordernis auch der S. 

Bei einer aufgeschobenen Rente^ deren Aufschubsdauer n < 10 
ist^ hat man zu schreiben: 



iV^. 



rl*W 



(*] + » 



^w ' 



(n < 10) (19) 



ist die Aufschnbsdauer n > 10, so stützt sich der Zahler bloß auf die 
Schlußtafel und die Formel lautet dann: 






(n > 10). (20) 



Eine temporäre Rente berechnet sich aus einer Selekttafel nach 
der Formel 



x\ \x\ ^ 



^[x\ "~-^[«] + « 



D 



w 



(21) 



in der N^^^^^ durch N^^^^ zu ersetzen ist, sobald n die berücksich- 
tigten Anfangsjahre (z. B. 10) erreicht oder überschritten hat. 

Zur Beurteilung der Großenverhältnisse von Renten, die sich auf 
Tollstandige und abgestutzte Aggregattafeln und auf Selekttafeln 
«tützen, diene die nachstehende Tabelle, deren Zahlen den British 
Office Life Tables 1893 entnommen sind. 



Alter 


0^ 


QMii) 


Bei- 
tritts- 


ow 


(1)- 


-(2) 


(8)~(1) 


X 


»» 


»X 


alter 

r T 


»X • 


absol. 




absol. 


von(l) 




W 


(2) 


M 


(3) 




von(l) 




20 


21,808 


21,299 


20 


21,621 


0,609 


2,88 


- 0,288 


— 1,88 


30 


19,769 


' 19,542 


80 


19,798 


227 


1,16 


+ 024 


+ 0,12 


40 


17,298 


17,204 


40 


17,611 


094 


0,64 


218 


1,23 


m 


14,880 


14,282 


60 


14,698 


048 


84 


868 


2,68 


60 


10,972 


10,968 


60 


11,626 


019 


17 


668 


6,04 


70 


7,616 


7,614 


70 


8,871 


002 


08 


766 


9,98 


^0 


4,771 


4,770 


• 




001 


02 


• 


• 


90 


2,778 


2,778 


• 




000 


00 


• 


• 


100 


1,647 


1,647 


• 




000 


00 


• 


• 



Bei den Selektwerten der Rente wächst der Einfluß mit dem 
zunehmenden Beitrittsalter und wird so erheblich, daß er bei dem 
Alter 70 nahe 10 7o des Aggregat wertes erreicht. 



§ 3. Todesfallversicherung. 

265. Darstelliing einer nonualeii, lebeiiBl&ngliohen Todes- 
fUlverBichemug durch die Leibrente. Eine Anwartschaft, die 
von dem Sterben einer bestimmten Person abhängt, wird eine Todes- 
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fcilversicherung genannt Wird das yersicherte Kapital ausbezahlt^ 
wann anch der Tod eintreten möge^ so daß die Realisierung des Ya- 
pitals sicher und nur ihr Zeitpunkt unbestimmt ist, so heißt die Ver- 
sicherung eine lebenslängliciie oder vollständige. 

Die normalen Bedingungen^ unter welchen solche Versicherungen 
abgeschlossen zu werden pflegen^ sind die folgenden. Die Zählung 
der Versicherungsjalire erfolgt vom Zeitpunkte des Versicherungsab- 
schlusses; in diesem Zeitpunkte wird, wenn er nicht zufällig mit dem 
Geburtstage der Person, auf deren Ableben die Versicherung ab- 
geschlossen wird, dieser jenes Alter x zugeschrieben, das sie an dem 
dem Abschlüsse nächstliegenden Geburtstage besitzt. Die Auszahlung 
des versicherten Kapitales erfolgt am Ende jenes Versichenmgsjahres,. 
in welchem der Tod von (x) eintritt (an den Überbringer der Police 
oder an eine in der Police namhaft gemachte Person). 

Sowie Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeit in einfacher Be- 
ziehung zu einander stehen, weisen auch die Werte der Rente und 
der Ablebensversicherung auf ein und dasselbe Leben einen engen 
Zusammenhang auf. 

Rechnet man den Wert einer Rente 1, zahlbar am Ende jedes 
Jahres, in welches die Person (x) eintritt — und das ist offenbar der 
um ein Jahr diskontierte Wert der auf die Person begründeten Prä- 
numerando-Leibrente — und subtrahiert davon den Wert einer Rente 1^ 
zahlbar am Ende jedes Jahres, das die Person vollendet — und das 
ist die ihrem Alter entsprechende Postnumerando -Leibrente — , so 
heben sich alle Zahlungen auf bis auf die am Ende des Todesjahres 
zu leistende Zahlung 1, und diese stellt die im obigen Sinne definierte 
Todesfallversicherung dar; bezeichnet man ihren Wert mit A^y so ist also: 

^-t;a,-a, = t;a,-a,+ l-l-(l-t;)a^-l-da,. (22) 

Man hat hiemach, um den Wert der Todesfallversicherung zu 
erhalten, die mit dem Diskont multiplizierte Leibrente von der Ein- 
heit zu subtrahieren. 

266. Direkte Bestlmmiing des Wertes einer TodeefUl» 
▼ersiohenmg. Die Wahrscheinlichkeit, daß die versicherte Person {x) 
im Laufe des i/-ten Jahres, vom Abschlüsse der Versicherung ge- 
rechnet, sterben werde, ist 



-il«. 






X 

folglich hat die diesen Fall betreffende Anwartschaft auf das Kapital 1 
den Wert 

fahrt man als neue Hil&größen die Zahlen 
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C^-'if^^d, (23) 

unter dem Namen der diskontierten Zahlen der Toten ein, so schreibt 
sich der Wert jener Anwartschaft 

%-. (24) 



Da nun der Tod im ersten, zweiten, • • • o - a;-ten und nur in 
einem dieser Jahre eintreten kann, so ist die Summe der auf diese 
Eventualitäten bezüglichen Werte (24) der Wert der ganzen Ver- 
sicherung, also 

X X 

wenn zu den Zahlen C^ auch ihre Summenreihe, also die Reihe der 
Zahlen 

K = C, + C,^i + C,^. + --- (26) 

eingeführt wird. 

Tafel VIU enthält die Kolonnen C^, M^ und auch schon die aus- 
gerechneten Werte Ä^. Beispielsweise hat die Todesfall Versicherung 
eines 30- jährigen auf das Kapital 1 nach den Grundlagen dieser Tafel 
^en Wert 0,34257, auf das Kapital von 1000 also 342,57. 

Die Übereinstimmung der Formeln (22) und (25) ist leicht zu 
erweisen. Ersetzt man in (23) d^ durch die Differenz l^g — l^+if 
80 wird 

daraus ergibt sich durch Summierung: 

und nach Division durch D^: 

267. Aufgesohobene und temporftre TodesfUlverfllohe- 
niiigen. Summiert man den Ausdruck 

^x + v-l f X 

~B-^ («) 

welcher den Wert der Anwartschaft 1 der Person {x) für den FaU 
ihres Ablebens im t/-ten Jahre darstellt, erst von i/ « n -f 1 an, so 
heißt dies, daß in den n ersten Jahren nach Abschluß der Versiche- 
rung der Tod keine Anwartschaft begründet (Karenzzeit von n Jahren); 
die Todesfallversicherung heißt dann eine (um n Jahre) aufgeschobene, 
und ihr Wert ist 

X X X X ^ n 



254 Fünfter Teil. MaihematiBche Giondlagen der LebensTersichemiig. 

Nach den Daten der Tafel YIU hat eine um 10 Jahre anfge- 
Behobene Versicherung des Kapitales 1 auf den Todesfall einer 
30-jahrigen Person den Wert 

i«l^»o = S = 0,27420 

gegenüber dem Werte 0,34257 einer sofort beginnenden Versicherung. 
Aus der am Schlüsse der vorigen Nummer benützten Relation 

folgt auch 
und daraus 

n\K-^n\^x-n^x\^zy (28) 

wodurch die aufgeschobene TodesfaUversicherung durch aufgeschobene 
Renten ausgedrückt erscheint. 

Summiert man {a) von 1/ » 1 nur bis 1/ » n, so heißt dies, daß 
der Tod, wenn er später als nach n Jahren eintritt, keine Anwart- 
schaft begründet; man nennt die Versicherung eine kurze oder tempo- 
räre Todesfallversicherung; ihr Wert ist 



oder durch Renten dargestellt, wenn man beachtet, daß J.^ » 1 — d&^ 
•und \Ä =» E Ä ^ «= E (1 — dBL ^ ): 



Beispielsweise ist die nur bis zum 60. Jahre währende Todesfall- 
versicherung auf das Kapital 1 bei einem 30-jährigen 

. _ 10 946,14-4786,88 ^.^,o„ 
180^0 — 81958 ~" ^j'^^*^*- 

Summiert man den Ausdruck (a) von i/ = n + l biBv = «-|-w, 
so bedeutet dies, daß der Tod keine Anwartschaft begründet, falls er 
in den n ersten Jahren oder später als nach n + m Jahren eintritt; 
man spricht dann von einer aufgeschobenen temporären TodesfaUver- 
sicherung, deren Wert gleich ist 

A ^ ^x + n"^ fic + n-lH • "I" ^g+n + m-l _^ ^x + n ^x + n-j -m /qq\ 

«Im «■" j) ^ D^ ' ^ ^ 

X X 

Eine vom vollendeten 40. bis zum vollendeten 60. Jahre wäh- 
rende Todesfallversicherung eines 30-jährigen hat nach Tafel VIII 
den Wert 
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Mit Rücksicht anf die Formel (27) erscheint ^\^Ä^ als Differenz 
zweier aufgeschobenen Todesfiedlyersicherimgen. 

268. Variable TodesfUlversioheningen. Die Höhe des ver- 
sicherten Kapitales kann von dem Zeitpunkte abhangig sein, in welchem 
die Person stirbt, anf welche die Versichert! ng lautet 

Ein allgemeiner FaU einer derartigen variablen TodesfaUyersiche- 
rung besteht darin, daß das versicherte Kapital k betragt, wenn der 
Tod im ersten Yersicherungsjahre eintritt, und daß es dann von Jahr 
zu Jahr um h steigt oder fallt. Der Wert (vÄ)^^ dieser Versicherimg 
ist die Summe der Ausdrücke 

(*±nA)%t_- 
von n » angefangen, so daß 



{vA\^ 



D 



X 



Nun ist 







C.+, + M,^, 


folglich 




9 




^,+1 + 2C,^, + M,^,+ M,^, + 


führt man also die neue Kolumne von Eülfszahlen 




^, 


- Jlf, + M,^i + Jtf.+, + • • • 


ein, so 


schreibt sich 





(31) 



(32) 

Speziell hat die mit 1 beginnende, jährlich um 1 steigende lebens- 
längliche Todesfallversicherung, da M^ -f- B^^i = -B, ist, den Wert 

(7^).--^-^; (33) 

inderEorm 

geschrieben erscheint sie als Summe einer sofort beginnenden und 
der um 1, 2, • • • Jahre aufgeschobenen Todesfallversicherung. 
Nach Tafel VIU ist 

(")« - -^ - '^^' 

das versicherte Kapital kann hier die Hohe 1 + 71 * 72 erreichen» 
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Für die auf n Jahre abgekürzte, mit 1 beginnende und jährlich 
um 1 steigende Todesfallyersicherung ergibt sich der Ausdruck: 

^<» "T~ 2 C_ t* -4- • . • -I- ti C/ _ , _ 1 

X 

da aber 

C, + C,^i + • • • + C,^.., = Jf, - Jf,^, 

flo drückt sich der Zähler mittels der Zahlen M und 22 durch 

aus und es wird, wenn diese Zahlen zur Verfügung stehen: 

Cl^).q = ^^ ^^^ '-^ ■ (34) 

Die Tafel VIII gibt als Wert einer auf 20 Jahre abgekürzten 
«teigenden Todesfallversicherung eines 30-jährigen: 

. ^ .. 294 666,43 — 116 662,80 — 20 • 6788,01 . ooooo 
(/^)80. «ö| ^319^3 1,32233. 

Die mit 1 beginnende, bis zum n-ten Jahre jährlich um 1 stei- 
gende und von da ab unveränderliche TodesfaUversicherung hat als 
ursprünglichen Ausdruck 

4er Zähler aber ist identisch mit 
C. + 2C.^» + 3C.^, + (C?.^., + 2(7,^,^1 + 30,^.^, + ...) 



-"» ~ -^x+ny 



80 daß in einfachster Form 



(JqA= ""' d'^' - (35) 

X 

Beispielsweise hat die mit 1 beginnende, bis 20 steigende und 
auf dieser Höhe verbleibende lebenslängliche Todesfallversicherung 
eines 30-jährigen nach Tafel VIII den Wert 

rr A^ 294 666,48 — 116 652,80 RRmno 
(I^Ä)so = ^-gj-^^g 5,57108. 

269. TodesfUlverBloherimg nach Etelekttafeln. Eine voll- 
ständige Aggregattafel überschätzt die aus der Todesfallversicherung 
für die Anfangsperiode resultierenden Belastungen und unterschätzt 
•die der späteren Jahre. Eine abgestutzte Aggregattafel bewertet 
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wegeD der strengeren Sterbenswahrscheinlichkeiten die Todesfallver- 
Sicherung höher als eine vollständige, doch wird der unterschied mit 
wachsendem Abschlußalter immer geringer, weil die Erfahrungen, auf 
die sich die beiden Tafelformen stützen, einander immer näher kommen, 
ja in den hohen Altem vollkommen sich decken. 

Eine strengere Bewertung, die den EinfiuB der Auslese in Rech- 
nung bringt, gewährt eine Selekttafel. 

Aus der Tafel der Lebenden l^^g^^t berechnet man eine ganz 
analog angelegte Tafel der Toten: 

aus dieser die Tafel der diskontierten Zahlen der Toten: 



a 



t;*+'+^rfr 



und aus dieser schließlich die Tafel der Summen: 



(37) 



(38) 



■^^[x] + t^ ^[x] + t + ^[x] + t + l + ^[*] + *+« + 

Mit Hilfe dieser Zahlen stellt sich der Wert der Todesfallver- 
sicherung fQr eine Person des Beitrittsalters x auf 

(39) 



^W "" D 



w 



w 



In gleicher Weise schreiben sich die Formeln für die aufgeschobene 
und temporäre Todesfallversicherung analog jenen, die sich auf eine 
Aggregattafel beziehen, und können auch mittels der auf der Selekt- 
tafel beruhenden Renten in der früheren Gestalt angeschrieben werden; 
so z. B. ist 



nl^x] 






Um ein Bild von dem Unterschiede zu geben, den diese ver- 
schiedenen Bewertungsweisen der Todesfallversicherung zur Folge 
haben, ist die nachstehende Tabelle aus den British Offices Life Tables 
1893 konstruiert worden. 



•^2 /o- 



Alter 


qM p^Jf(5) 


Bei- 

tritts- 


ow 


(2)-(l) 


(l)-(8) 


X 


^r 


A 


alter 


^fxl 


absol. ^ % 


r 

abaol. ^° %. 




(1) 


(2) 


[x] 


CS) 




von (1) 




von ^i; 


20 


0,26264 0,27977 


20 


0,27224 


0,01728 


6,66 


— 0,00970 


8,69 


30 


,33150 


,83916 


80 


,88067 


,00766 


2,80 


+ ,00088 


+ 0,86 


40 


,41506 


,41828 


40 


,40784 


,00817 


0,76 


,00722 


1,74 


50 


,51541 


,61704 


60 


,60814 


,00168 


0,82 


,01227 


2,88 


GO 


,02897 


,62962 


60 


,61027 


,00066 


0,10 


,01870 


2,97 


70 


,74245 


,74262 


70 


,71691 


,00007 


0,01 


,02564 


8,44 


80 


,88869 


,88869 


• 


• 


,00000 


0,00 


• 


• 


90 


,90623 


,90628 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


100 


,94779 


,94779 


• 


• 


• 


• 


• 


• 



O s a b e r , Wahncheinllohkeitsreohnong. II. i. Aufl. 
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In Bestätigung der allgemeinen Bemerkungen sieht man tatsäch- 
lich die Höherbewertnng durch die abgestutzte Tafel^ die von 67,70 
beim Alter 20 rasch abnimmt und beim Alter 50 nurmehr 37oo beträgt. 

Hingegen wächst der Einfluß der Auslese auf den Wert der 
Todesfallversicherung mit zunehmendem Alter und erreicht bei dem 
Eintrittsalter 70 nahe 3|7o ^^ nsLGh der vollständigen A^regattafel 
berechneten Wertes. 

§ 4. Gemischte Versicherungen. 

270. Die gemischte Verelchening. Während bei der kurzen 
Todesfallversicherung das versicherte Kapital nur dann ausbezahlt 
wird, wenn der Tod einer bezeichneten Person innerhalb eines be- 
stimmten Zeitraumes eintritt ^ und bei der Erlebensversicherung nur 
dann, wenn die Person ein bestimmtes Alter erreicht, kommt es bei 
der gemischten (alternativen, abgekürzten) Versicherung, welche beide 
Versicherungsarten in sich vereinigt, unbedingt zur Auszahlung, und 
zwar, wenn der Tod innerhalb eines festgesetzten Zeitraumes erfolgt^ 
am Ende des Todesjahres, und wenn der Versicherte das Ende jenes 
Zeitraumes erlebt, an ihn selbst sofort. 

Wenn 1 das versicherte Kapital und x das Alter des Versicherten 
ist, so stellt sich der Wert der auf n Jahre festgesetzten gemischten 
Versicherung, Äx^, als Summe aus dem Werte \^A^ der auf n Jahre 
abgekürzten Todesfallversicherung und dem Werte ^E^ der um n Jahre 
aufgeschobenen Erlebensversicherung, so daß 

A^^^lnÄx + nEx. (40) 

Ersetzt man die Teile der rechten Seite durch ihre Ausdrücke 
aus (29) und (3), so erhält man: 

Aq- --^^^ ^ '^"" ^ (41) 

X 

Die gemischte Versicherung gestattet aber auch eine der Todes- 
fallversicherung konforme Darstellung durch eine Rente; es ist näm- 
lich (s. Schluß von Nr. 266) 

daher 

M, - M^^^ + D,,, = D, - (1 - v){N^ - J^,^ J; 

nach dieser Umformung ergibt sich 

^T,q= 1 — dfjnax, (42) 

eine Formel, die sich von jener (22) für A^^ nur dadurch unterscheidet, 
daß an die Stelle der lebenslänglichen Rente die auf n Jahre abge- 
kürzte getreten ist. 
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Unter der Form der gemischten Versicherung wird mitunter auch 
die lebenslängliche Todesfallyersicherung betrieben ^ indem das Ter- 
sicherte Kapital bei Erreichung eines festgesetzten sehr hohen Alters 
zur Auszahlung gelangt; die Erlebensanwartschaft ist dabei so geringe 
daB sie gegenüber der Todesfallanwartschafk YÖllig zurücktritt. So 
folgt die Gothaer Bank das versicherte Kapital bei Vollendung des 
90. Lebensjahres aus, und da sie mit einer Selekttafel rechnet, welche 
die ersten 7 Versicherungsjahre unterscheidet, ßo hat ihre zu diesen 
Bedingungen abgeschlossene Todesfallversicherung bei dem Eintritts- 
alter X den Wert 

wobei 

In Tafel VII (Fortsetzung) sind auf Grund der österreichisch- 
ungarischen Tafel für die gemischten Versicherungen und Sy^^o Zins- 
fuß die Werte der zu den Altem 55, 60, 65, 70 abgekürzten Renten 
imd daraus die Werte der zu den gleichen Zielen reichenden ge- 
mischten Versicherungen gerechnet.^) Hiernach ist beispielsweise der 
Wert der gemischten Versicherung auf das Kapital 1, die ein 30-jäh- 
riger zum 55. Lebensjahre abschließt — Versicherungsdauer oder 
Distanz 25 Jahre — 0,45995; bei Abschluß auf das 70. Lebensjahr 
— Versicherungsdauer 40 — beträgt ihr Wert 0,34452. 

271. Versicherung mit bestimmter Verfidlsseit (ik terme 
fixe). Diese Versicherungsart hat mit der gemischten Versicherung 
das gemein, daß das Kapital unbedingt zur Auszahlung kommt. Da- 
durch jedoch, daß die Auszahlung am Ende des festgesetzten Termines 
erfolgt, gleichgültig ob die versicherte Person ihn erlebt hat oder 
vorher gestorben ist, wird der Wert der Versicherung unabhängig 
von den Sterblichkeitsverhältnissen und seine Bestimmung eine Auf- 
gabe der Zinseszinsrechnung; erst durch die Art der Erwerbimg kann 
eine solche Kapitalsbegründung in das eigentliche Gebiet der Lebens- 
versicherungsrechnung gelangen. 

Der Wert einer derartigen Versicherung auf das Kapitel 1, zahl- 
bar n Jahre nach Abschluß, ist 

^ = t;-. (43) 

Bei 37g % ^^^ beispielsweise, ohne Rücksicht auf das Alter, 
^301 = 0,3555, während die gemischte Versicherung bei gleicher Lauf- 
zeit je nach dem Alter verschiedene, durchwegs höhere Werte besitzt; 
so ist mit den Grundlagen der Tafel V, die mit dem gleichen Zins- 
fuße rechnet, ^25,301 = 0,4278, ^8o,851- 0;4386, ^85,151-0,4548, 
^40,301-0,4782, ^50.501=0,5510. 

1) Darch die Freundlichkeit J. Altenburgers. 

17* 
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§ 5. Benten und Todesfallversiclienmgeii von besonderer 

ZaUnngsmodalltät. 

272. Senten von unteijUirlger F&lligkeit. Vähenmgs- 
formeln. Bei Renten kommt es sehr häufig Tor, daß sie nicht jähr- 
lich, sondern in kürzeren Terminen ausgezahlt werden. Es handelt 
sich nun darum, solche Renten Ton unterjähriger Fälligkeit auf nor- 
male Renten zurückzuführen. 

Eine Rente vom Jahresbetrage 1 sei jährlich, bis zum Ableben, 

pränumerando zahlbar in m Raten Tom Betrage — ; ihr Wert werde 

mit a^^''') bezeichnet. Man nennt sie kurz: eine Torschüssige m-tel-Rente. 

Eine sofort beginnende Rente vom Betrage 1 hat den Wert a^; 

eme nach einem Jahre beginnende Rente 1 hat den Wert a^ — 1 

[s. Nr. 260, (6)]; interpoliert man dazwischen die Werte der nach 

Jahren beginnenden Renten vom Betrage 1 nach 



m' m' m 



einer arithmetischen Progression, so ergibt sich die Wertfolge: 

1 2 w — 1 
a,, a_ , a, , • • • a_ , 

welche mit der sofort beginnenden Rente anfängt imd mit der um 
eines Jahres aufgeschobenen schließt. Die Summe dieser Reihe: 



m 



m — 1\ m(m — 1) 
* — • ma« 



würde den Wert einer sogleich beginnenden, nach je — Jahre fälligen 
Rente 1 vorstellen; daraus ergibt sich durch Multiplikation mit — der 

Werte einer Rente von gleicher Fälligkeit, aber vom Betrage — ; mit- 
hin ist 

*£"' =-"*-- ■^^- (44) 

Durch Subtraktion der ersten Fälligkeit — ergibt sich daraus 

der Wert einer postnumerando zahlbaren m-tel-Rente, der mit a^^^ 
bezeichnet werden soU; folglich ist 

aM = a_. 

* ' 2 m m 

m + 1 
"^ ** 2w 

=« a — 1 H — 

* ^ 2m 

-«. + ^'^- (45) 
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Es kommt also zu dem Werte der nachschüssigen, jährlich fälligen 
Rente derselbe Betrag — — hinzu, der bei der vorschüssigen in Ab- 
zug kommt, um sie auf die analoge m-tel-Rente zurückzuführen. 

Diese Ableitung ist frei von allen Annahmen über unterjährige 
Verzinsung und über den Sterblichkeitsverlauf während eines Alters- 
jahifes. Die Näherungsformeln (44), (45), zu denen sie fuhrt, werden 
in der Praxis in der Regel oder doch sehr häufig angewendet. Für 
die am häufigsten vorkommenden Fälle m = 2, 4, 12 (halbjährige, 
vierteljährige, monatliche Auszahlung) ergeben sich die speziellen 
Formeln: 

a(f) = a^ - 0,25 aW - a, + 0,25 

aW = a, - 0,375 a^) = a, + 0,375 (46) 

aa2) = a, - 0,4583 • • • <^») =- a, + 0,4583 • • •. 

Der Grenzwert für m = cx> entspräche einer gleichmäßig fliefien- 
den oder Jcontinuierlichen Rente, deren Zeichen ä^, gleichbedeutend mit 
ä^, sein möge; sonach wäre dieser Näherung zufolge 

äx = a,-|- = a, + Y- (47) 

273. Ableitung einer strengeren Formel. I. Die Sterbe- 
tafel gibt die Lebenden bei den Yollen Altersjahren; braucht man bei 
einer Rechnung die Zahl der Lebenden für ein zwischenliegendes 
Alter, so bedient man sich in der Regel der linearen Interpolation, 
eines Vorganges, der bei den in der Versicherung in Betracht kommen- 
den Altem als hinreichend genau betrachtet werden kann. Es ist 
dies gleichbedeutend mit der Annahme, daß sich die Sterbefälle eines 
Ältersjahres gleichmäßig über dasselhe verteilen. 

Von dieser Hypothese soll nun auch bei der Berechnung des 
Wertes der m-tel-Rente, und zwar der vorschüssigen, Gebrauch gemacht 

werden. Danach leben von l^ rr-jährigen nach Ablauf von n-\ — Jahren 



m 



(n eine ganze Zahl, - ein echter Bruch) 






folglich ist 

^ m — 8 8 

multipliziert man dies mit — t; *" , so entsteht die auf das Alter 

8 1 

X + n -\ bezügliche Anwartschaft auf die Rentenquote — , nämlich 



$ 
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dorcli Summierung über die Werte 8 — 0; l,***in — 1 erhält man 
daraus die Anwartschaft aus dem Altersjahr x + n bis x + n + 1: 

m — 1 * m— 1 « 



und die Summierung über die Werte n ^0, 1, 2, • • • endlich liefert 
den Gesamtwert der Rente, der sich mit der Abkürzung v^=^c schreibt: 



berechnet man also 



und ersetzt a^ durch a^ ^ 1, so kommt man zu der Formel 

aW-(a + i-)a,-4-«a,-g5. (48) 

Durch Subtraktion der ersten Rate — geht dies in die ncuih- 
schüssige m-tel-Rente über: 

aO») - aa,-»- ^ « S(a, + (« _ 95 - Vj « «^^ 4. sg'. (49) 

Nachstehende Tabelle gibt die Koeffizienten 9t, 93, S3' für die 
üblichen Zinssätze und unterjährigen Termine.') 



• 

f 


m 


^ 


» 


»' 


0,08 


2 

4 

12 


1,000 055 
1,000 070 
1,000 075 


0,25875 
0,87965 
0,46880 


0,24681 
0,37042 
0,45845 


0,085 


2 

4 
12 


1,000 075 
1,000 098 
1,000 098 


0,25484 
0,88046 
0,46408 


0,24574 
0,86963 
0,45269 


0,04 


2 
4 

12 


1,000 097 
1,000 120 
1,000 127 


0,25495 
0,88119 
0,46489 


0,24515 
0,86898 
0,45191 



In allen praktischen Fällen ist % von der Einheit so wenig ver- 
schieden^ daß man es ohne weiteres durch 1 ersetzen und daher z. B. 
bei Sy^^/o von den Formeln Gebrauch machen kann: 

a/) -a,- 0,25434 a/) =a, + 0,24571 

a/) =.a^- 0,38046 a/) - a^ + 0,36967 

a,(i*) - a, - 0,46408 a,W = a, + 0,45269. 

1) Eine ausf&hrlichere Tabelle gibt J. V. Pezider, Zeitschr. f. d. ges. Ver- 
-Wissench. VII (1907), p. 807. 
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Neben die abgekürzte Formel a,^"*^ =- a^ — S5 soll noch die Formel 
für die temporäre m-tel-Rente gestellt werden. Aus 

|j|*X ■" *X "" «I** " ** ~" n ^X+H 

folgt durch den Übergang zu m-tel-Renten: 
l.a,(-) - a, - 95 - -^^±-" (a.^. - ») = a, - ,|a, - (l - %-±--) SB, 



also schließlich 

ua,("'=U».-(l-'^i-f)®- (48*) 

IL Ein genaueres Eindringen in das Wesen der unterjährigen 
Rente und zugleich eine geschlossene Darstellung der Eonstanten 
31, S5; 85' vermittelt die folgende Betrachtung, die von der näm- 
lichen Hypothese ausgeht imd zu denselben Schlußergebnissen führt 
wie die vorige. 

Es handle sich um den Wert einer postnumerando zahlbaren 

w-tel-Rente vom Jahresbetrage 1, also von der Rate — 

Eine solche Rente hat gegenüber der ganzjährig fälligen aus 
zwei Gründen einen größeren Wert: 1) weil durch das vorzeitige 
Zahlen von Raten Zins verloren geht, und 2) weil in dem Jahre, in 
welchem der Tod des Bezugsberechtigten eintritt, eventuell noch 
Raten zur Auszahlung gelangen, die bei ganzjähriger Zahlung ent- 
fallen würden. Man kann also den Ansatz machen: 

a^-) - a, + Zj + Z„ 

wenn man die Wertzunahmen aus den beiden Quellen mit Z^, Z^ be- 
zeichnet. 

Der erste Teil, Z^, besteht in dem jährlich, bis zum Ableben 
von {%) sich wiederholenden Zinsentgang, der daraus entspringt, daß 

die 1., 2., • • • m-te Rate um , — ^^, • • • --^^ — Jahre zu früh 

ausgefolgt wird; sein Wert ist also gleich dem Werte einer Post- 
numerando-Leibrente vom Betrage dieses Zinsentganges, welcher Be- 
trag gleichkommt: 

m — \ m — J 

1 {(1 + i)«r _ 1} + 1 {(1 + ,-)-»-_ 1} + 

m — m 



•••+^{(1+»-) ■» -1}; 

denn die erste Rate wäre bis zum Jahresschlüsse angewachsen auf 



m 

m — 1 m — 1 



— (1 -f \) "' , der Zinsentgang ist also — (1 -f t) "* ; in gleicher 
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Weise stellt das zweite Olied den Zinsentgang dar^ der durch die 
zweite Rate heryorgerufen wird; das letzte Glied, in der Form den 
andern angepaßt, bat den Wert 0, weil ja die letzte Rate zum selben 
Zeitpunkte fallig wird wie die ganzjährig zahlbare Rente. Hiemach ist 

^1 = «X • i [1 + (1 + »)•" + (1 + *■)"•+ • • ■ + (1 + "• - >»] 



— m 



m 






Der zweite Teil, Zj, der nur aus dem Sterbejahre hervorgeht, 
ist der Wert einer Todesfallversicherung im Betrage jenes Verlustes, 
der durch die im Sterbejahre eventuell ausbezahlten Raten verursacht 
wird; nimmt man an, daß die Wahrscheinlichkeit, zu sterben, für jedes 

m-tel des Sterbejahres dieselbe, also — sei, was wieder gleichbedeutend 

ist mit der Annahme gleichförmiger Verteilung der Sterbefälle über 
eine einjährige Altersklasse, so ist der auf das Ende des Jahres redu- 
zierte Verlust: 

m— 1 m— 2 1 

denn die erste Rate — kommt zur Auszahlung, wenn der Tod nach. 

dem ersten w-tel-Jahr eintritt, wofür die Wahrscheinlichkeit ist; 

die zweite Rate — , wenn der Tod nach dem zweiten m-tel eintritt. 

wofür "~ die Wahrscheinlichkeit ist usw.: es kommt endlich auch 

die letzte Rate — zur Auszahlung, wenn der Tod im letzten m-tel- 

Jahre erfolgt, was mit der Wahrscheinlichkeit — - zu erwarten ist. 
Mithin hat man: 

Z, = ^~[(l + tO"+2(l+»)^ + 3(l + i)- + ...+(w-l)(l+0"^^ 

Bezeichnet man (1 + 1)"* vorübergehend mit c, so bleibt die Reihe 

c + 2c* + 3c« + h (m - l)c^-^ 

zu summieren; multipliziert man sie zu diesem Zwecke mit c — 1, so 

entsteht: 

c* + 2c» + 3c* + . . . + (w — 2)(f"-^ + (m — l)c~ 

~ c - 2c* — 3c» - 4c* (m - l)c^-^ 

= (w — l)c^ — (c + c^ + c^-\ h c"»-^ 

^ cic"^— 1) 
c — l ' 
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durch Division mit c — 1 ergibt sich daraus die gesuchte Summe: 

w c^(c— 1 ) — (c*" — l)c 

Mithin ist, nach Wiedereinsetzung des Wertes für c: 

^ . m(i + t)[(i + ir - 1] - >(i + *r 

m*[(l + 1)"* — 1]« 

Führt man den dem i entsprechenden nominellen Zinsfuß [s. Nr. 257, 
Gl. (6)] ^ 

ein, so schreibt sich Z^ kürzer: 

^*°:^' ^;;^ 

Hiemach ist endgültig: 

«,<"'> - «« r- + ^ ^ V^ — ^^ • (50) 

Die vorschüssige tw-tel- Rente, 0'J'^\ ergibt sich aus der vorigen 
durch Addition von - : mithin ist, wenn man auch rechts die vor- 
schüssige Rente einführt: 

Diese Formel nimmt, wenn man auch A^ mittels der Formel 

265, (22) durch die Rente ausdrückt, also 1 — -jt- ^x daför schreibt, 
schließlich die Gestalt an: 

und zwar ist: 

l-m 



81=.^=^ — 



♦ »Ä«) — »*(1 + ») 



m 






(1 + t) "• 

man hat also für die vorschüssige «n-tel-Rente die Formel: 



»z 






(m) 

(1 + o"" 
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Die Tafel am ScUnase ron Xr. 257 enthalt alle Hilf^^Ben, 
welche zur namerischen Anawertimg dieser Formel f&r die gangbaren 
Werte von m erforderlich sind.^) 

Mit der Nihenrngaformel (44) Terglichen laßt (51) einen Tom 
Zinsfüße abhangigen Koeffizienten Ton a^ erkennen, der dort durch 
1 ersetzt ist, und einen ebenfiüls Tom Zinsfüße abhangigen zweiten 
Teil, der dort nur von der Anzahl der nnterjahrigen Baten abhangt. 

274L Kantiniiierliolie Bente. Die kontinuierliche Rente ent- 
spricht der Vorstellung eines g^leichmaßigen Fließens der Rente, so daß 
sie im Laufe eines Jahres den festgesetzten Betrag, der mit 1 ange- 
nommen werden soll, erreicht. Aus der Näherungsformel (44) für 
die unterjährig zahlbare Rente ergab sich (Nr. 272, Schluß) für die 
kontinuierliche Rente der Ausdruck: 

ä,-a,-y. (47» 

Führt man den Grenzübergang m » oo in der strengen Formel (51) 
durch, so findet sich, da zufolge Nr. 257, (7) 

j(») =- Log (1 +t)^8 

die Verzinsungsintensitat ist: 

Zu einer andern Darstellung der kontinuierlichen Rente gelangt 
man, wenn man auch den Vorgang des Absterbens als einen steHgen 
auffaßt und ihn dadurch der infinitesimalen Behmidlung zugänglich 
macht. Diese Methode hat sich als sehr nützlich erwiesen, indem sie 
vielfach zu einer durchsichtigeren Lösung der Probleme führt, wie 
dies im weiteren Verlaufe zu ersehen sein wird. Es bleibt dann noch 
übrig, die analytische Formel in eine technisch auswertbare umzusetzen. 

Im vorliegenden Falle handelt es sich um die Berechnung einer 
kontinuierlichen Rente für eine Person (x). Die aus dem Alters- 
intervall X + t bis X + 1 + dt resultierende Anwartschaft drückt sich 

durch v^ fP,dt = r' '^- dt aus; mithin ist 

OJ — « 

ä, = f A'^,+,rf<.») 



i/" 



1) Die praktiHche Darchfahrung dieser Rechnungen stößt auf Schwierig- 
keiten, wenn man nicht über vielstellige Logarithmentafeln verfügt; schon die 
Berechnung von j.. gestaltet sich bei größeren Werten von m (12, 62) umständ- 
lich. Ks empfiehlt sich daher die Anwendung von Näherungsformeln, die durch 
Reihenentwicklungen zu gewinnen sind, wie solche J. V. Pexider in einer 
Arbeit „Beitrag zur Zinstheorie**, Zeitschr. f. d. ges. Versicher.-Wissensch. , VII 
(1Ö07), p. 298—807, abgeleitet hat. 

2) Zu einer bemerkenswerten Ausgestaltung führt diese Formel, wenn die 



L Abschnitt Venichenings werte. 267 

Nach einer Formel in der Fußnote zu Nr. 76 ist allgemein: 



ß 







im Torliegenden Falle hat man: 

u=l,^ y Log t; + V' **-;; ' = - i,^ ,t;* Log (1 + »•) + t;' -^t^ 

und da u und u' an der oberen Grenze co — x verschwinden, so ist 

CO — X 

judt -l, + »i,^.i + vH^^, + Y "o + fj < 



Sterbetafel (2^ nach der MakehamBchen Formel ausgeglichen ist; man erhält 
dann zunächst den Ausdruck: 

Oi—X 



-^, = ^J{sv)Y^'dt; 





setzt man nun 

5t7s=(r, ^ = fn. Log — = )l, Ac'ssBti, ,. ° =aA:, 

^ ' ** ?« ' Log c 

80 wird 



xe 



<Ü — X 



äx 



X* Loge J 



2 

und wenn man die obere Grenze des Integrals mit Bücksicht auf die Natur 
von c""" bis cx) erstreckt: 



;L*LogcJ 



2 

Diese Formel kann zum Ausgangspunkt für die Berechnung eines Systems 
genommen werden, d. h. einer zweifach abgestuften Tabelle von Beuten, einer- 
seits geordnet nach dem Alter x^ andererseits nach dem Zinsfuß i. Zwischen 
solchen .Rentensystemen, gestützt auf verschiedene nach der Makehamschen 
Formel ausgeglichene Tafeln, bestehen nun einfache Zusammenhänge, indem 
ihre a;-Beihen und ihre »-Reihen einander in bestimmter, im voraus angebbarer 
Weise zugeordnet sind, so daß es mOglich ist, aus einem solchen, ein für alle- 
mal berechneten Rentensjstem alle andern abzuleiten. Dieser Gedanke ist von 
E. Blaschke in einer Arbeit im IX. Hefte der „Mitteilungen des Verbandes 
der österr. und ungar. Yersicherungstechniker^*, Wien 1908, ausgefühlt und in 
der Herstellung eines Rentensystems nach der Tafel Wf verwirklicht worden, 
das in Bezug auf x von 25 bis 99 in ganzen Jahren und in Bezug auf i von 0,001 
bis 0,066 in Stufen von 0,001 fortschreitet. Dortselbst ist auch auf verschiedene 
Anwendungen eines solchen Bentensystems hingewiesen. 
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wenn fi, die SterblichkeitsintensiiHt bei dem Alter x bedeutet (siehe 
Nr. 213). ffiermit wird. 

a, -,7 Y - 12 (<^ + /*.) 

oder 

5x = ax-4--Ä(* + /*.)- (53) 

Der Unterschied zwischen den drei Formeln (47), (52) und (53) 
stellt sich bei numerischer Ausrechnung als geringfügig heraus. Mit 
den Daten der Tafel VIII ergibt sich beispielsweise: 



nach Formel (47) 
„ (52; 

79 



„ (53) 



« 18,936 
= 18,937 



a^Q = 16,603 
= 16,596 
- 16,599 



äeo = 10,323 
- 10,317 
= 10,318. 



275. Vollstftndige Bente. Die normale Postnumerando-Leib- 
rente a^ ist unter der Voraussetzung gerechnet, daß die letzte Zahlung 
am Ende desjenigen Versicherungsjahres erfolge, welches (x) noch 
ganz durchlebt; am Ende des Sterbejahres wird keine Zahlung mehr 
geleistet. 

Es kann aber die Vereinbarung getro£fen sein, daß auch im 
Sterbejahre, und zwar am Ende desselben, eine dem durchlebten Teile 
dieses Jahres entsprechende Rate des Rentenbetrages auszufolgen ist. 
Der Wert einer derart vervollständigten Rente setzt sich zusammen 
aus dem Werte a^ der nachschüssigen Rente und dem Werte einer 

Todesfallversicherung auf das Kapital y? ^^^^ ^^^ großer Näherung 
angenommen werden darf, daß die Ergänzungszahlung im Durch- 
schnitt 2 betragen werde — bei gleichmäßiger Verteilung der Todes- 
fälle auf ein Altersjahr wäre dies ihr genauer mittlerer Wert. Man 
hat also unter diesen Vereinbarungen mit dem Versicherungswerte 

«x + -§- A - a, - 1 + Y (l - i-^i a,) 

" ^iTi) ^' ~ i (^*> 

ZU rechnen. 

Unter einer vollständigen Leibrente im eigentlichen Sinne versteht 
man aber eine postnumerando zahlbare Rente mit einer unmittelbar 
nach dem Tode auszufolgenden Ergänzung im Teilbetrage der durch- 
lebten Quote des Sterbejahres. 

Man kann, die früheren Schlüsse anwendend, in erster Näherung 

80 rechnen, als ob der durchschnittliche Wert y der Vervollständigung 
auch in der Mitte des Sterbejahres gezahlt würde; er erreichte dann 
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bis zum Schlüsse des Jahres die Höhe -z-(l + i)^f und dies wäre der 

Betrag der Todesfallversicherung; die zu der Rente hinzukommt. Be- 
zeichnet man den Wert der vollständigen Rente mit a^, so wäre 
hiernach: 

K'a,+{-Ä,il+{)^. (55) 

Diese Rechnung ist aber insofern unzutreffend^ als die über dem 
Durchschnitt liegenden Erganzungszahlungen von der Diskontierung 

stärker berührt werden als die Ergänzungszahlungen unter ^ * Schärfer 

ist daher die folgende Wertbestimmung. 

£s sei t der noch durchlebte Teil des Sterbejahres; dann ist 
auch t die zu leistende Ergänzungszahlung, tv* ihr Wert am Anfange, 
tv*^^ ihr Wert am Ende des Jahres. Da ferner dt die Wahrschein- 
lichkeit ist, daß der Tod in dem Zeitintervall {t, t + dt) eintreten 
werde, — gleichmäßige Verteilung der Sterbefälle Yorausgesetzt, — 
so ist der strenge, auf das Ende des Todesjahres reduzierte Mittel- 
wert der Ergänzungszahlung: 

ftv'-^dt^\*—- f—dt^^ 

iLogt? (Log»)«Jo 

1 1,1 •— a 

Logv (Logt?)* ' t7(Logr)' d* 

(vgl. Nr. 257). Daher hat man in schärferer Rechnung: 

k-% + *^A' (56) 

Entwickelt man in den beiden Formeln (55) und (56), um sie 
in Vergleich zu setzen, den Koeffizienten von A^ nach Potenzen von 
», wonach: 

i — S i -. Log(l + f) _ JL , J_ _ Ü , 
S^ ^ Log«(l + 1) 2 "^ 6 24 ■• ' 

SO hat man auch: 

S.-«, + (| + 4-^)^, (55*) 

S.-«. + (y + i-g^.; (56*) 

der erste Wert übertrifft den zweiten um 

(-^ - ^-\ A 

\12 48/ «• 
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Nach Tafel VIII ist der Wert einer Yollstandigen Rente 1 f&r 
einen 30-jährigen, mittels der Formel (55) gerechnet: 

Ko - «80 + Y ^oV 1.035 

= 18,441 + 0,174 

= 18,615; 

es bewertet sich also eine derartige Rente vom Jahresbetrage 1000 J(, 
wenn sie vollständig ist, um 114 J( höher als bei normalem Zahlungs- 
modus. 

276. TollBtftndige m-tel-Bente. Das zuletzt benutzte Prinzip 
läßt sich auch zur Bestimmung dieses Versicherungswertes verwenden. 
Es ist dies eine Rente, welche am Ende jedes m-telJahres mit dem 

Betrage — imd im Augenblicke des Todes mit dem der durchlebten 

Quote des letzten w-tel-Jahres entsprechenden Teilbetrage von — zur 

Auszahlung kommt. 

Der Tod kann in jedem m-tel des Sterbejahres erfolgen; tritt er 

im Laufe des s + 1-ten Teiles, also zur Zeit h t ein, wo ^ < — , 

so ist t die Ergänzungszahlung, ttf^ ihr Wert am Beginne des Jahres, 

tv^ am Ende des Jahres, somit der auf das Ende des Jahres 

reduzierte Durchschnittswert einer im 5 -f 1-ten Teile eines Jahres 
fälligen Ergänzungszahlung: 



m 






m 









1 1 






Die Summe aller solchen Ausdrücke, von 5 = bis s=»i»— 1 
genommen, gibt den Durchschnitt der gesamten, auf das Jahresende 
reduzierten Ergänzungszahlungen, nämlich 







-( 



1 -«,,'« !>'" V 



1 — !?"• 



beachtet man, daß 1 — 1 -j- f — 1 « /, ferner, daß 
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-m[(l + .-)»-l]-j(„) 




ist, so verwandelt sich dies in 



Man hat daher als Wert der vollständigen m-tel-Rente: 

^J^^aJ^ + A(^-^^- (57) 

Bei m = 1 geht diese Formel, da j^^^ ^ i, tatsächlich wieder in 
die Formel (56) über. 

277. In linteiijfthrigen Terminen zahlbare TodesfUlver^ 
Sicherung. Die der Berechnung von Ä^ unterlegte normale Fest- 
setzung geht dahin, daß das versicherte Kapital am Ende jenes Yer- 
sicherungsjahres ausbezahlt wird^ in welchem der Tod eintritt. Das 
bedeutet, daß zwischen dem Sterben und der Eapitalsauszahlung ein 
Zeitiaum bis zu einem Jahre verstreichen kann; nimmt man an, daß 
während eines Altersjahres die Todesfälle gleichförmig sich verteilen^ 

so beträgt die Zwischenzeit im Durchschnitt ~ Jahr. Es darf also 

A^ als Wert einer Todesfallversichenmg angesehen werden, die im 
Mittel 6 Monate nach Eintritt des Todes liquidiert wird. 

In gleicher Weise darf geschlossen werden, daß eine Todesfall- 
verbicherung, bei der das versicherte Kapital am Ende jenes m-tel- 
Jahres zur Auszahlung kommt, in welchem der Tod eintritt, als eine 
solche erklärt werden kann, bei der vom Sterben bis zur Liquidierung 

im Mittel - — Jahr verfließt 

2971 

Bezeichnet man den Wert einer derartigen Versicherung mit ÄJ^'^\ 
so besteht der Unterschied zwischen ihr und der normalen Versiche- 
rung Ä^ darin, daß bei jener die Kapitalsauszahlung im Durchschnitt 

um . — « *^^^ früher erfolgt als bei dieser; demnach muß die erste 

i._ i_ 
(1 + i)^ ^'"-mal höher bewertet werden als die zweite, so daß man 

den Ansatz hat: ^_j 

^^(m)«^^(l + ,-)2«. (58) 

Danach hat eine am Ende des Sterbehalbjahres fällige Versiche- 
rung den Wert ^ 

eine Versicherung, welche am Ende des Sterbequartales auszuzahlen 
ist, den Wert g 
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Macht man in (58) den Gh*enzübergang m » oo, so kommt man 
zu dem Werte Ä^ einer unmittelbar nach dem Tode fälligen Ab- 
lebensversicherung : 

J,-^(l + i)t (59) 

Wenn der Grundsatz der unmittelbaren Zahlung nach erfolgtem 

Ableben angenommen ist^ wie dies gegenwärtig häufig geschieht, so 

kann dem schon in der Bildung der diskontierten Zahlen der Toten 

Rechnung getragen werden, indem man an diesen den Reduktions- 

i. 1 
faktor (1 + i)* "^ ~ \ anbringt und an Stelle von C^ « 1;*+^^^^ bildet 



«« 



C^x-t;'4rf,; 



dem entsprechend sind dann die Summen, um sie von den üblichen 
M^ zu unterscheiden, mit M^ zu bezeichnen.^) 

278. DarBtellungen der sofort sahlbaren TodesfUlver- 
sichening. Die eben erwähnte Ablebensyersicherung, bei welcher 
das Kapital sofort, d. i. im Augenblicke des Todes fällig wird, ist auf 
infinitesimalem Wege so zu rechnen. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß {£) in dem Zeitintenrall ^, ^ + di^ 
vom Abschluß der Versicherung an gerechnet, sterben werde, ist 



h h 



und die hierauf bezügliche Anwartschaft auf das Kapital 1 hat den 
Wert 

folglich ist 



Ol — » 

Ä. 



-tJ^^Uv 



X 





Durch partielle Integration ergibt sich weiter: 

^ « - ^ {v\^, - Log ^Jh+t^'^^\ > 



CO — X 



und da (s. Nr. 274) 1. J^ti^^^dt der Ausdruck für die kontinuier- 
liche Rente ä^ ist, wird 

1) Dieser Vorgang ist bei der ,,Refonn des Reohnungswesena der Gk)thaer 
LebensyerBicherungsbank*^ Jena 1908, befolgt worden; man vergleiche daselbst 
p. 88 und Tabelle 21. 



I. Abschnitt. Yersicherangswerte. . ^73 

^« = - ,- (- h + ^iÄ) = 1 - «Ja,; 

diese Formel ist analog der Formel (22), wonach -4, = 1 — da^. 
Drückt man ä^ nach Formel (52) durch 

i + %\d) *' d* 
und darin wiederum a^ durch Ä^ mittels (22) aus, wonach 

ist^ so gestaltet sich die letzte Formel nach einfacher Rechnung 
um in: 

J,-!^.. (60) 

Entwickelt man in den Formeln (59) und (60) die Koeffizienten 

1 

(l + i)* lind . =« T- — 77-7—^ nach Potenzen von i bis zur zweiten 
^ ' ^ d Log (1 + 1) 

einschließlich; so ergeben sich die Näherungen: 

^«-(l+Y-S)^- (60*) 

deren Diflferenz bloß kj'^x ^^'7 J^ ^*"^ kann, von Oliedem der Ord- 
nung t* absehend, selbst bei beträchtlich hohen Versicherungen 

Ä, = ^, (1 + i) (61) 

setzen, d. h. den normalen Wert Ä^ um die halben rechnungsmäßigen 
Prozente erhöhen, um Ä^ zu erhalten. 

Zur näheren Beurteilung der Formeln (60) und (61) seien die 
folgenden Resultate angeführt. Es ist 

für nach Formel (60): nach Formel (61): 

i « 0,03 Ä^ = 1,014926 ^, = 1,015 Ä^ 

- 0,035 = 1,017400 Ä^, = 1,0175 4 

= 0,04 =1,019870^,, =1,02 Ä^ 

= 0,045 - 1,022334 ^, = 1,0225 Ä, 

= 0,05 = 1,024791 ^, =1,026 Ä^. 

Für die Todesfallversicherung eines 35-jährigen, sofort nach dem Tode 
zahlbar und auf 10000 lautend, ergibt sich beispielsweise mit den 
Grundlagen der Tafel VIII nach (60) der Wert: 

J35 = 3860,93, 
nach (61) 

J„- 3861,31, 

während die normale Versicherung den Wert 3794,90 besitzt. 

C s a b e r , Wahnoheinllohkeitareohiiimg. II. 2. Aufl. 18 



X 



X 



274 - ^^^^i^^^ ^^^^ Mathematisclie Grandlagen der Lebensyerricherong. 

§ 6. Renten fKr verbnndene Leben. 

279. Begriff der ▼erbindungsrente. Unter einer Verbindungs- 
rente im weiteren Sinne versteht man jede Rente^ die an einen Komplex 
von Lebenden (x), (y), (xr), • • • gebunden ist. Über ihren Beginn, 
ihren Abschluß, die Höhe des Rentenbezuges, die Reihenfolge der 
Bezugsberechtigten können mannigfache Bestimmungen getroffen sein, 
um so mannigfacher, je größer die Anzahl m der verbundenen Leben 
ist. Unter der Fülle möglicher Formen haben aber nur wenige prak- 
tische Bedeutung erlangt. 

Zur Wertbestimmung solcher Renten sind, neben der Leibrente, 
die Verbindungsrenten im engeren Sinne oder schlechtweg die Grund- 
lage. Man versteht unter dieser Bezeichnung eine Rente, die sofort 
beginnt und mit gleichbleibendem Jahresbetrage so lange währt, als 
der ganze Komplex am Leben bleibt, der einer solchen Rente gegen- 
über also die Rolle eines Lidividuums spielt, das mit dem Tode der 
ersten Person aus dem Komplex zu bestehen aufhört. Aus diesem 
Orunde nennt man die gewöhnliche Verbindungsrente auch die Eente 
bis zum ersten Tode, 

Ihr Wert, bezogen auf den Jahresbetrag 1, wird mit a^-y». (m) ^^ 
zeichnet. 

Ist JPxy-'{yn) ^^^ Wahrscheinlichkeit, daß die m Personen nach 
n Jahren noch am Leben sein werden, so ist der Wert von ^xy-inc^ 
die Summe aller 

von n = angefangen, wobei zu bemerken, daß ol^«y*.(m) *=" 1 ^^^ 
Man hat also den allgemeinen Ansatz: 



^xy»-{m) — ^^'^nPxyz"'{my ("2) 



Macht man, wie dies allgemein geschieht, die sicher nicht immer 
zutreffende Voraussetzxmg, die Leben seien von einander unabhängig, 
so daß der Tod einer Person auf die Lebensdauer der Überlebenden 
keinen Einfluß übt, so stellt sich ^p^yt-^-im) ^ Produkt der auf die 
einzelnen Personen und dasselbe Ereignis bezüglichen Wahrscheinlich- 
keiten dar; man setzt also in Konsequenz obiger Voraussetzung 

nPxyi^^im)^ nPx ' nPy ' nP» ' " 

und rechnet die einzelnen Faktoren der rechten Seite mit Hilfe der 
Sterbetafel. Dabei ist zu unterscheiden, ob die einzelnen Leben als 
gleichwertige Risken, also nach derselben Tafel zu behandeln sind, 
oder ob sie Gesamtheiten verschiedenen Sterblichkeitsverlaufes ange- 
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hören und daher nach verschiedenen Tafeln zu beurteilen sind (z. B. 
Personen männlichen und weiblichen Geschlechtes). 

Unter den Verbindungsrenten sind die auf zwei Leben (x), (y) 
abgeschlossenen die wichtigsten, weil am häufigsten vorkommen- 
den. Aus 

nVxy — nPx-nPy" — ^ J^ 

folgt nach Vorschrift von (02): 



führt man für das Produkt DJ,^, dessen ein Faktor eine diskontierte, der 
andere eine unmittelbare Zahl von Lebenden ist, die Bezeichnung D^^ 
und für die Summe dieser diskontierten Paare von Lebenden von dem 
Zeiger x, y aufwärts die Bezeichnung 

iV,, - i),, + i>,+i,,+i + i>,+,.,+, + • • • (63) 

ein, so schreibt sich die Verbindungsrente, der einfachen Leibrente 
analog: 

a., = J-'- (64) 

Diese Art der technischen Durchführung der Verbindungsrenten 
stammt von Griff ith Davies.^) Seine diskontierten Zahlen 

J>,, = J^.\, (65) 

die zu allgemeinem Gebrauche gekommen sind, weisen insofern eine 
ünsymmetrie auf, als man sich darüber entscheiden muß, für welches 
Leben man die diskontierten Zahlen wählen will; theoretisch ist dies 
gleichgültig, aus praktischen Gründen, um es mit kleineren Zahlen zu 
tun zu haben, wählt man das Leben des höheren Alters hierfür. 

De Morgan*) hat, um Symmetrie zu erzielen, die Bildung der 
diskontierten Zahlen der Paare gemäß der Formel 

vorgeschlagen, der auch die wesentliche Eigenschaft zukommt, daß 

1) Tables of life contingencies etc. London 1835. — Treatise on annui- 
ties etc. London 1886. 

2) The principles and doctrine of aBSUiance etc. London 1821. 

18* 
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daß also mit dem Steigen der Alter um 1 Jahr der Exponent von v 
um 1 zunimmt. Auch für diese Zahlen gilt die Formel (64). 

Die Übertragung dieser Formel auf mehr als zwei Leben bietet 
keine Schwierigkeit. 

280. Berechnung von Verbindnngsrenten. Ektts von 
9e Morgan. Methode der gleichen Alter. I. Die Anlegung 
Ton Tafeln für Yerbindungsrenten ist eine beschwerliche Arbeit^ schon 
wenn es sich um zwei Leben handelt; hier wiederum ist die Schwierig- 
keit eine erheblich größere, wenn die beiden Leben nach verschiedenen 
Sterbetafeln zu behandeln sind, als wenn beiden dieselbe Tafel unter- 
legt wird. Während nämlich im ersten Falle für jede in Betracht 
kommende AltersdifFerenz \x — y\ zwei Tafeln gerechnet werden müssen, 
die eine für x> y^ die andere für x <Cy, gehört im zweiten Falle zu 
jeder Altersdifferenz nur eine Tafel. 

Die Rechnung besteht bei jeder einbezogenen Altersdifferenz in 
der Bildung der Zahlenkolonne D^^ und ihrer Summenreihe N^^. 

Bei mehr als zwei Leben würde die Arbeit, Rententabellen in 
größerem Umfange anzulegen, zu einer geradezu nicht zu bewältigenden. 

Es sind daher vielfach praktische Regeln aufgestellt worden, um 
Yerbindungsrenten für mehrere Leben auf einfachere Renten zurück- 
zuführen. Eine solche Regel, an der später in verschiedener Weise 
Korrektionen versucht worden sind, um sie mit den Resultaten direkter 
Rechnung besser in Einklang zu bringen, hat Thomas Simpson 
aufgestellt.^) Sie lautet, wenn man sich der gegenwärtigen Zeichen- 
sprache bedient, wie folgt: „Ist a^^, zu bestimmen, und ist rc < y < jer, 
so suche man mit Hilfe einer Tafel für Renten auf zwei Leben und 
einer Tafel einfacher Renten to derart, daß 

a =" a : 
alsdann ist 

a « a ." 

xy» xw 

Hierdurch wäre also die Berechnung von Yerbindungsrenten auf 
drei Leben zurückgeführt auf Renten für zwei Leben. Die Anwendung 
der Regel auf die Tafeln des „Institute of Actuaries'' hat jedoch ge- 
zeigt, daß sie — von den hohen Altem abgesehen — etwas zu große 
Rentenwerte liefert. 

U. Zu einer streng richtigen, auf beliebig viele Leben ausdehn- 
baren würde die Simpsonsche Regel, wenn für die ganze Lebens- 
dauer die Gompertzsche Formel ^Ite, wie dies De Morgan^ zuerst 



1) Dootrine of Annaities and ReTersions, London 1742; Select Exceroices 
etc., London 176S. 

2) PhiloB. Mag. 1S39, Novbr. 
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bewiesen hat. Diese Formel gestattet nämlich, zu zwei Altem x, y 
ein ^mittleres^' Alter w so zu bestimmen, daß 

wird für jedes n; dann aber gilt auch streng: 

a = a , 

xy ^wf 

d. h. jede Yerbindungsrente für zwei Leben läßt sich durch eine ein- 
fache Rente ersetzen. Es ist klar, daß dies auf beliebig yiele Leben 
ausgedehnt werden kann. 

Aus der Gompertz sehen Formel [s. Nr. 240, 61. (2)] 

geht nämlich 

^ac + n 

und aus beiden Ansätzen 



h.n = *^^" 



nP.-^^g^'"-'' 



'X 



hervor; dies gibt in jedem Logarithmensystem: 

log nPx = C (c« - 1) log g-, {J) 

hält man dazu 

log,i>y = c>'(c»-l)log^, 
so ergibt sich 

log nPxy = log ^, + log ^p^ == (c* + C«') (C" - 1) log g. 

Bestimmt man u; derart, daß 

c* 4- er = c^ (z/') 

wird, so ergibt sich mit Rücksicht auf (z/): 

log nPxy = C« (C" - 1) log g - log „p^, 

woraus die für jedes n gültige Gleichung 

nPxy ^'^^ niru) 

folgt. 

Aus (zf ), wenn man es in der Form 

schreibt, liest man die Tatsache, daß w — y konstant bleibt, so lange 
es X — y ist; für alle Verbindungen {x)y (t/) gleicher Altersdifferenz 
ist also die Abweichung des substituierten Alters w von dem einen 
Alter y die nämliche. 

III. Auch wenn die Sterbetafel der Makehamschen Formel 
folgt, ergibt sich eine wesentliche Vereinfachung in der Berechnung 
der Verbindungsrenten. Nach Nr. 240, Gl. (6) ist nämlich dann 

also 
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daher 

log nPx = nlog 5 + c^Cc* - 1) log^, (z/") 

ebenBO 

log nPy = nlog s + c^ (c» — 1) log g, 
folglich 

log nPxp - log „Px + log nPf = 2n log S + ((f^ + Cy)(c» - 1) log^; 

wird also u) so bestimmt^ daß es der Qleichung 
genügt, so zeigt ein Vergleich mit {^d"), daß dann 

log nPxy = 2 log ^p^ = log ^p\ - log ^p^^ 

wird; d. h. man kann ^p^.^ fQr jedes n durch ein ^p^^, also auch 
eiii «Pxy....(m) ^^rch ein gleichwertiges nP^ww>{m) ersetzen, wenn nur 
w der Gleichung 

<f + (? + (f ^ = mc^ {d'^) 

gemäß bestimmt wird. 

Infolge dieses Sachverhaltes ist es möglich, Yerbindungsrenteu, 
die zu Terschiedenen Altem gehören, durch Verbindungsrenten ebenso 
vieler gleichaltriger Lebeu darzustellen, wodurch eine erhebliche Ver- 
minderung der Arbeit erzielt wird. Nicht zu übersehen ist der Um- 
stand, daß die abgeleiteten Sätze auf der Voraussetzung beruhen, daß 
die verbundenen Leben gleichwertige Risken repräsentieren. 

Diese Vorteile sind mit ein Grund, weshalb bei der Ausgleichung 
vieler Tafeln die Gompertzsche oder die Makehamsche Formel zur 
Anwendung gebracht worden ist. 

Die eben erklärte Methode der gleichen Alter wird rechnerisch so 
durchgeführt. Handelt es sich um zwei Leben {x) und {x + h) und 
setzt man w '^ x + t, so liefert die Gleichung (-^"') für die an dem 
jüngeren Leben anzubringende Alterserhöhung 

< = -Tog!-' (67) 

die für verschiedene h tabellarisiert werden kann. 

Bei drei Leben (x), (x + h), {x + h -\- k) erhält man unter An- 
wendung der allgemeinen Formel (-^"), wenn wieder w =^ x + t ge- 
setzt wird, für die Alterserhöhung des jüngsten Lebens 

log ■ -^ 

' 1^^— 5 (68) 

auch diese Werte können in einer Tafel mit doppeltem Eingang (A 
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und Je) ein für allemal zasammengestellt werden ^ wie dies bezüglich 
der Tafel 0^^^^ geschehen ist.*) 

Es handelt sich dann noch um die Herstellung von Verbindungs- 
renten für zwei und drei gleichaltrige Leben; die dazu führenden 
Formeln 

*xx "~ jl J *xxx ™ n \^^) 



'XX -^xxx 



erfordern die Bildung der Eolamnen 

D„ = i,D„ i)„, =. \J)„ (70) 

und ihrer Summen 

lY. Die Bestimmung des gemeinsamen Alters w kann auch mit 
Hilfe einer Tafel der Sterblichkeitsintensitäten, die aus der betreffen- 
den Sterbetafel abgeleitet ist, erfolgen. 

Ist die Sterbetafel nach der Gompertzschen Formel ausgeglichen, 
so folgt aus 

durch Addition: 

Mx + M, = B{f + c^) - Bc- ^ (i,, 
d. h. man bilde die Summe der Sterblichkeitsintensitäten von (x) und 
(y) und suche zu dieser Summe, wieder als Sterblichkeitsintensität 
aufgefaßt, das zugehörige Alter. 

Folgt die Sterbetafel der Makehamschen Formel, so hat man 
allgemein für m Leben die Ansätze: 

ti,-A + Bcy 
/*. = X + B<f, 

aus denen sich 

ergibt; d. h. man hat das arithmetische Mittel der Sterblichkeits- 
intensitäten von (rr), (y), (jer), • . • zu bilden und zu diesem, wieder als 
Sterblichkeitsintensität aufgefaßt, das zugehörige Alter zu nehmen. 

Zur Illustration diene das folgende, an die Tafel 0^<^) sich an- 
lehnende Beispiel. Zu x = 30, y =» 37, e — 52, also ä = 7 und A; = 16 
liefert die zitierte Tabelle unmittelbar t = 13,50. Ohne diese Tabelle 
und mit Benutzung der SterblichkeitsintensiiHten hat man folgende 
Rechnung: 



1) In dem 1902 erschienenen Bande der Offices Life Tables 1898, der die 
technischen Hilfdzahlen zu den Tafeln 0^ nnd 0-^(5) enthält, p. 244—249. 
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f*«o ^ 0,00742 /i« = 0,01082 

ft,7- 0,00877 ft^ ^ = 0,011 29 

fi5, « 0,01696 23 : 47 - 0,50; 

Mittel = 0,01105 

auf beiden Wegen ergibt sich also w » 43,5, und aus demselben Ta- 
bellenwerte entnimmt man unmittelbar die Rente 

%0,87,52 ^ *48^; 48^ M8^ "^ 11,249. 

281. VerbindiingBrenteii bis zu einem spftteren Tode» 

An die Verbindung der m Leben (x), (y), {z), • • • sei die Pranume- 
rando-Rente 1 so lange zahlbar, als mindestens r davon am Leben 

sind, das heißt ebenso viel als bis mm m — r + 1-ten Tode. Daß 
Zeichen fttr den Wert dieser Rente ist a ü. Wird r«=l, so 

xyz-' (m) 

läuft die Rente, so lange noch ein Überlebender aus der Verbindung- 
vorhanden ist, also bis zum letzten Tode] man bezeichnet sie dann 
kurz mit a 

xyz • •' (m) 

Die Bestimmung von a ': stützt sieh auf das zweite in Nr. 41 

" xyt--{m) 

gestellte Problem; unter den Ereignissen e<, f\ der dortigen Formulie- 
rung ist das Erleben, beziehungsweise Nichterieben der Alter a; + n^ 
y + n, xf + w, • • • seitens der Personen (x)y (y), (jp), • • • zu verstehen. 
Nach der dort abgeleiteten Formel (8) stellt sich die Wahrscheinlich- 
keit „p L , daß von den ?w Personen nach n Jahren mindestens r 

am Leben seien, durch einen Ausdruck von der Form 

s.-(;)s.^i+CtVr+.----+(-i)-'-(:+;)s„ («) 

dar; dabei bedeutet 

Sj die Summe aller ^l>,y,...(*), 

also die Summe der Wahrscheinlichkeiten bezüglich aller Kombina- 
tionen von je k Personen der Verbindung, daß sie nach n Jahren 
noch leben. 

Nun ist a '' die Summe der Werte v^^p *:. für alle n 

xyz--{m) xys- ■■{»$) 

von n = angefangen (wobei o»_ _ _ 1 = 1); mithin entsteht für 

xyz •••{>») 

a 1 ein Ausdruck von der gleichen Form wie (a),nur daß nunmehr 

Sj^ die Summe aller a^y,...^^^, 

also die Summe der Verbindungsrenten für alle Kombinationen von 
je Je Personen der Verbindung ist. 

Aus dieser Deduktion geht hervor, daß sich a T ausdrücken 

xyz" '(wi) 

läßt durch die Verbindungsrenten a^y,..^;^^ für alle k von r aufwärts 
bis m. 
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Einige Beispiele mögen dies erläutern. 

Die auf die Leben {x)j (y) bezügliche, bis zum zweiten Tode, 
also bis zum Aussterben der Verbindung währende Rente 1 hat nach 
(a) den Wert 

a^ = Si — S, = a, + aj, — a^^,. 

Eine Rente vom Jahresbetrage 1, auf die Leben {x\ (y), {z) be- 
gründet und bis zum letzten Tode während, hat nach demselben. 
Schema (a) den Wert 

a — = Äi — Sg + Sj 

xyz 

™ ** + *y + *« ~ (fty, + a,, + a^y) + »xy»? 

insbesondere ist für drei Leben gleichen Alters 

^—- - 3a, - 3a,, + a,,,; 

XXX 

mit den Daten der Tafel VUI ergibt sich für den speziellen Fall 
a; = 30: 

a = 3 . 19,441 - 3 • 16,399 + 14,394 « 23,520, 

30,30,80 ' 7 17 7 7 

ein Wert, der um 4,079 größer ist als die auf ein Leben von 30 Jahren 
bezügliche Leibrente. 

Soll unter den obigen Verhältnissen die Rente bis zum zweiten 
Tode, also so lange mindestens zwei Personen am Leben sind, währen,, 
so ist ihr Wert 

a_.? = iSo - 28. 

xyx * ' 

= a 4- a + a — 2a 

yf ' *x • xy ****X}f9 

Die Rente bis zum ersten Tode, a ?, ist identisch mit der Ver- 

xyt 

bindungsrente a, . 

War bei dem voranstehenden Problem bloB der Zeitpunkt des^ 
Aufhörens der Rente unbestimmt, so ist es bei dem nachfolgenden 
auch der Zeitpunkt des Beginnes. 

An die Verbindung der m Leben (x\ (y), (js), • • • sei die Rente 1 
pränumerando so lange zahlbar, als gerade r davon am Leben sind^ 

also vom m — r-ten bis zum m ^ r + 1-ten Tode. Das Zeichen für 
diese Rente ist a (rP . 

xya ' • ' (m) 

Die Lösung dieses Problemes gründet sich auf die erste in Nr. 41 
erledigte Aufgabe; den vorigen völlig gleichwertige Erwägungen führen 
dazu, daß a ^S) durch 

xpz • • -(m) 

dargestellt ist mit derselben Bedeutung von 5^, wie sie zuletzt an- 
gegeben wurde. 
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Hiemach ist beispielsweise bei drei Leben 

a_m = Sj - 2& + 35, 

= a 4- a 4- a — 2('a -ha 4- a ^ 4- 3a 
a^I« = S, - 35, = a,. + a„ + a,, - 3a,,., 

a I»i = S, = a,,.. 

Sind alle drei Personen vom Alter Xj so ist 

aJÜ =-3a —6a 4- 3a ; 

diese Rente wird an die letzte der drei Personen nach dem Tode der 
beiden andern bis zu ihrem eigenen Tode gezahlt; sie kommt das 
erste Mal zur Auszahlung am Beginne jenes Versicherungsjahres, das 
dem Todesjahre der zweitgestorbenen Person folgt. Beispielsweise ist 
nach Tafel VHI: 

a._ Ji] == 3 . 19,441 - 6 • 16,399 + 3 • 14,394 - 3,111. 

30,80,80 ' ' ' ' 

282. Überlebensrenten. Einen praktisch wichtigen Fall der 
letztbesprochenen Brentengattung bildet die auf zwei Leben {x)j (y) 
gegründete gegenseitige Überlebensrente, Es ist dies die vom ersten 
bis zum zweiten Tode, also an die überlebende Person, welclie von 
beiden es auch sei, pränumerando zahlbare Rente 1. Ihr Wert ist 
nach (j8) 

aiy = S^ - 2 S, = a, + a^ - 2 a, ^ . (71) 

Diese Formel kann auch durch folgende Schlußfolgerung ab- 
geleitet werden. Würden {x) und (y) unabhängig von einander eine 
Leibrente begründen, so wäre der Wert ihrer Anwartschaften a^ + a ; 
so lange sie zusammenleben, bezöge ihre Verbindung die Rente 2, 
deren Wert 2a^,, ist; diese Anwartschaft fällt aber nach den obigen 
Bestimmungen hinweg; folglich verbleibt a^+ a^ — 2aj.y als Wert der 
Rente, die nur an den Überlebenden von beiden im Jahresbetrage 1 
ausgezahlt wird. 

Es sei beispielsweise die gegenseitige Überlebensrente für zwei 
Personen zu bestimmen, deren eine 30, die andere 45 Jahre alt ist; 
als Grundlage diene Tafel VIII. 

^^ = 0,00768 a3,^3, = 14,272 

^^ ^ 0,01204 ^4 - 14,007 

2fi, = 0,01972 Diflf. = 0,265 

ft„ ^ 0,00986 

w = 39,94 Prop.-Th. zu 0,94 - 0,249 (subtrakt.) 

a3o,^ = 14,023 
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demnach ist die gesuchte Überlebensrente 

a fii - 19,441 + 15,706 - 2 • 14,023 = 7,101. 

80,45 ' 

Eine Form der Verbindungsrente, bei der die Reihenfolge der 
Todesfälle der Versicherten in Betracht kommt und die bei Witwen- 
und Waisenpensionen von praktischer Bedeutung ist, bildet die ein- 
seitige Überlebensrente. Ihr Wesen besteht in folgendem. An die 
Person (x) wird, wenn sie die Person (y) überlebt, vom Tode dieser 
angefangen^) bis zu ihrem eigenen Ableben die Rente 1 bezahlt. Der 
Wert dieser Rente wird mit a^i^ bezeichnet. Das Zeichen ist so ge- 
bildet, daß das Alter der begünstigten Person rechts von dem vertikalen 
Strich steht. 

Zu ihrer Bestimmung führt folgende Überlegung. Eine Leibrente 
für (x) hat den Wert a^; so lange aber (x) mit (y) zugleich lebt, 
hat der Bezug der Rente zu entfallen, und der Wert dieses Entganges 
ist a^^; folglich gilt der Ansatz: 

^U^-a^-^xy • (72) 

Von der Richtigkeit desselben kann man sich auch durch eine 
wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtung überzeugen. Die Wahr- 
scheinlichkeit, daß nach n Jahren vom Abschlüsse der Rente gerechnet 
(x) noch lebt, (y) aber vorher gestorben ist, kommt gleich ^Pg(l — ,J>y); 
nur unter dieser Voraussetzung wird in jenem Zeitpunkte die Rente 1 
ausbezahlt, und der Wert dieser Anwartschaft ist 

die Summe hiervon für alle Werte von n von 1 aufwärts ist a i^; 
folglich hat man 

*yU i ' i l "" ' 

der erste Bruch rechts stellt aber a^ — 1 , der zweite a^^ — 1 dar, 
daher ist tatsächlich 

^y\x = ** "" 1 "~ (*xy ~ 1) =^ *x ~" *xy 

Zwischen dieser Rente und der gegenseitigen besteht ein ein- 
facher Zusammenhang: es ist evident, daß die gegenseitige Rente der 
Verbindung (x) (y) die Summe der einseitigen Überlebensrenten auf 
(x) und (y) ist, daß also 

alÜ = a I 4- a I : 

nun ist 

a I => a — a 

lf\x X xy 

a I = a — a . 

"x\y y ^yxi 

1) D. h. vom Anfange des dem Sterbejahre folgenden Versichenmgsjahres. 
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daher 



aiy = a + a — 2a 

in Übereinstimmimg mit (71). 

Bechnet man bei der Verbindung^ wie sie dem letzten Beispiele 
zugronde lag^ die Überlebensrente ffir die SO-jäbrige Person, so er- 
gibt sich 

«46 ISO -= 19,441 - 14,023 = 5,418; 

hingegen wäre die Überlebensrente der 45-jährigen Person 

080146 = 15,706 - 14,023 = 1,683, 

naturgemäß erheblich kleiner nicht nur wegen der geringen Wahr- 
scheinlichkeit, daß der 45-jährige den 30-jährigen eher überlebt als 
umgekehrt, sondern auch wegen der mutmaßlich geringeren Dauer 
der Rente. 

288. Angeschobene, temporftre nnd nntezjährig fUllge 
Yerbindnngfs- nnd Überlebensrenten. Aus der Definition der 
Verbindungsrente (Nr. 27-9) folgt, daß die um n Jahre aufgeschobene 
Verbindungsrente auf die Leben {x), (y) sich darstellt durch 

xy 

Vergleicht man dies mit der unmittelbaren Rente des Paares (x + n), 
(ff + w), d. i. mit 

80 ergibt sich mit Rücksicht auf die durch (65) definierte Bedeutung 
von D^yi 

.a =. '^x + n. y + n — 7? a = «J« tl ft ^7^*^ 

nl**«y 7) **a; + »,y + n n^-'xy **x + n,y + n ^ nFxy°'x+n,y-\-ny \'*' / 

«y 
eine Relation, welche analog ist der Beziehung (8*), Nr. 261, fOr ein- 
fache Renten. Darin bedeutet ^E^^ die Erlebensyersicherung des Paares 
(x) (y), die dann fällig wird, wenn das Paar nach n Jahren noch lebt. 
Die postnumerando zahlbare Verbindungsrente, gleichbedeutend 
mit der um 1 Jahr aufgeschobenen, hat den Wert 

xy *y 

Für die auf Jahre abgekürzte sofort beginnende Verbindungsrente 
ergibt sich der Ausdruck 

^xy + ^x + l.y + l'i \-J^x ^n-Uy + n^l 

\iflxv "" n 

7) "xy m'^xy} 

«y 
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und fQr die um n Jahre aufgeschobene und auf m Jahre abgekürzte 
Verbindungsrente 

n 1 m*»y ^ 7) 

'^ " 7) ^" nl*»y m-ml^xy 

Wird die Yerbindungsrente in m-tel Raten ausbezahlt, so daß ihr 
Jahresbetrag m^ =»1 ist, so kommt ihr Wert in erster, für praktische 
Zwecke ausreichender Näherung (s. Nr. 272) gleich 

aM = a - "J^^. (77) 

"«y 'y 2 m ^ ^ 

Für die aufgeschobene, beziehungsweise die abgekürzte einseitige 
Überlebensrente gelten die unmittelbar evidenten Ansätze: 

nW\x^ n\^y'-n\^xy7 C^^) 

lnM*-uay-|«a*y; (79) 

die erste Rente wird nicht früher als nach n Jahren flüssig, voraus- 
gesetzt, daß (y) vorher gestorben und (x) dann noch am Leben ist; 
stirbt (y) später als nach n Jahren, so tritt {x) am Anfange des 
nächsten Yersicherungsjahres in den Bezug der Rente; die zweite 
dauert längstens n Jahre vom Abschlüsse an gerechnet, kommt also 
eventuell gar nicht zur Auszahlung, wenn (jf) innerhalb dieser Zeit 
nicht oder nach {x) sterben sollte. 

Bei unterjähriger, auf m gleiche Raten festgesetzter Auszahlung 
hat man für die sofort beginnende einseitige Überlebensrente zu- 
gunsten des (y) die Formel: 

x\y y xy ' 

wendet man rechts bei beiden Teilen die erste Näherung an, so heben 
sich die Eorrektionsglieder "~ auf, und es entsteht: 

^% = ». - «'«, (80) 

wie bei der jährlich fälligen Rente. 

284. Einige Beispiele von Verbindimgsrenten. 

1) An die Verbindung {x) {y) ist bis zum ersten Tode die Rente 1, 

von da ab an die überlebende Person die Rente -^- auszuzahlen. 

Der Wert dieser Anwartschaft ist die Summe zweier einfacher 
Renten vom Betrage — , also 
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oder auch die Summe einer Verbindungsrente bis zum ersten und einer 
solchen bis zum zweiten Tode, jede im Betrage -r-, also 

in der Tat geht dieser Ausdruck in den früheren über^ wenn man 
für den zweiten Teil den Wert aus (71) einsetzt. 

2) Die Rente ist nach dem Tode von (x) so lange zu zahlen^ 
als Ton den zwei Personen (y), (e) noch eine am Leben ist. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß nach n Jahren die Rente zur Aus- 
zahlung kommt, ist 

(i-,i',)[i-(i-»i'.)(i-„A)] 

n"y • »"» """ niry» nlrxy nirx» "• nVxyz^ 

denn (x) darf nicht mehr und yon den beiden andern Personen muß 
wenigstens eine leben. Multipliziert man dies mit ff und bildet die 
Summe für alle n von 1 aufwärts, so ergibt sich als Wert der obigen 
Rente ^): 

a-ha — a — a — a 4-a 

3) Die Rente 1 währt so lange, als {x) und von (y), {e) minde- 
stens einer lebt. 

Aus der Wahrscheinlichkeit, daß die Rente nach n Jahren zur 
Auszahlung gelangt: 

nPxi^ - (1 - nPy) (1 ~ hK)] = nPxy + nPx. " nPxy,J 

ergibt sich durch dieselbe Schlußfolgerung der Rentenwert 

a 4-a — a 

^xy • X» xy$f 

dessen Richtigkeit sich auch durch andere Überlegungen leicht er- 
weisen läßt. 

4) Die Rente 1 werde ausbezahlt vom Aussterben zweier Personen 
(x)j (y) (z. B. der Eltern) angefangen bis zum Tode einer dritten 
Person (e) (eines Kindes). 

Die Zahlung des Rentenbetrages nach n Jahren ist mit der Wahr- 
scheinlichkeit 

(l - nPx) (1 - nPy) nPn ^ nP, " nPxn "' nPy. + nPxy. 

ZU erwarten; daraus folgt der Wert der Rente: 

"i x§ yt ' xys' 

5) Die Rente ist nach dem Aussterben des Paares (a), (ß) (Eltern) 
so lange zu zahlen, als von den drei Personen (x), (y), (z) (Kinder) 
mindestens eine am Leben ist (Versicherung eines Waisenstockes). 

1) Es entstehen zunächst durchwegs postnumerando zahlbare Renten, die 
aber ohne Störung des Wertes durch Pränumerandorenten ersetzt werden dürfen. 
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Die Wahrscheinlichkeit, daß nach n Jahren (a) und (ß) gestorben 
sind, ist 

die Wahrscheinlichkeit, daß dann von (a:), (y), (g) mindestens eines 
am Leben ist, drückt sich nach Formel (a), Nr. 281, aus durch 

durch Multiplikation beider ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, unter 
welcher der Rentenbetrag nach n Jahren zur Auszahlung kommt, und 
aus dieser der Rentenwert selbst: 

a-l-a-l-a — a — a — a 4-a 

X f "y • "f "xy x$ y» • xyi 

ax ay at "^ axp *^ axt «^ ayt axy* 

es wären also 28 verschiedene Renten zu seiner Berechnung nötig. 

§ 7. Eapitalversicherungen für verbundene Leben. 

286. TodesflEdlversichemng auf das kfirzeste von mehreren 
Leben. Die Verbindung (x)y (y), (js), • • • von m Personen sei auf 
das Kapital 1 in der Weise versichert, daß dasselbe am Ende jenes 
Versicherungsjahres fällig wird, in welchem die erste Person der Ver- 
bindung stirbt. Man bezeichnet diese Versichening als Todesfallver" 
Sicherung auf das kürzeste Leben und ihren Wert mit -4^y,...(TO)- 

Um diesen zu ermitteln, ist die Kenntnis der Wahrscheinlichkeit 
n-i\Qxyz"{m) erforderlich, daß im Laufe des n-ten Jahres der erste 
Todesfall eintreten werde; die diesem Falle entsprechende Anwartschaft 
hat den Wert 

^ n — l\9xy $•••{»%) 

und die Summe all der Werte von n = 1 angefangen gibt -4,^, ..^^j, 
so daß 

^xy9"'{m) ="-^^"n-.ll9'ajy4...(m)- (81) 

Die hier auftretende Sterbenswahrscheinlichkeit kann durch Le- 
benswahrscheinlichkeiten ausgedrückt werden; denn die Verbindung 

(x), (y), {z)j • • • (w) besteht am Ende des n — 1-ten Jahres noch auf- 
techt, entweder wenn sie auch noch am Ende des n-ten Jahres voll- 
zählig oder im Laufe des n-ten Jahres durch den ersten Tod gelöst 
worden ist; daher gilt der Ansatz: 

daraus folgt aber 

«-ll?afy«.-(iii)~»-lPafyf.-(m)~"iil^*y*..(m)5 ("^) 
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die Lebenswahrscheinlichkeiten können nun auf Grund der Bemer- 
kungen in Nr. 279 mittels Sterbetafeln berechnet werden. 

286. Gegenseitige Drberlebensversiohening. Bei zwei 

Leben {x), (j^) heißt die Versicherung auf das kürzere Leben auch 
gegenseitige überlebensversicherung. Ihr allgemeiner Ausdruck ist 

^, = 3",-ii?.,. (81*) 

Nun ist nach (82) 

,/y = « - O = h-^n-lh + n-l — h+n ^v + n 

n-l\yixy n-\trxy n^xy 1 1 7 

X y 

demnach 



xy - D- ' (85) 



A = — 

^«y l l ' 

X y 

berechnet man im Sinne Oriffith Davies^ die Zahlen 

C.,-^^\Kh-UxK^x) (83) 

oder im Sinne De Morgans die Zahlen 

und deren Summen 

^xy^ (^xy+ Gr+l.y + l+ C^ + «,y + 2 H 1 (8"*) 

SO drückt sich mit Hilfe derselben J.^^ in einer der einfachen Todes- 
fallversicherung analogen Form aus: 

~xy 

Indessen ist es, wenn man die Zahlen Nj^y oder die Yerbindungs- 
renten gerechnet hat, nicht mehr nötig, die Zahlen C^^ und M zu 
rechnen. Der Zähler von A^„ läßt sich nämlich umformen in 

xy 

und durch Multiplikation von Zähler und Nenner mit ff, respektive 

V * , verwandelt er sich weiter in 

«[-D,, + i),+i.,+i +■■•]- [-D,+,.,+i + -D,+,„+,+ • • •] 

80 daß, da der Nenner durch die letztgedachte Operation in 2)^ 
übergeht, 

-4^y= 1 — (1 — t;)axy= 1 — da,y. (86) 

Diese Formel ist jener für die einfache Todesfallversicherung: 
-4j.= 1 — da^, analog. 

287. Anfgesohobene und kurze gegenseitige Überlebens- 
▼ersiohemng. Bei der aufgeschobenen gegenseitigen Überlebensver- 
sicherung, nl^xyf kommt das Kapital 1 nur dann zur Auszahlung, 



A 
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wenn der erste Todesfall später als nach n Jahren erfolgt; nm ihren 
Wert zu erhalten, hat man in (81*) mit der Summenbildung erst bei 
n -h 1 zu beginnen; bei gleichartiger Führung der Rechnung er- 
gibt sich: 

«y 

-^«y -*^* + n,y + »» 

d. i. 

nl^xif'^ n^xy(l — flfa« + H,y + «)- (87) 

Die auf n Jahre abgekürzte gegenseitige ÜberlebeBSYersicherung^ 
\^Ag^^, läßt das Kapital nur dann fällig werden, wenn der erste Todes- 
fall innerhalb n Jahren sich zuträgt. Sie ergibt sich als Differenz 
aus der lebenslänglichen und der auf n Jahre aufgeschobenen Über- 
lebensversicherung, so daß 

\n^xy^ ^xy- n\^xr (88) 

288. G^miBohte gegenseitige Überlebeiunrersiolienuig. 

Das Kapital 1 komme zur Auszahlung entweder nach dem ersten 
Tode^), wenn dieser innerhalb n Jahren eintritt, oder nach n Jahren, 
wenn beide Personen (a?), (y) leben. 

Der Wert dieser Versicherung, welche der in Nr. 270 behandelten 
gemischten Versicherung entspricht, werde mit Axf^ bezeichnet. Er 
setzt sich zusammen aus dem Werte einer auf n Jahre abgekürzten 
gegenseitigen Überlebensversicherung \^Aj^^ und dem Werte der Er- 
lebensyersicherung nExy'-i somit ist 

Unter Benutzung der Formeln (88), (87), (86) und (73*) gibl 
die weitere Ausführung dieser Formel: 

A^v7\ — 1 — da — E (1 — dvL ) + E 

'O.xyn] A xy n xy\^ ^ x + n^y + n^ ^^ n *y 

^l^d(B. - E fi ) = 1 — d(a - .a )«1 — rf, a .(89) 

\ xy n xy'^x + n,y + n/ ^ xy n\ xy^ \n xy \^*^/ 

Auch diese Formel entspricht völlig der in Nr. 270 für die gemischte 
Versicherung auf ein Leben gefundenen Formel (42). 

289. Todesfikllversichenmg anf das Ungete iweier Leben. 

Auf die zwei Leben (x)y (y) ist das Kapital 1 io der Weise ver- 
sichert, daß es am Ende jenes Versicherungsjahres zur Auszahlung 
kommt, in welchem der zweite Todesfall eintritt. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß sich dies im Laufe des ^t-ten Jahres 
ereignet, ist ausgedrückt durch 

1) Am Schlüsse des Tode^ahres. 

Csaber, WAhncheinliohkeitsrechnang. IL 8. Aofl. 19 
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die drei Glieder entsprechen den Möglichkeiten, daß (^)/daß (y) in 
diesem Jahre stirbt, nachdem der andere schon in den Yorangegangenen 
die drei Glieder entsprechen den Möglichkeiten, dafi (x), daß (y) in 
Jahren gestorben ist, und daß beide in dem genannten Jahre sterben. 
Ordnet man den Ausdruck wie folgt: 

führt in dem Elammerpolynom die Substitutionen 

n-ll^ix^n^lPx — nPx 

aus, so verwandelt sich dieses in 

n-lPxp nPxyf 

d. i. nach Gleichung (82) in «_i|2xy* Mithin nimmt die obige Wahr- 
scheinlichkeit den einfacheren Ausdruck 

an. Durch Multiplikation mit t;** und Summierung des Produktes 
über alle Werte von n = 1 aufwärts ergibt sich der gesuchte Ver- 
sicherungswert, dessen Zeichen A;ri ist, nämlich: 

Äi-,^A,+ A^^A,^. (90) 

In Renten lautet er (s. Nr. 281): 

Ärv^^l — rfa,+ 1 - rfa^- (1 - flfa^y) 

= 1 - rf(a,+ a^- aj = 1 - daj;. (91) 

Die Formel (90) ergibt sich auch aus folgender Erwägung. 
Wären (x) und (j^) imabhängig von einander je auf das Kapital 1 
versichert, so wäre Ä^ + A^^ der Gesamtwert dieser Versicherungen. 
Zieht man davon den Wert A^^ der Versicherung auf das kürzeste 
Leben ab, so verbleibt der Wert der Versicherung auf das längste Leben. 

280. Einseitige Überlebeiunrersloherung. Das Kapital 1 
sei zahlbar am Ende des Sterbejahres von (x), wenn dieser vor (y) 
stirbt. Das Zeichen fdr diese auf das Leben (x) zugunsten von (y) 
abgeschlossene Todesfallversicherung ist Ai^ . 

Die Wahrscheinlichkeit, daß (x) im Laufe des n-ten Jahres vor (y) 
sterben werde, heiße n-ilffi«- 

Der Fall kann dadurch eintreten, daß (x) im n-ten Jahre stirbt 
und (y) dieses Jahr überlebt, was mit der Wahrscheinlichkeit 

(n-lPx-nPx)nPy («) 

ZU erwarten ist; aber auch in der Weise, daß beide Personen im n-ten 
Jahre sterben, aber (x) als erster, wofür, wenn man gleichförmige 
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Verteilung der Sterbefalle über ein Altersjahr annimmt, die Wahr- 
scheinlichkeit 

beträgt. Folglich ist 

-= ^ (n-lPzy- nPxy + n-lPxnPff- n--lP9nPx)l 

der letzte Ausdruck kann noch wie folgt umgestaltet werden. Es ist 

n—\Pxy nPxff « — 1 lalxy ) 

ferner ergibt sich aus n-\PxPx^\^ nPx^i^ ^^ 

n^x^l 
n — lPx f> 

^x-1 

und ebenso 

nPy-l 

n-iPp'^ p ; 

/'y _ 1 

daher hat man auch 

Mit Hilfe dieser Wahrscheinlichkeit berechnet sich nun Äi^ nach 
dem Schema: 

^xy-Y^^n^im,' (92) 

Für die numerische Ermittelung derartiger Versicherungswerte 
können nun verschiedene technische Formeln abgeleitet werden. 

Wir beginnen mit jener Näh€rungs(oTmeV)j die sich ergibt, wenn 
mau von den beiden Teilen (a), (/J), aus welchen sich „«iiQi„ zu- 

sammensetzt, den zweiten wegen seiner Eleinheit gegenüber dem 
ersten wegläßt, mit andern Worten: von der Möglichkeit, daß beide 
Personen in einem Jahre sterben, absieht und demgemäß setzt: 

n-ll?iy== L-lPx-'nPx)nPv 

dann wird gemäß der Formel (92) und den Entwickelungen in 
Nr. 279: 



1) Vgl. A. Zillmer, Die mathem. Rechnungen etc., 2. Aufl., Berlin 1887, 
p. 99 ff. 

19* 



292 FQnAer Teil. M»thamfttUohe Gnmdlagen der Lebentvenichemiig. 






D,J, D,I. 



Mit Benutzung des vollsiandigen Wertes (9) fOr ..xi^j^. ergibt 
sich die korrekte Formel: 






d«na es ist 



i['-"-' + ''-^-'^^> (»*> 



^t^.-il2„-^, a»ch Formel (81*), 

1 



1 



nach Formel (67). 



Bildet man neben A^ nach derselben Formel (94) auch A\,^^ so 

zeürt sich. daB 
'^ ^ ^i,+^j|,-^.,, (94*) 

wie dies auch sein muß; denn wird die Versicherungssumme ausbe- 
zahlt, ob {x) oder (y) als erster stirbt, so handelt es sich um eine 
gegenseitige Überlebensversicherung. 

Zur Beurteilung der beiden Formeln (93), (94) diene das folgende, 
mit den Grundlagen der Tafel VUI durchgeföhrte Beispiel Es handle 
sich um ^„. 

Nach der in Nr. 280 entwickelten Methode, welche auf die ge- 
nannte Tafel Anwendung findet, weil diese nach der Makehamschen 
Formel ausgeglichen ist, ergeben sich die erforderlichen Verbindungs- 
renten: 

*B6,M =" *8i^,si^ •" 16,143 

^4.« "^ *W,I4 "^ *80,80 "^ l0,099, 

ihre Eintragung in die Formel (93) führt zu 

^.» - 1 + !S?i 16'143 - 16,264 - 0,223; 
hingegen liefert die Formel (94): 
■^,«5 - T t^ ~ ^y^^^^ ' ^^'^^ + ^^^^ (1,0085 - 1,0070)] - 0,236 . 
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In einer andern Form, ebenfalls durch Renten ausgedrückt, er- 
hält man Ä^ , wenn man an die Darstellung (y) Ton «.i|9i,„ anknüpft; 

ersetzt man darin die Wahrscheinlichkeiten durch Zahlen aus der 



Sterbetafel, so wird 






-1 \%, = T ^ 1^- ; («) 

bei Annahme gleichförmiger Verteilung der Sterbefälle innerhalb einer 
einjährigen Altersklasse ist 

dann schreibt sich: 

und 



^1 == 



•af-l*y--L ^^ *ac + «_i»y + w_A. >--J- ^1 « + « V +«-4- 



1 — 2j^~i — T"! r'2j^ 



die hierin vorkommenden Summen bedeuten aber Postnumenmdo-Yer- 
bindungsrenten, die erste zur Verbindung (x — 1) (y — r-], die zweite 

zur Verbindung {x)(y — ^j , so daß 



-4i - 



l:,-i«y>_i ^^ V-' 



Ma..,,.x-1)— ^(a,,.|-l). (96) 



*« V • - ■ 'ff 



Man kann auch besondere Zahlenkolonnen zur Berechnung der 
einseitigen Überlebensversicherungen anlegen. Aus («) folgt 







n-l|3iy 


<*»+«• 






daher ist 








v» 


»-ll9iy = 


4 


»+«-1 v+«- 


1 






^hh 


? 


führt man nun 








* y 




und die Summen 




«y 


-t;'^.. 


-i^y-l 





(96) 



M\,y~Ci^+C_L + C_, + .-. (97) 

* + l,y + l « + 2,y + « 

als neue Zahlen ein, während fflj^ die bei Verbindungsrenten vor- 
kommende Zahl D bedeutet, so ergibt sich fElr Ä^ ein Ausdruck, 

»y ' *? zy ' 

der demjenigen fQr die einfache Todesfallversicherung ähnlich sieht^ 
nämlich 

^1,,'lf' (98) 

«y 
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Wird das Kapital 1 aasgezahlt, weDn (x) als zweiter stirbt, so 
heifie der Wert der Versichernng Ä* . Er ergibt sich durch die Be- 
merkung, daß die Summe aus Aj^ und A* notwendig A^ ist: denn 

(x) ist auf den Todesfall überhaupt yersichert, wenn er in der Ver- 
bindung {x)(y) sowohl auf den ersten wie auf den zweiten Tod ver- 
sichert ist. Man hat also zur Berechnung von A* den Ansatz: 

^i, + ^i, = ^.. (99) 

Es ist wohl zu beachten, daß A*^ yerschieden ist von Aj. Denn 

' xy xy 

A* ist eine Versicherung, zahlbar nach dem zweiten Tode, A^»^ aber 

eine nach dem ersten Tode fällig werdende Versicherung. 

Als Beispiel mögen die drei Versicherungswerte A^ ^, A^ ^ und 

-^50 40 '^orechnet werden; zur Grundlage diene die Tafel VIII. 

Zur Losung dieser Aufgabe sind bei Anwendung der Formel (94) 
die Verbindungsrenten 85^^40, »4», 40; *^o,89 notwendig. Nach dem in 
Nr. 280 erläuterten Verfahren findet man: 

®60,40 ^ ^46,10 46,10 ~ 1^,J78 , 
*49, 40 '^ *46^9 45,89 ^ 12,488 , 
%0,89 ^ *45,82 46,88 '^ 12,OOl ; 

femer ergibt sich 

^60.40 -^ 1 - Oj0338 . 12,278 == 0,58501 , 

und der Tafel entnimmt man 

^0 =- 0,52079 . 
Aus diesen Daten folgt: 

Ao,4o =" i [0,58501 + 11,488 • 1,0151 - 11,361 • 1,0098] = 0,38707 
Ao.4o = 0,58501 - 0,38707 = 0,19 794 
^Ä),4o - 0,52079 - 0,38707 = 0,13372. 

Eine Versicherung auf das Kapital von 1000 hat demnach den 
Wert: 

520,79, wenn sie zahlbar ist bei dem Tode von (50); 
585,01, wenn sie zahlbar ist bei Aufhören der Verbindung (50) (40); 
387,07, wenn sie zahlbar ist, falls (50) als erster stirbt; 
197,94, wenn sie zahlbar ist, falls (40) als erster stirbt; 
133,72, wenn sie zahlbar ist, faUs (50) als zweiter stirbt. 

291. AufJBresohobene nnd temporäre Überlebensversiohe- 
rungen. Eine um n Jahre aufgeschobene Überlebensversicherung 
auf den Tod von {x) zugunsten Ton (y) hat den Wert 

>li ^v^'pA^ ; (100) 

n\ xy nfxy x + ,^y + n' ^ ^ 
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denn sie kommt zur Auszahlung nur dann, wenn die Verbindung {x) (y) 
nach n Jahren noch besteht, hat dann den Wert A > , der durch 

Multiplikation mit t;" auf den gegenwärtigen Zeitpunkt zu diskon- 
tieren ist. Für v" j)jpy kann, wenn die Kolonne D^y vorhanden ist, 

f' + ^^y+J« gesetzt werden. 

xy 

Aus den Formeln (94*) und (99) folgt weiter: 

,i^i,-,i^, -„^ir (102) 

Für temporäre Versicherungen dieser Art ergeben sich unmittelbar 

die Ansätze: 

, ^» =^i - ,A^ (103) 

\n xp xy n\ xy V ' 

\n xy xy n\ xy C104') 

=» , -4 — . Ä^ 
\n xy \n xy 

\n xy xy n\ xy fl05) 

Wie man erkennt, ist A^ neben A^ und A diejenige Größe, 

durch welche sich die andern Versicherungswerte ausdrücken lassen, 
für die also besondere Tafeln anzulegen sind. Man wird solche nur 
für a; < y zu rechnen haben, weil die Fälle, wo die Versicherung auf 
den früheren Tod der jüngeren Person abgeschlossen wird, die häu- 
figeren sind. 

§ 8. Versicherungswerte, die von Invalidität abhängen. 

292. VorbemerkmigeiL. Die verschiedenen Versicherungsein- 
richtungen, die sich mit der Fürsorge für bestimmte Personenkreise 
befassen, gewähren in ihrer wirksameren Form Renten, außerdem in 
gewissen Fällen einmalige Leistungen. 

Der Beginn der Renten ist von dem Eintritt näher bestimmter 
Ereignisse abhängig: so der Anfall der Invalidenrente vom Eintritt, 
richtiger vom Ausspruch der Invalidität, der Anfall der Witwenrente 
vom Tode des (aktiven oder invaliden) Mannes, der Anfall der Waisen- 
rente vom Tode des Vaters, eventuell vom Tode der verwitweten 
Mutter. Durch Festsetzung einer Karenz kann ein Teil dieser FäUe 
unwirksam gemacht sein. Die Dauer der Rente ist an den Fortbestand 
eines Zustandes geknüpft: die Invalidenrente entweder au die Fort- 
dauer des Lebens (bei dauernder Invalidität) oder an den Fortbestand 
der Erwerbsunfähigkeit (bei vorübergehender Invalidität); die Witwen- 
rente an das Fortleben der Witwe, eventuell an den Fortbestand der 
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Witwenschaft, die Waisenrente an das Leben des yerwaisten Kindes 
längstens bis zur Erreichung eines festgesetzten Alters. 

Die Höhe der Benten kann mit einem konstanten Betrag zu- 
gesichert sein oder sie erfährt eine von der Dauer der Zugehörigkeit 
zur Versicherung abhängige Steigerung. 

Über die Bedingungen des Antritts der Benten, ihres Aufhörens^ 
ihrer Bemessung , ihrer Auszahlungs weise enthält das Statut , das 
Pensionsnormale der betreffenden Yersicherungseinrichtung, wenn sie 
privater Natur ist, beziehimgsweise das Gesetz, das sie als eine öffent- 
lich-rechtliche begründet, die erforderlichen Bestimmungen. 

Der Yersicherungstechnik erwächst einer solchen Institution gegen- 
über die Aufgabe, die Beschaffung der zur Sicherung der Leistungen 
erforderlichen Mittel zu regeln. Diese Aufgabe löst sich in eine Beihe 
von Einzelaufgaben aus, die um so mannigfaltiger sich gestalten, je 
komplizierter die Bestimmungen des Statuts oder des Gesetzes sind. 
Es kommen dabei Bewertungen der bereits angefallenen und noch 
fortdauernden Benten wie auch Bewertungen von Anwartschaften auf 
künftige Benten und einmalige Leistungen in Betracht. Bei Be- 
gründung der Einrichtung, bei Schaffung des Statuts oder des Ge- 
setzes, hat man es nur mit Anwartschaften zu tun. Handelt es sich 
während des Bestandes der Einrichtung um die Prüfung ihrer finan- 
ziellen Lage, so treten Barwerte beiderlei Art zugleich auf. 

Zur Durchführung der Bechnungen sind neben der Wahl des 
Zinsfußes statistische Erfahrungen über die in Betracht kommenden 
Ereignisse und menschlichen Massenzustände erforderlich. Die Aus- 
wahl dieser Erfahrungen unter dem zur Verfügung stehenden und 
sachgemäß bearbeiteten Tatsachenmaterial erfordert Umsicht und 
kritische Erwägung aller in Betracht kommenden umstände, soll man 
sich eine Anpassung der Bechnung an die Wirklichkeit innerhalb 
nicht zu weiter Grenzen versprechen dürfen. 

Man kann die Frage auf werfen, wie weit es sich empfehle, mit 
der Bechnung den Bestimmungen des Statuts oder des Gesetzes nach- 
zugehen. Die Antwort wird abhängen von der finanziellen Tragweite 
der einzelnen Norm, von dem umfang der Bechenarbeit, die ihre Ein- 
beziehung erfordert, hauptsächlich aber, ob die hierzu erforderlichen 
statistischen Daten vorhanden sind. Es wird zu überlegen sein, ob 
die rechnerische Behandlung einer Detailbestimmung gegenüber der 
unvermeidlichen Unsicherheit der Bechnungsgrundlagen noch zu recht- 
fertigen ist. Im allgemeinen muß es als zweckmäßig bezeichnet 
werden, in der Detailierung der Bechnung ein gewisses Maß zu halten^ 
auf Kompensationen bedacht zu sein, wenn man sich zu Vereinfachungen 
der Annahmen, die bei jeder technischen Bechnung getroffen werden 
müssen, veranlaßt sah, dafür aber alle Sorg&lt zu verlegen auf die 
ständige Vergleichung des wirklichen Geschäftsverlaufs mit dem nach 
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den Ghnmdlagen zu erwartenden unter eingehender Analyse der yer- 
schiedenen Arten der Belastung, um auf diese Weise einer Verbesserung 
des Rechnungsplanes vorzuarbeiten. 

Im nachfolgenden wird eine Auswahl von Barwerten behandelt, 
um daran die Methoden der Rechnung zu erULutem. 

293. Aktivitftto-, Invaliden-, Witwen- nnd Waisenrenten. 

Als Grundlagen für die Bestimmung der Barwerte dieser Renten haben 
außer dem Zinsfuß zu dienen: 

bei der Aktivitatsrente eine Ausscheideordnung der Aktiven, ({/); 

bei der Invalidenrente eine Sterbetafel der Invaliden, (IJ)] 

bei der Witwenrente eine Sterbetafel der Frauen, (Z^); 

bei der Einderrente eine Sterbetafel der Kinder, (ZJ. 
Durch die Wahl der Buchstaben x, y, b zur Bezeichnung des 
Alters bei Männern (aktiven und invaliden), Frauen und Kindern ist 
für die Lesbarkeit der Formeln gesorgt und in vielen Fallen die Ver- 
wendung komplizierter Zeichen erspart 

Die Berechnung all dieser Renten geht technisch ebenso vor 
sich wie bei Zugnmdelegung irgend einer Sterbetafel, also mit Be- 
nutzung der diskontierten Zahlen und ihrer Summen, welche die Be- 
zeichnungen erhalten: 

sind auch Doppelsummen notwendig, so bekommen sie das Zeichen S 
mit den entsprechenden Suffixen. 

Der Barwert der vorschüssigen Aktivitatsrente y die flüssig bleibt 
durch die ganze Dauer der Aktivität von (x\ ist sonach 

''',-W-a- (1) 

X 

Der Barwert der vorschüssigen InvcUidenrente, zahlbar bis zum 
Ableben des Invaliden (x), stellt sich auf 

\-^r (2) 

X 

Der Barwert der vorschüssigen Rente, die an eine Witwe (y) bis 
zu deren Ableben zu leisten ist, betragt 

%-^' (3) 

y 
Die Waisenrente hat den Charakter einer temporaren Rente, weil 
sie zahlbar ist bloß bis zur Erreichung eines festgesetzten Alters t\ 
für eine Waise vom Alter z ist also ihr Wert 

i'-A-^^'; ' (4) 

führt man indessen, wie dies in der Regel geschieht, die Sterbetafel l. 
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nur bis zu dem Gliede l^, die Kolonnen D und N nur bis Df-it ^t^if 
wobei Nf_^'^ Df_^, so schreibt sich für diese abgekürzte Tafel die 
Waisenrente wie eine lebenslängliche Rente 

a,-^- (4*) 

Alle diese Formeln gelten für ganzjährige Fälligkeit Ist unter- 
jährige, insbesonders, wie dies zumeist der Fall ist, monatliche Flüssig- 
machung bedungen, dann treten alle jene Umformungen auf, wie sie 
bei der Leibrente vorgeführt worden sind; man setzt nämlich bei- 
spielsweise 



aj") - »a. - 93 



a 



SB 



'»,(»») _ 'a, _ © mit (g _ 0,46330 , 0,46408 , 0,46489 

V"'=" «r-® bei i= 0,03, 0,035, 0,04. 

Werte der vorstehend angeführten Renten, gerechnet auf den 
(Grundlagen, welche fftr die technische Durchführung der Pensions- 
versicherung der Privatbeamten in Österreich^) gewählt worden sind, 
finden sich in den Tafeln IX und X, und zwar 

**a^^**) in Taf. IX; Grundlagen: die Erfahrungen am Nichtzug- 
personal aus 1868 — 1884 in der Bearbeitung von Zimmermann 
(Nr. 250); Z^k, 

'a, in Taf. X; Grundlagen: die Erfahrungen an sämtlichen pen- 
sionierten Eisenbahnbediensteten aus 1868 — 1884 in der gleichen Be- 
arbeitung; 3}7o- 

ay(") in Taf. X; Grundlagen: Deutsche Sterbetafel för Frauen 
(Nr. 225); Z\\. 

jig_,a,^'*) in Taf. X; Grundlagen: Summen der Lebenden aus der 
Deutschen Sterbetafel für Männer und Frauen (Nr. 225); Z\% 

Die vorangeführten Rentenwerte lassen schärfere Fassung zu, der 
aber praktisch zumeist deshalb nicht Rechnung getragen werden kann, 
weil es an den nötigen statistischen Erfahrungen mangelt. 

Die Aktivitätsordnung ist eine Ausscheidekx&Ay die beiden Ursachen 
des Ausscheidens sind Tod und Invalidität. 

Auch bei den Invaliden handelt es sich in manchen Fällen nicht 
um eine eigentliche Absterbe-, sondern um eine Ausscheideordnung^ 
indem der Bezug der Rente unter Umständen außer durch Tod auch 

1) Gesetz vom 16. Dezember 1906, Reichsgesetzblatt Tom 1. Januar 1907. — 
Lithographiertes Tabellenwerk von A. Riedel, Triest 1909, nebst ergänzenden 
Bemerkungen (1910). Riedel hat femer eine lithographierte ^^Tabellarische 
Auswertung der Rechnungsgrundlagen für Beamte npensionsfonds^* (1910) ver- 
öffentlicht, die sich auf die S. 217 und 21S erwähnten, von ihm stammenden 
Daten stützt und mit 47o gerechnet ist. 
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durch Reaktivierung und eventuell auch noch aus anderen Ursachen 
aufhören kann. 

Die Berechnung einer flüssigen Witwenrente sollte auf eine Aus- 
scheideordnung der Witwen gegründet werden, bei der außer dem 
Ableben auch der Wiederyerehelichung Rechnung getragen ist; eine 
allgemeine Frauensterbetafel aber umfaßt ledige, verehelichte und ver- 
witwete Frauen, Kategorien, denen sicher nicht gleiche Sterblichkeit 
zukommt. 

Der Bewertung einer flüssigen Waisenrente sollte eine Sterbe- 
tafel verwaister Kinder unterlegt werden; denn es ist a priori anzu- 
nehmen, daß die Sterblichkeit unter solchen eine andere ist als bei 
Kindern, die sich der mütterlichen Obsorge zu erfreuen haben; in 
aller Strenge müßten auch Renten von Doppelwaisen nach anderer 
Grundlage behandelt werden als Renten von ein&chen Waisen. 

Auf die Invalidenrente soll wegen ihrer außerordentlichen Wich- 
tigkeit noch des näheren eingegangen werden. 

294. Invalidenrenten anf Grund einer zweifach abge- 
stuften AuBSCheideordnung. Wenn bei der Invalidenversorgung 
nur dauernde Invalidität in Betracht gezogen wird, wie dies bei den 
privaten Einrichtungen dieser Art imd auch bei jenen öffentlichen 
geschieht, die es mit Berufsin Validität zu tun haben, z. B. bei der 
neuerdings begründeten Privatbeamtenversicherung, so wird die Be- 
wertung flüssiger Invalidenrenten nach einer Invalidensterbetafel zu 
geschehen haben; es stehen nach dieser Richtung zunächst fast aus- 
schließlich Aggregattafeln zur Verfügung, welche die Sterblichkeit nur 
nach dem Moment des erreichten Alters und nicht auch nach der 
abgelaufenen Rentenbezugsdauer abstufen. 

Anders liegen die Verhältnisse bei der in großem Maßstabe be- 
triebenen öffentlich-rechtlichen Invalidenversicherung. Hier erfordert 
die richtige Beurteilung des finanziellen Effektes eine möglichst sorg- 
fältige Bewertung der Invalidenrenten. Aber erst der reichsgesetz- 
lichen Invalidenversicherung war es nach längerem Bestände möglich, 
die zur näheren Erforschung des Ausscheidens aus dem Rentenbezuge 
nötige Beobachtungsbasis zu gewinnen uud einen beachtenswerten 
Ansatz zur Erstellung einer meifach abgestuften Ausscheideordnung der 
Invalidenrentenempfänger zu machen. 

Die Ergebnisse der letzten derartigen Untersuchung stammen aus 
dem Jahre 1906^) und betreffen die in dem Zeiträume 1891 — 1899 
beivilligten Renten; ihre Zahl betrug 

1891—1897 196487 
1898/99 169 840 

zusammen 866 327 ; 



1) Amtliche Nachrichten des Reichs- Versicherungsamts 1906, 1. Beiheft. 
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125 835 


d. i. 95,1 7o 


5474 
1052 
132 361 . 


41 

n » "fi » 



daTon betrafen 247 745 männliche und 118 582 weibliche Personen. 
Bis zur Wiederkehr des Rentenbeginntages im Jahre 1903 waren 
davon ausgeschieden: 

durch Tod 

durch Reaktiyierung 

aus anderen Ursachen 

überhaupt 

Die Gliederung der Ausscheidungen erfolgte im ersten Bezugs- 
jahre nach Monaten ; in den fünf folgenden Jahren nach Quartalen 
und von da ab nach Jahren; die längste zur Beobachtung gelangte 
Bezugsdauer betrug 12 Jahre. 

Die erste der beiden folgenden Tabellen gibt einen Einblick in 
die bedeutende Einflußnahme der Rentenbezugsdauer auf die Aus- 
scheidewahrscheinlichkeit. Unter ^[«j+ib ist analog wie bei der Sterb- 
lichkeit unter Versicherten die Wahrscheinlichkeit des Ausscheidens 
Ton Rentenempfängern zu verstehen^ die im Alter x in den Bezug 
der Rente eingetreten und bis zum Ausscheiden Je Jahre darin ver- 
blieben sind. Man sieht aus der Zusammenstellung, daß der Einfluß 
in den jüngeren Altem ein viel stärkerer ist als in den mittleren und 
höheren und daß erst vom 50. Jahre an eine allmähliche Umkehr ia 
der Bewegung der Ausscheidewahrscheinlichkeiten beginnt, weil dann 
der Einfluß des Alters den der Bezugsdauer zu überwiegen anföngt; 
vom Alter 80 an ist das Verhalten völlig umgekehrt gegenüber dem 
der jungen Jahre. Während von den 40- jährigen Rentenempfängern, 
die im ersten Bezugsjahre stehen , 369,5 7oo ausscheiden, betragt das 

Männliche Invalidenrentner. 



Alter bei 
Beginn [x] 


%^ 


^W + i 


^[x] + 2 


^W+4 


^W + « 


^W + 8 


^[x\ + 10 


^W + il 


•s| 

^1 


26 


0,5870 


0,8180 


0,1910 


0,0975 


0,0627 


0,0474 


0,0894 


0,0888 


86 


80 


,4790 


,2780 


,1710 


,0914 


,0612 


,0484 


,0418 


,0408 


41 


36 


,4240 


,2455 


,1515 


,0860 


,0609 


,0499 


,0487 


,0484 


46 


40 


,8695 


,2150 


,1845 


,0817 


,0609 


,0514 


,0468 


,0475 


51 


45 


,8170 


,1850 


,1195 


,0789 


,0618 


,0529 


,0517 


,0582 


66 


60 


,2660 


,1555 


,1050 


,0764 


,0631 


,0570 


,0610 


,0680 


61 


65 


,2165 


,1290 


,0945 


,0789 


,0650 


,0680 


,0745 


,0785 


ee 


60 


,1720 


,1110 


,0901 


,0760 


,0785 


,0870 


,0960 


,1010 


71 


65 


,1480 


,1040 


,0921 


,0916 


,1010 


,1115 


,1240 


,1810 


76 


70 


,1810 


,1080 


,1065 


,1175 


,1810 


,1465 


,1640 


,1740 


81 


75 


,1385 


,1310 


,1385 


,1550 


,1740 


,1970 


,2240 


,2390 


86 


SO 


,1640 


,1740 


,1850 


,2100 


,2390 


,2720 


,8090 


,3290 


91 


85 


,2240 


,2890 


,2250 


,2900 


,8290 


,3720 


,4190 


,4440 


96 


90 


,8090 


,8290 


,8500 


,3950 


,4440 


,4970 


,5540 


• 


101 


95 


,4190 


,4440 


,4700 


,5250 


• 


• 


• 


• 


• 


100 


,5540 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 
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Ausscheidepromille bei 40- jährigen ^ die bereits 10 Jahre im Renten- 
emp&nge standen , nur 41,3 %o; ^^ 70- jährigen ist die Ausscheide- 
intensitat bei den gleichen Modalitäten durch 131,0 und 96,0^/^, bei 
80-jahrigen beidemale durch 164,07oo ausgedrückt. 

Die zweite Tabelle soll das erheblich ungleiche Verhalten der 
beiden Geschlechter yor Augen führen. 

Was die Entstehung der zweifach abgestuften Tafeln anlangt, so 
sind sie aus den für Altersquinquennien gefundenen Zahlen durch 
graphische Interpolation abgeleitet worden. 

Durchnitts- Ausscheidewahrscheinlichkeiten. 



Alter bei 












Beginn 

[X] 


i 


^W 


^W+« 


^W + 6 


^[x]+9 


20—24 


m. 


0,6620 j 


0,1482 


0,0648 


0,0269 


w. 


,4680 


,0946 


,0491 


,0472 


25 29 


m. 


,5110 1 


,1165 


,0577 


,0446 


w. 


,8210 


,0677 


,0487 


,0278 


80—84 


m. 


,4460 


,1064 


,0683 


,0516 


w. 


,2845 


,0586 


,0868 


,0198 


85—89 


m. 
w. 


,4015 
,1918 


,1077 
,6488 


,0712 
,0846 


,0684 
,0518 


40—44 


m. 


,8668 
,1708 


,0978 
,0449 


,0660 
,0371 


,0647 
,0464 


46—49 


m. 
w. 


,8082 
,1072 


,0924 
,0896 


,0651 
,0877 


,0602 
,0449 


50—54 


m. 


,2490 


,0852 


,0706 


,0785 


w. 


,1068 


,0427 


,0442 


,0495 


55 59 


m. 


,1882 


,0811 


,0784 


,0818 


w. 


,0897 


,0459 


,0545 


,0611 


60—64 


m. 


,1595 


,0822 


,0978 


,1110 


w. 


,0758 


,0484 


,0645 


,0981 


65—69 


m. 


,1488 


,1021 


,1222 


,1564 


w. 


,0858 


,0715 


,1014 


,1358 


70—74 


m. 
w. 


,1147 
,0625 


,1158 
,0819 


,1648 
,1249 


,1452 
,2087 


75—79 




,1255 

,0782 


,1588 
,1228 


,1997 
,2021 


,8282 
,2222 



Auf Orund dieser Ausscheidewahrscheinlichkeiten ließe sich eine 
Abfallsordnung der Invaliden konstruieren und mit dieser — wir be- 
zeichnen ihre Zahlen mit lL^^^ (l-=0, 1,... 10) und die Zahlen der 

SddußtsSel mit V^^^ — könnte ebenso operiert werden, wie mit einer 

zweifach abgestuften Sterbetafel bei Berechnung der Leibrenten 
(Nr. 264). 

Indessen können auch, wenn einmal die Renten für die Schluß- 
tafel berechnet sind, die Renten für die zehnjährige Yorperiode nach 
einer Rekursionsformel berechnet werden, indem nämlich (Nr. 259 (4*)) 

V]+*-^ 1 +^ (1 - ^W+*) Vi+t+n (5) 

nimmt man der Reihe nach 1c » 10, 9, • • • 0, so ei^eben sich sukzessive 
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aus 'a,^.ii die Werte von 'a[,3+io> '*[xi+9; • • • \x]f deren letzter den 
Barwert der Rente bei ihrem Antritt oedeutet. 

In dieser Weise ist von den deutschen Erfahrungen bei der 
technischen Begründung des österreichischen Sozialgesetzentwurfes 
Gebrauch gemacht worden^). 

296. Anwartsohait eiiies Aktiven anf eine konstante 
Invalidenrente. An Grundlagen sind zur Bewertung dieser Anwart- 
schaft erforderlich die Aktivitatsordnung, die zugehörigen Invaliditats- 
Wahrscheinlichkeiten und die Sterbetafel, beziehungsweise die Aus- 
scheideordnung der Invaliden. Die Gestaltung der Formeln hängt von 
den Bestimmungen über den Antritt und Bezug der Rente und davon 
ab, wie weit man diesen Bestimmungen Rechnung tragen wilL 

L Die eine Rechnungsweise nimmt an, alle in einem Altersjahre 
invalid gewordenen treten mit dem Beginn des darauffolgenden Alters- 
jahres in den Bezug der Rente. Ist also x das gegenwärtige Alter 
des Aktiven, so stellt sich der Barwert der Belastung aus dem 

n + 1-ten Jahre als Produkt aus der Wahrscheinlichkeit -^^, den An- 

fang jenes Jahres als Aktiver zu erleben, der Wahrscheinlichkeit 
w^^„, im Laufe dieses Jahres invalid zu werden, dem Barwert *^g^^^i 
der am Schlüsse des Jahres fällig werdenden Rente und dem der 
Zwischenzeit entsprechenden Diskontierungsfaktor if + ^ dar, beträgt also 

X "^x 

setzt man^) 

^iK + n^xJ^x + n^l-DÜ^n 
D^+n + Dx + n + l + K!+n' 

SO ergibt sich der Barwert einer unmittelbar beginnenden Anwart- 

Schaft als Summe der Werte —^^ für w «— 0, 1,2 , . . .; gebraucht man 

Dl 



für ihn das Zeichen ^a*f so ist demnach 



1) Denkschrift über die Berechnung des Beitragserfordernisses in der In- 
validen- nnd Altersversicherung etc. Wien 1909. 

2) Anmerkung betreffetid die Beeeichnungaweise. In diesem Paragraphen sind 
zur Bezeichnung verschiedener Zahlenausdrücke Zeichen verwendet, die den 
Zeichen für die Grundzahlen D, iST, S; C, Jlf, B nachgebildet sind. Um sie von 
diesen, die sich auf Absterbe- und Ausscheideordnungen beziehen, zu unter- 
scheiden, sind für sie andere Typen: D, Ni S» Ci Mi R gewählt worden, deren 
Suffixe jedem einzelnen Fall angepaßt sind. Desgleichen ist das a, das hier 
wiederholt zur Bezeichnung der Barwerte von Anwartschaften gebraucht ist, von 
dem Zeichen a für die gewöhnliche Kente, durch Schrifttype und Suffixe ge- 
nügend unterschieden. 
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"a,-^- (8) 

Ist eine Jt-jährige Karenz yorgesehen, so hat die Sammierung 
mit n»i zu beginnen; man erhalt dann 

IT* 

"a,==-^. (9) 

X 

Erfolgt die Zahlung monatlich^ so ist in(7)'a^^^^i durch 'a^'J^^^ 
zu ersetzen. 

Der Vorgang sieht einmal Ton den Sterbef ällen^ die im Alters- 
jahre der Invalidisierung selbst erfolgen^ ab und verlegt zum andern 
alle Inyalidisierungen an das Ende des Jahres. 

II. Ändert man die Auffassung nur dahin ab^ daß alle Inyalidi- 
sierungen auf die Mitte des Jahres zusammengezogen werden^ und 
läßt man die Renten yon da an beginnen, wo ihr Barwert mit 'a^^^^i 

zu bezeichnen wäre, so tritt an die Stelle der ersten Formel in (7) 

während alles andere wie früher yerläuft; für 'a^^^^i kann unter 

Anwendung linearer Interpolation zwischen die Renten zu ganz- 
jährigen Altem 

2 

genommen werden. 

III. Modifiziert man die Auffassung unter I dahin, daß man auch 
die Todesfälle im Inyalidisierungsjahre in Rechnung zieht, so kommt 
an die Stelle der ersten Formel in (7) zu schreiben: 

vD' w (l-?^^^fa =n«' • (7**) 

alles übrige bleibt wie vorhin. 

Nach dieser Formel sind die Werte der Anwartschaft auf In- 
validenrente in Taf X gerechnet und zwar auf den in Nr. 293 nam- 
haft gemachten Grundlagen der Pensionsversicherung der Privatbeamten 
in Osterreich. 

IV. Als Beispiel einer in das Detail der Bestimmungen eingehenden 
Rechnung führen wir die folgende Entwicklung an. Die Rente be- 
ginnt am ersten des der Invalidisierung folgenden Monats, wird von 
da ab monatlich bis zum Tode gezahlt; die letzte Auszahlung erfolgt 
am Ende des Sterbemonats (gleichbedeutend mit dem Anfang des 
darauffolgenden Monats). 

Bei der Anlage der Rechnung wird die Annahme gemacht, daß 
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InTalidisierungen und Sterbefälle wahrend eines Altersjahres sich 
gleichmäßig über dieses verteilen^ daß also die Inyaliditäts-, beziehungs- 
weise Sterbenswahrscheinlichkeit ffir einen aliquoten Teil des Jahres 
gleichkommt dem entsprechenden aliquoten Teil der jährlichen Wahr- 
scheinlichkeit. 

Die Belastung, welche aus den Invalidisierungen auf der Alters- 
stufe {x + n,x + n + l) erwächst; setzt sich zusammen aus den Zah- 
lungen, die schon während dieses Altersjahres entstehen, und aus den 
fortlaufenden Rentenzahlungen an alle jene, die das Ende dieses Alters- 
jahrs als Inyalide erleben; der Wert dieser letzteren Zahlungen, auf 
den Beginn der Rechnung diskontiert, ist 

Zum Barwert der erstgenannten Teilzahlungen gelangt man auf 
folgende Art. Von den Inyaliden, die in den ersten v^l Monaten 
4es Altersjahres entstehen, leben am Anfang des i^-ten Monats noch 

V — 1 ja /i V — 1 II \ 

im 1^■ten Monat kommen 7^ T ^ «; ^ hinzu, and an alle diese ist nach 

den obigen Bestimmungen zu Anfang des v -f 1-ten Monats Zahlung 
zu leisten, so daß in diesem Zeitpunkte im ganzen 

1« V 24 ^* + V 

Rentenraten im Betrage von je -- zu zahlen sind; ihr auf den Beginn 
-der Rechnung diskontierter Wert ist 

^ '' 144 r — 2r~^*+»j' 

nimmt man hierron die Summe über v ^ l, 2, , . , 12, so ergibt sich 
^er Barwert der Teilzahlungen 

^ 1 1 ' 



wenn 



IS 9 18 



jü2''"-'.^I<.''-')''"-f ("» 



gesetzt wird. 
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Von der Smnme aus (A) und (B), welche die Belaetung aus den 
lüYalidiiienmgeii auf der Altersstufe {x + n, x + n + i) darstellt; 

entfallt auf einen der ursprünglichen ^ Aktiyen des Alters x der 
Betra 

„n + liai iJilf) „nia ._ (^ ?* + » ä I 



+ 



< 



jyii iilt) jyi ( ^*+*tf) 

Dl DJ 
Setzt man also 

SO stellt sich die Anwartschaft auf Invalidenrente wieder in der Fonn 



a<^(lt) NS 



K -^ (11) 

dar. 

Zur Berechnung der J)l brancht man jetst sweierlei diskontierte 

Zahlen: JT— vT, If*^v'f\ femer die Inyaliditäts-. die Inraliden- 

Sterbenswahrscheinlichkeiten, die 12-tel-InTalidenrenten und die Eon- 
stanten a, /?, die bei 47o die Werte haben: 

a - 0,627137, /J - 0,283778. 

Es sei bemerkt^ daß man statt D*^^««^«' i[^tr^ auch f;*J^«iD^,d, h, 

die diskontierten Zahlen der InYaliden, die aus den Aktiven der 
einzelnen Alter auf Orund der Aktivitätsordnung herrorgehen. 

296. Anwartschaft auf steigende Invalidenrente. Die 

Steigerung der Inyalidenrente kann aus zwei Ursachen entspringen: 
aus der Skala^ die angibt, in welchem Verhältnis die Pension nach 
Maßgabe der zurückgelegten Dienstzeit zu dem jeweilen anrechenbaren 
Gehalt oder Dienstbezug überhaupt zu stehen hat, und ans Gehalts- 
erhöhungen. Von der letzteren sehen wir hier ab. 

Als erstes Beispiel sei eine Inyalidenpension folgender Konstruktion 
Torgeführt: 10 Jahre Karenz, dann* 40% des Höchstbetrags der Pension, 
hierauf jährliche Steigerung um 27o durch 30 Jahre, nach 40 Jahren 
fällt die Höchstrente («» 1) unbedinffi als JUersrmie lu. 

Der Wert dieses Pensionsanapmoha aetit sich ansaounen aus der 
Anwartschaft auf eine frühestens nach 10 Jahren mit 0,4 beginnende, 

Osaber, Wahnoheinliohkeitsreobnung. IL 8. Aufl. 20 
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sodann bis zum 40. Jahre jahrlich mit 0,02 steigende nnd Ton da ab 
konstant bleibende Invalidenrente — der Wert dieser Anwartschaft ist 

LT ' 

und aus einer um 40 Jahre aufgeschobenen Aktivitatsrente, durch 
welche der unbedingte Anfall als Altersrente ergänzt wird, indem die 
Rente von da ab auch an die aktiv verbleibenden mit dem Höchst- 

betrage zu zahlen ist; der Barwert dieses Teiles ist *t^ , somit der 

Barwert des ganzen Pensionsanspruchs 

0,4 n:;,, + 0,02 (s:;„ - s:;^) + ir^^ 



D' 



« « 



(13) 



X 



Die U*** können auf Grund der Formel (7*) gerechnet werden, 
wobei, wenn monatliche Zahlung festgesetzt ist, 'a durch 'a^^) zu er- 
setzen kommt, während im dritten Gliede die monatliche Zahlung in 
die Bildung der N^ einbezogen werden kann. 

Handelt es sich um die Feststellung des Beitragserfordemisses für 
eine zu gründende Pensionseinrichtung, so kommt nur der eben be- 
rechnete Wert der Anwartschaft bei Eintritt in die Versicherung in 
Betracht. Soll hingegen die finanzielle Lage einer bereits bestehen- 
den Einrichtung geprüft werden, dann treten auch Anwartschaften 
nach verschiedenen Dienstdauern in die Rechnung ein. 

Als zweites Beispiel, bei dem auch solche Anwartschaften be- 
stimmt werden sollen, diene eine Invalidenpension mit folgender Skala: 
Nach 5-jähriger Karenz 15 7o des Gehalts; dann durch drei Jahre 
Steigerung um 17^; weiter durch 26 Jahre Steigerung um 2^^, so 
daß nach 34 Dienstjahren 707o ^^^ Gehaltes erreicht sind, bei denen 
es für die fernere eventuelle Dienstdauer verbleibt. Es soll die An- 
wartschaft am Beginn und nach jeder bereits zurückgelegten Diensi- 
dauer angegeben werden. Die Rente wird monatlich im vorhinein 
ausbezahlt. 

Im Sinne der Auffassung 11, Nr. 295, ist der Barwert der Renten- 
einheit, stammend aus den Invalidisierungen des n -f 1-ten Jahres^ 
durch 

£)«< ± V^*> +*a^^*^ 

-^ gegeben, wo D^'+n =" ^' K+n ^^x+n '^^ 2 '^^^' ' 

X 

Mithin ist der Wert der Pensionsanwartschaft für einen Aktiven 
des Alters Xy der am Beginn seiner Dienstzeit steht, in Prozenten 
des Gehalts: 
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^{i5d:v5+i6d:v.+i7d:;,+i8d:;,+2od:% 

— -- {l5N, + 5+Sx + 6 + S,V» — 2S, + 86}- 

Bei Zurücklegung jedes der nächsten yier Jahr schieben sich die 
Alterszeiger um je eine Einheit vor^ so daß die Anwartschaft nach 
5 Dienstjahren y also unmittelbar nach der Karenz , den Barwert hat: 

^{i5n:'+s:v.+s:v*-2s:U}- 

X 

In den folgenden drei Jahren bleiben der erste und der zweite 
Alterszeiger konstant^ während die beiden andern, entsprechend der 
Annäherung an den Beginn der 2-prozQntigen Steigerung^ um je eine 
Einheit vorrücken; gleichzeitig steigt mit jedem dieser Jahre der 
Koeffizient des ersten Gliedes um je eine Einheit, so daß die Anwart- 
schaft nach 6, 7 und 8 Dienstjahren der Reihe nach die folgende ist: 

^- {i6n:'+ s:;,+ s:u-2s:;,,} 

X 

^{i7n:'+s:;,+s:u-2s:U} 

X 

1 i^r^icr^* r>a«* ^c«»* 



Dt 



{i8n: + 2s:;x-2s:u} 



Von da ab findet jährliche Steigerung um 2 % statt bis zum roU- 
endeten 34. Dienstjahr; bezeichnet man also allgemein mit n (8 < n < 84) 
die Anzahl der zurückgelegten Dienstjahre, so stellt sich der unmittel- 
bare Anspruch auf 2 (n -|- 1) und steigt mit jedem Jahre um 2, so 
daß der Barwert der Anwartschaft beträgt: 

^{2(n+l)Dr + 2(n + 2)D:U+2(n + 3)D:U+... 

+ 70(DxU— + Dr+»6— + • • •) } 



-i-{2(n+i)N:'+2s:;x-2s:u-.}- 



Nach Ablauf von 34 Diens^ahren bleibt der Anspruch konetant 
gleich 

N!' 

20* 
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297. Anwartsoliaft eines verheirateten InT^Ude^ auf 
Witwenpeneion. Ein Invalider vom Alter x sei mit einer Frau 
Yon^ Alter y verheiratet, die in de9 Bezug einer Leibrente 1 eintreten 
soll, wenn (x) vor ihr stirbt. Die Anwartschaft hierauf stellt sich 
als eine einseitige Überlebensrente dar, bei der (j^) die begünstigte 
Persoii ist (Nr. 982). Nach den 2^ der eben zitierten Stelle ange- 
gebenen Bedingungen für den Beginn der Rente wäre also der Barwert 

a , «= a — a , 

x\y y xy' 

^ auf Orupd eiiier Frauensterbetafel, n^y l^uf Onm4 dieser und einer 
I^VAÜdeputerbetofel z\i r^abnen. 

Ip 4fir Pr^s wird der Anfall der Rente zpmeüit wS den Beginn 
des dem Tode des Mannes folgenden Monats festgesetzt und erfolgt 
die Auszahlung monatlieh. Diesen Bestimmungen k^nn in folgender 
Weise Rechnung getragen werden. 

Man nimmt an, daB die Todesfälle eines Altersjf^hres zusammen 
in dessen Mitte erfolgen und daß die dann entstehenden Witwen in 
ißU Bezug d^ Rente gelangen; daraus entspringt pro Witwe für das 

n + 1-te Jahr eine Belastung der Gegenwart im Betrage 

* + -d'' 2 er l a(") -l-a("> 

"^x y 

wenn man die Rente a,^^^ 1 zwischen die Renten zu den Altern 
ff + n und y + n + l linear interpoliert. Setzt man also 



JL 2 "" l^x + n^yi-l 



V 



9 



(14) 



Ux-k-n^y-k-n* Xjf-hn-k-l^y + n + l*"' ' ^x-k-n,y + %f 

SO drückt sieh die Anwartschaft auf Witwenrente wie folgt aus: 

x*y 

Diese Formel wäre für alle auftretenden Alterskombinationen 
X, y auszuwerten. Man wird die Ausrechnung direkt für eine Aus- 
wahl von Altem x und von AltersdifPerenzen x -^y vornehmen und 
die übrigen Werte durch Interpolation herstellen, wobei lineapQ Ein- 
schaltung zumeist ausreichen dürfte mit Rücksicht anf die limgpame 
Änderung der Werte der Formel. 

298. Anwartschait eines Aktiven anf Witwenpension. 

l^ach einem verheirateten Aktiven k^nn die Witwenpension dadurch 
fällig werden, daß er in der Aktivität stirbt oder daB er früher in- 
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Talid wird und als solcher stii'bt^ bdd^ljliftl nxiter A^t Yöi^iulMiaEiüig, 
daB die Frau ihn überlebi Soll die Anwärtsohaft fttr eineti der- 
malen ledigen Aktiven gerechnet werden ^ so wird die Kenntnis der 
Heiratswahrscheinlichkeit auf den terschiedenen Altersstufen über- 
haupt und der Wahrscheinlichkeit, daß die Yei'heiratung mit einer 
Frau bestimmten Alters erfolge, als ttechenelement notwendig. 

Gegenüber dieser Komplikation der Aufgabe stellen wir uns auf 
den praktischen Standpunkt wie er sich in einet* Pensionseiilriehttdäig^ 
die auch die Witwenversorgung einbezieht^ in der RejgA ergibt Es 
werden dann Erhebungen über den Altersaufbau der Aktiven (der M 
versichemden überhaupt) und über ihre ZiyilstandsyerhältBisse hento* 
gezogen, insbesondere in der Richtung, daß die Anzahlen der Ver- 
heirateten und die AltersgUederung der mit ihnen verbundenen Fronen 
der aufgestellten Statistik entnommen werden.^) Diese Daten ermög- 
lichen es, gewiäite DUreh^chniUstcerte zu befechnen, mit dei'en Hilfe 
dann an eine Abschätzung der Anwartschaften mit verhältnismäßig 
einfacherem Rechnungsaufwand geschritten werden kann. 

Die Erhebungsresultate mögen in folgender Form vorliegen: 

Gezählt wurden L« Aktive des Alters x\ davon sind L«,y^, Ll!,y^i 
• • • Lx,y, mit Frauen der Alter Vtf ffif * • - jf^ beziehungsweise^ also 

^^Lx,y überhaupt verheiratet, so daß 

Vi 

9p 



die aus diesen Daten abgeleitete Wahrscheinlichkeit des Verheiratet- 
seins eines x-jährigen Aktiven überhaupt und 

die Wahrscheinlichkeit ist^ mit einer Frau des Alters y verheiratet 
zu sein. 

I. Auf Grund dieäer Zivilstandsdaten und einer Fraueüsterbetafel 
ist der durchschnitUiche Barwert der Witwenrente nach einem im ÄU$r m 
verstorbenen Aktiven zu bestimmen; bezüglich der Rente wird vor- 
schüssige monatliche Auszahlung vorausgesetzt. 

Bezeichnet man diesen durchschnittlichen Wert mit *a^^^l, wo 



1) Solche Erhebungeti Idnd beiBpielsweise ror Begtflndolig des ftÜeTfeichi- 
Bchen PriTatbeamtengeHetzes in den beteiligten FersonenkreiBen gepflogen worden. 
Siehe ,,Die ErgebniBse dei flbto die BtandeBTerbaltniBie der Privatatigeilölllen im 
Jahre 1896 eingeleiteten amtlichen Erhebungen^^ I. Teil, p. 120 — 127. 
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die Einklammerung des y andeuten soll, daß es sich um eine Mittel- 
bildung in bezug auf das Frauenalter handelt, so hat man zu setzen 

U. Auf Grund derselben Ziyilstandsdaten^ einer Frauensterbe- 
tafel und einer Inyalidensterbetafel ist die durchschnitäiehe Anwart- 
Schaft auf Witwenrente nach einem im Älter x invalid gewordenen 
Aktiven zu bestimmen; bezüglich der Auszahlung der Rente wird die- 
selbe Modalität vorausgesetzt wie vorhin. 

Als Zeichen fär diesen Durchschnittswert werde "V\*\ verwendet: 

*vy) ' 

da im Augenblicke des Invalidwerdens^ sofern dann y da.s Alter der 

Frau ist, die Anwartschaft den in Nr. 297 bestimmten Wert a^^*| hat, 
so ist 

«'a^"^ « V -^ V^*^ - ^' '^ . f 17^ 

*(y) y^i ja ^\y t« ^ ^ 

Man wird diese nach (16) und (17) auf Grund der unmittelbaren 
Beobachtungsdaten berechneten Durchschnittswerte einer Ausgleichung 
unterziehen, wozu ein graphisches Verfahren ausreicht. 

Ul. Mit Benutzung der eben gefundenen Durchschnittswerte den 
Barwert der Anwartschaft auf Witwenrente nach einem gegenwärtig 
a;-jährigen Aktiven überhaupt zu bestimmen. 

Stirbt der Aktive im n + 1. Jahre als Aktiver, wofür die Wahr- 

scheinlichkeit — — besteht, so wird der Durchschnittswert V"^ ^ i . . 

ja f « + « + -^ i(y) 

fällig, sofern man die Sterbefälle auf die Mitte des Jahres zusammen- 
gezogen denkt; diesen Durchschnittswert kann man in linearer Inter- 
polation durch 

*« + *h(y)^ *a: + n + l,(y) 



ersetzen. Dieser Teil der Anwartschaft hat, auf den Beginn der Rech- 
nung bezogen, den Wert 

« « 5.+^ V"^ 1 = - ^— V'*^ 1 TA^ 



Wird der Aktive im n -f- 1-ten Jahre invalid, wofür die Wahr- 
scheinlichkeit -^^^ besteht, so wird der Durchschnittswert **a^^^'^^£^^ 
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der Witwenanwartschaft fällig, den man entsprechend durch das arith- 
metische Mittel der beiden Nachbarwerte ersetzen kann wie vorhin. 
Dieser Teil der Anwartschaft hat, auf den Beginn der Rechnung dis- 
kontierty den Wert 

" "^ T «^* + « ai (li) ___ ^x + n a.- (11) .j.. 



Die Summe aus (A) und (B) gibt die ganze aus dem n + 1-ten 
Jahre stammende Anwartschaft, und setzt man 

V 

so schreibt sich schließlich die gesamte Witwenanwartschaft 



N" 
»*(y) " -^ ' ^^^) 

X 

Die Durchführung erfordert die diskontierten Zahlen der durch 
Tod ausscheidenden Aktiven, C^, die diskontierten Zahlen der aus der 

Aktivenordnung hervorgehenden Invaliden, 2);^, und die zuvor ge- 
rechneten Durchnittswerte.^) 

IV. Wenn bezüglich der Witwenrente die gleichen Bestimmungen 
über deren frühesten Beginn und ihr Steigerungsverhältnis getroffen 
sind wie im ersten Beispiel in Nr. 296 bezüglich der Pension des 
Mannes, so stellt sich der Barwert der Anwartschaft eines x-jährigen 
Aktiven pro 1 der Witwenpension beim Eintritt in die Versiche- 
rung auf 

^-^n:,,,^^,+o,o2(s:,, ,^,^s-^,,,^,) 



dabei ist 



Sx + n.(y) ^ lC + n,(y) + lC + n + l.(y) + ' * ' (21) 

Ist in dem zweiten in Nr. 296 behandelten Beispiel einer stei- 
genden Invalidenpension die Anordnung getroffen, dafi der Anspruch 
der Witwe jederzeit 50^0 dessen betragt, worauf der Gatte im Zeit- 
punkte seines Ablebens Anspruch hat, so drücken sich die Anwart- 
schaften eines a;-jährigen Aktiven auf Witwenrente je nach der be- 
reits zugebrachten Dienstzeit durch Formeln genau desselben Baues aus, 

1) Man vergleiche hiermit die Dantellong bei B. Leu bin, Yersichenmgs- 
technische Orientierung etc., Bern 1908, und die Behandlung der Witwenanwut- 
Schaft in dem „Statut der allgemeinen Peniionsanstalt für Angestellte etc.^, Ver- 
ordnungsblatt des k. k. MiniBteriums des Innern, Nr. 7, Wien 1908. 
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wie sie dort f&r die Invalidenrente aufstellt worden aind; j^ock 
treten an die Stelle der Zahlen N«'? S« nunmehr die Zahlen l^^cy), 
Sx(y); nnd an die Stelle des Nenners If kommt 22)^ au schreiben, so 

daß beispielsweise der Barwert der Anwartschaft zu Beginn der 
Dienstzeit 

r^ l 15Nx + 6,(y)+ ^af + 6,(y)+ Saf + 9,(y) ^ 2S, + M,(y) J ' 

X 

nach Zurücklegung der vollen Dienstzeit 

N" 



35 



'-p(y) 



D' 



X 



betragt; alles in Prozenten des dem Manne anrechenbaren Lohnes. 

299. AnwartMliait eines Invaliden auf Waisenrente. 

Es sei bestimmt; daß eine Waise nach dem Tode des Vaters eine in 
monatlichen Raten im vorhinein zahlbare Rente vom Jahresbetrage 1 
auf die Dauer ihres Lebens , längstens aber bis zur Vollendung des 
18. Lebensjahres zu erhalten habe. Der Vater gehört dem Stande 
der Invaliden an und steht im Alter Xy das Kind im Alter ß (< 18). 

Die Rente wird im n -f 1-ten Jahre fällige wenn der Vater im 

Laufe desselben stirbt, wofür die Wahrscheinlichkeit —-^ betteht, 

und das Kind dieses Jahr überlebt, was mit der Wahrscheinlichkeit 

*'Y^^ 2u erwarten ist Trägt man den sonstigen Bestimmungen da- 

durch Rechnung, daß man annimmt, die Sterbefälle würden aUe in 
der Mitte des Jahres erfolgen und demgemäß auch die Waisenrenten 

in diesem Zeitpunkte beginnen, so drückt sich der aus dem n + 1-ten 
Jahre stammende Teil der Anwartschaft durch 



«+i-<'«-f «'*+n + l ^(12) , _ ^g + n ^<+« 4-1^(12) , 



s 

(It) 



aus; dabei kann wie in den andern analogen Fällen für a^^'^^ i 






+ « + 1 



genommen werden. 
Setzt man 



^4? + n** + 11 + 1^ (12) 



1_ 

f 2 



*+n+l "■ D, + n,* + n> (ß^) 



V 

Bo erjfibt sich der Gesamtwert der Anwartschaft durch Summierong 
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des Anteils • — - 7" über n =» 0, 1, • • • bis ans Ende der beim Kindes- 
alter 18^ beziehungsweise 17 abgebrochenen Tafel; setzt man also 

d:., + Di+ v+i + • • • + du„_.,„ - n:..» (23) 

so ist dieser Gesamtwert 

'b^^-5^- (24) 






DU 



300. AnwartBCliaft eines Aktiven anf Waisenrente. Hin- 
sichtlich des Beginns^ der Aaszahlong und der Daner der Rente gelten 
dieselben Bestimmungen wie in Nr. 299. Der Vater gehört dem 
Stande der Aktiven an und steht im Alter x, das Kind im Alter (< 18). 

Zur Bewertung dieser Anwartschaft; kann dasselbe Verfahren ein- 
geschlagen werden wie bei der Anwartschaft eines Aktiven auf Witwen- 
rente. Hierzu sind der DurchschniUsbarwert der Kinderrente nach 
einem im Alter x verstorbenen Aktiven und der DurchschniUsbarwert 
der Anwartschaft auf Kinderrente nach einem im Alter x invalid ge- 
wordenen Aktiven erforderlich. Zur Bestimmung dieser Durchschnitts- 
werte mögen Erhebungen zur Verfügung stehen in folgender Form: 

Gezählt wurden 1j« Aktive des Alters x\ auf diese entfallen nach 
der Zählimg ^. , K^^^ , • • • Jf^^ Kinder des Alters z^^ ^i; • • • ^^ he- 

ziehungsweise^ also ^K^ ^ Kinder unter 18 Jahren überhaupt^ so daß 

'Km 

die relative Häufigkeit j^jähriger Kinder unter den minderjährigen 
Kindern der a;-jährigen Aktiven und 

^x 

die relative Häufigkeit jer-jahriger Kinder unter rr-jährigen Aktiven 
überhaupt ist. 

L Mittels dieser Daten drückt sich der durchschnittliche Barwert 
der Kinderrente nach einem Aktiven , der im Alter x als Aktiver 
stirbt, durch 



a 



'^.'^^^-"^-^^ (25) 



»1 *** — X 

aus. 
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IL Der durchschnüUiche Barwert der Anwartschaft auf Kinder- 
renken iLach einem im Alter x invalid gewordenen Aktiven stellt sich auf 






« V"\ - >' =^ V"^ - ^ . (26) 

x(i) ^^ ja x\» ja V / 

in. Aus diesen beiden Durchschnittswerten berechnet sich der 
Barv?ert der ganzen Anwartschaft wie folgt. 



Stirbt der Aktive als solcher im n -{- 1-ten Jahre. wofQr 

n 

die Wahrscheinlichkeit ist; so wird, falls man die Sterbefälle in der 
Mitte des Jahres geschehen annimmt, der Durchschnittswert "ä^"'^^J;_,j 

fällig; der Barwert hiervon , auf den Beginn der Rechnung diskon- 
tiert; ist 

X 

Wird er im selben Jahre invalid, was mit der Wahrscheinlichkeit 
-^^ bevorsteht, und zieht man zum Zwecke der Näherung die In- 

validisierungsf alle auf Mitte des Jahres zusammen, so wird die durch- 
schnittliche Anwartschaft *'a^^!^ ^ i / % fällig: der Barwert dieser Erwar- 

*+»«+Yt(«) ö' 

tung zum Zeitpuukt der Rechnung ist 

^ ja a^ + „ + i,(,)= 1 ftx + n + I.W \P) 



Für die auf Mitte des Jahres bezogenen Durchschnittswerte in 
(A) und (B) können die arithmetischen Mittel der beiderseits benach- 
barten Tafelwerte genommen werden. 

Durch Vereinigung von (A) und (B) ergibt sich der Teilwert 

der Anwartschaft, der aus dem n + 1-ten Jahre stammt; setzt man 

±_ I paa a (18) , W a» (12) \ « Tk** 

J_ l ^« + n **x + n+-|-.(»)'T"-^x + n »*x + n + i-,(.) / ^x + n,it) 

ijx + n,{x) ' JL)x + n + l,(*) • ' ' ' "* -lNx + n,(*) \^ V 

und summiert über n » 0, 1, 2, • • •, so kommt man zu dem Gesamt- 
wert der Anwartschaft eines a;-jährigen Aktiven auf Waisenrente in 
dem angeführten Ausmaße, die sich dann schreibt: 

ax,(,)--^ • (^») 
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Die Beohnung ist so gef&hrt^ daß jedem Kinde, dessen Alter 
unter 18 Jahren liegt, nach dem Tode des Vaters eine Rente im Be- 
trage 1 zufallt Bei Waisenstammen können bezüglich des Ausmaßes 
und der Dauer der Rente yerschiedene Bestimmungen getroffen sein, 
z. B. daß die Rente aufrecht bleibt, bis auch das jeweilen jüngste 
Kiad das 18. Lebensjahr ToUendet; man sucht dann Grenzen für die 
Anwartschaft zu erhalten, indem man einmal den Durchschnittswert 
nach dem jüngsten Kinde und ein zweitesmal unter der ungünstigsten 
Annahme bildet, daß dieses jüngste Kind das 18. Lebensjahr sicher 
YoUendet; zwischen diese Grenzen schaltet man den definitiven Wert ein. 

lY . Zu einer einfacheren Schätzung der Anwartschaft auf Waisen- 
rente nach einem ar-jährigen Aktiven kommt man, indem man von 
der Unterscheidung, daß er als Aktiver oder als Invalider sterben 
kann, absieht und der Rechnung eine Sterbetafel zugrunde legt, welche 
Aktive und Invalide zusammenfaßt und mit Hilfe des durchschnitt- 
lichen Barwerts (A) bloß für den Todesfall rechnet. Ist (2J die be- 
treffende Sterbetafel, so hat man 

als Belastung aus dem n + l-ten Jahre; mit den Bezeichnungen 

i * 

V 

schreibt sich dann die Gesamtbelastung, wenn beispielsweise 10-jährige 
Karenz stipuliert ist, wie folgt: 

(12) Nx+£0^) 

10\^x,{$) ^ J) 

301. Einmalige Leistungen. Neben den in Rentenform fort- 
laufenden Zahlungen werden mit einer Pensionsversicherung häufig 
auch einmalige Leistungen mit verschiedenem Zweck in Verbindung 
gebracht. 

Als eine einmalige Leistung erscheint die Abfindung oder Ab- 
fertigimg, welche gezahlt wird, wenn ein Versicherter während der 
Karenz für den Anfall der Invalidenrente invalid wird; durch sie soll 
ein Teil der geleisteten Einzahlungen rückersetzt werden. 

Ein anderer Fall einmaliger Zahlung besteht in der Abfertigung, 
die an die Witwe und eventuelle Waisen nach einem verheirateten 
(verwitweten) Versicherten ausgefolgt wird, wenn dieser innerhalb der 
Karenz stirbt 

Auch das Sterbegeld (Begräbniskostenbeitrag), das bei Pension^- 
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einrichtungen mitunter eingeführt ist^ um den Hinterbliebenen zur 
Bestr^tung der mit dem Begräbnis und der letaten Erankh^t rep- 
bundenen Auslagen behilflich zu sein, gehört zu den einikialigeil 
Zahlungen. 

Finanziell treten solche Leistungen gegenüber den Rentenbe- 
lästungen wesentlich zurück. Ihre Bew^ung soll an einigen speziellen 
Beispielen gezeigt werden. 

I. Bei einer InyalidenpensionsYersioherung mit Ä^jahriger Karenz 
sei eine Abfindung für den Fall yorzeitig eingetretener Invalidität ror- 
gesehen und nach einer Skala t^i) p2> * * ' Pit geregelt^ welche die Ge- 
haltsprozente ausdrückt, die gezahlt werden, wenn die InyalidittLt im 
Laufe des 1., 2., • • • Jb-ten Jahres eintritt. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß für einen Aktiven des Eintrittsalters 

. . J 

X die Abfindung im n + 1-ten Jahi*e fällig werde, ist durch -^^ ge- 

geben; auf Mitte des Jahres reduziert entspriLgt daraus eine Behü^tung 
vom gegenwärtigen Barwert 

^ fi r« + l J_ Vn + l 

ist. 

Der Gesamtbarwert des Anspruches auf Abfindung stellt sich 
demnach für einen Aktiven des Alters Xy der 0, 1, • • • Ä — 1 Dienst- 
jahre zurückgelegt hat^ beziehungsweise auf 

-^{P^K + VzK^, + • • • + ^,K^u-^} 



4- p^iK ■ 

II. Bei einer mit Witwenversorgung verbundenen Invalidenpensidns- 
versicherung mit A;-jähriger Karenz sei für den Fall des vorzeitigen 
Todes eine Abfertigung an die eventuell verbleibende Witwe votgesehen, 
deren Ausmaß im voraus festgesetzt ist ohne Bücksicht auf die zurück- 
gelegte Dienstdauer. Es ist der Wert der Einheit dieses Ansplfuches 
zu bestimmen. 

Die Erledigung dieser Aufgabe setzt die Kenntnis solcher Zivils- 
standsdaten voraus, aus welchen für einen a:-jährigen Aktiven (in Sf- 
mangelung solch spezieller Daten für einen :z;-jährigen überhätij^t) die 
Wahrscheinlichkeit h^^ verheiratet zu sein^ abgeleitet wenden kann. 
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Der Barwert des Anspruches stellt sich dann als Wert einer tem- 
porären Ablebeosrersicherung des Al^iven auf deii Betrag der Ab- 
fertigung. 

Erfolgt der Tod im n + 1-ten Jahre, so ist der Barwert der Ab- 
fertigongseinheit 



H^t 



^ + nK + H 



- ' 2 * + « 2, * + " 

X 

«ofem die Sterbefälle auf Mitte des Jahres zusammengezogen werden; 
durch Summierung dieses Ausdrucks über n « 0, 1 • • • Ä; — 1 ergibt 
sich der Gesamtwert: 



Die Zahlen i^^ sind a^s einer Aktivenordnung 2^ nach der 
Pormel ä1°' == o^f zu rechnen. 

m. a) Bei einer Inyalidenpensionseinrichtung sei fllr jeden Ak- 
tiven, der infolge Todes ausscheidet, ein Sterbegeld ausgesetzt. Es 
ist der Barwert dieses Sterbegeldes für einen Aktiven des Alters x 
zu bestimmen. 

Es handelt sich um eine Ablebensversichenmg, die sieb auf die 
ZaUep der Aktivenordnung i^\ als Zahlen de]? liebenden und die 
eben definierten Zahlen (f* der Toten stützt. Zieht man, wie in der 

X ' 

vorstehenden Rechnung, die Sterbefälle auf die Mitte des Jahres zu- 
sammen, so ist damit schon dem umstände Rechnung getragen, daB 
das Sterbegeld unmittelbar nach dem Tode auszuzahlen ist (Kr. 277, (59)). 

Wird also (T"-!- C*;^^ + • • . = M^^ gesetzt, so hat die Anwart- 
schaft a^f das Sterbegeld \ den Barwert 



aa 



M 
***** 



X 



b) Das Sterbegeld sei nach dem Tode sowohl der Aktiven als 
der Invaliden zahlbar. Es handelt sich wieder um den Barwert feiner 
Einheit. 

Bei einem bereits invaliden, dessen Alter x ist, kommt dieser 
Barwert einer unmittelbar nach dem Tode fälligen Ablebensver- 
sicherung, gerechnet auf Grund einer Sterbetafel der Invaliden, gleich, 
ist also 

^— ^— • 
l_ 
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Die Anwartschaft eines Aktiven setzt sich aus zwei Teilen zu* 



sammen: der erste^ soweit er das n + 1-te Jahr betrifiR^ entspringt 
aus der Möglichkeit des Ablebens im aktiven Zustande und hat den 
Ausdruck 






1« i. ' 

der zweite erwächst, wenn Invalidität eintritt, und betiBgt 

|i • ^___^ *. — A I • 



setzt man also 



aa T\J 

aa 



c;i. D 



^x+n ' y^x + n + l + •••=" JM,4.„; 

SO schreibt sich der Gesamtwert der Anwartschaft auf Sterbegeld 



M 

X 



aa 



iK 



Man kann die Anwartschaft auf Sterbegeld in dem gegenwärtig 
behandelten Falle ohne Trennung der Aktiven und Invaliden auf 
Grund einer rechnungsmäßig hergestellten Tafel eines sogenannten 
gemischten Bestandes (vgl. Nr. 252) abschätzen. Zur Gewinnung einer 
solchen Tafel geht man von der Aktivenordnung ({^) aus, benutzt 
Invaliditäts- und Invalidensterbenswahrscheinlichkeiten und macht eine 
Annahme über jenes Alter, in welchem die Invalidisierung beginnt; 
es sei dies das Alter x (15 bis 20). Nach n Jahren seien neben 
i*^^ Aktiven, wie sie die Aktivenordnung angibt, noch l^l^^) Personen 
vorhanden, die aus den vorhergegangenen InvalidisieruDgen stammen; 
dann soll 

x + n *+n "^ x+n KT*'/ 



die Anzahl der x + n-jährigen in der Tafel des gemischten Be- 
standes sein. 
Nun ist 

C«-C.-.(i-3l'+,-i)+Cn-i«'.^«-.(i-4C.-i);(30) 

der erste Teil stammt von den Invaliden, die schon im Alter x + n — 1 
vorhanden waren, der zweite Teil von den Aktiven dieses Alters. Mit 
Hilfe dieser Rekursionsformel kann man, da voraussetzungsgemäß 



1) Mit vorübergehend veränderter Bedentang dieses Zeichens (vgl. Nr. 862). 
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l^* — ist, die aufeinanderfolgenden l^* nnd damit auch die suk- 
zeesiren l^ berechnen; es ist nämlich: 

r-0 

X 

Es ist zu beachten, daß die Zahlen l^ den altersmäßigen Abfiedl 
einer Personengemeinschaffc darstellen, bei der ein Teil durch Invali- 
dität und Tod, der andere bloß durch Tod ausscheidet. 

Man benutzt nun diese Tafel ({J wie eine Sterbetafel und rechnet 
nach ihr die Anwartschaft auf Sterbegeld fELr alle Personen des Be- 
standes, aktive und invalide, als eine unmittelbar nach dem Tode 
fällige Ablebensversicherung, also nach der Formel 



M, 

^I>. 



IL Abschnitt. Prämien. 

§ 1. Einmalige und Jahresprämien. 

302. Allgemeine Kennzeichnung des ▼ersichemngs- 
gesch&ftes. Das Versicherungsgeschäft besteht in einem Austausch 
von Versicherungswerten gegen Barwerte oder von Versicherungs- 
werten gegeneinander. Von Nebenumständen abgesehen li^ dem 
Oeschäfke als oberstes Prinzip die Gleichwertigkeit der Tauschobjekte 
zugrunde. 

Der Versicherer gewährt die Versicherung, worunter versicherungs- 
technisch bewertbare Anwartschaften jeglicher Art verstanden werden 
sollen, gegen einmalige oder fortgesetzte (laufende) Prämienedhlung 
des Versicherungsnehmers. 

Über den abgeschlossenen Versicherungsvertrag wird dem Ver- 
sicherungsnehmer eine Urkunde, die Police, ausgestellt, welche die 
beiderseitigen Verpflichtungen genau festsetzt und die Bedingungen 
angibt, unter welchen der Vertrag bis zu seiner Abwicklung aufrecht 
bleibt. £ine Police heißt prämienfrei, wenn für sie keine Pramien 
mehr zu zahlen sind. Dies tritt z. B. ein, wenn der Versicherte seiner 
Zahlungspflicht auf einmal, durch eine einmalige Prämie, nachgekommen 
ist, oder wenn für die laufende Prämienzahlung eine Frist festgesetzt 
ist| kürzer als die Dauer der Versicherung; nach Ablauf dieser Frist 
wird die Police prämienfrei. Andere FäUe werden noch zur Sprache 
kommen. 
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Die jEToMf^^beatimmang der Prämienzahlungen der Yerttchernnge*« 
nehmer besieht darin, die Mittel au&abringen, welche den Yeraieherer 
zur Einlösung aller übernommenen Fer^icA^rutt^^yerpflichtungen in den 
Stand setzen. 

Außerdem aber haben sie mehrere JVai^enbestimmungen zu erfüllen, 
die indessen für die glatte und sichere Abwicklung des Geschäftes 
nicht minder wichtig sind. Es seien hier als die hauptsächlichsten 
angeführt: a) Die Deckung der mit dem Abschlüsse neuer Versiche- 
rungen yerbundenen Aufwendungen und der Kosten für die fortlaufende 
Verwaltung des Unternehmens; b) die Bildung von Bücklagen, die 
man zusammenfassend als Sicherheitsfonds oder freie Reserven bezeichnet 
und die den Zweck haben, das Unternehmen gegenüber den unver- 
meidlichen Fluktuationen der maßgebenden Faktoren und außerordent- 
lichen Bedarfsfällen sicherzustellen; c) die Bildung von Gewinn, der 
bei Aktienunternehmungen teils dazu verwendet wird, das Aktien- 
kapital zu verzinsen, teils den Versicherten oder einem Teil derselben 
zugeführt wird (Versicherung mit Anteil am Gewinn). 

Der Anteil der Prämie, welcher der Hauptbestimmung dient, 
heißt Nettoprämie] seine Ermittelung ist, sobald einmal die Grund- 
lagen gewählt sind, eine rein versicherungsmathematische Aufgabe. 

Der den Nebenzwecken dienende Anteil der gezahlten Prämien 
heißt kurzweg Zuschiag\ er wäre nach seiner Bestimmung zu gliedern 
in einen Zuschlag für die ersien Unkosten (Akquisitions- oder Er- 
werbskosten: Abschlußprovision, ärztliche Untersuchung, Ausfertigung 
der Police), einen für die dauernden Unkosten (Regiekosten : Inkasso, 
Verwaltung, Steuern), einen dritten zur Bildung von Rücklagen, even- 
tuell einen vierten zur planmäßigen Ansammlung von Gewinn. Bei 
der Feststellung der Zuschläge kommen neben versicherungstechnischen 
auch kommerzielle Bücksichten zur Geltung; eine allgemein gültige 
Theorie ihrer Bemessung kann es daher nicht geben. 

Die um den Zuschlag erhöhte Nettoprämie heißt JBiru^^ oder 
Tarifprämie] sie ist in den Tarifen verzeichnet^ auf Grund deren die 
Verträge abgeschlossen werden. 

Aus den Prämien und etwaigen Policengebühren, femer aus den 
dureh Veranlagung disponibler Summen (in Wertpapieren^ Inunobilien, 
Hypothekardarlehen, Darlehen auf die eigenen Policen usw.) erzieltoi 
Zinserträgen setzen sich die Einmkhmen einer Versicherungsuntei^ 
nehmung ausammen. Die Ausgahen bestehen der Hauptsache nach 
in den ausgezahlten Versieherungsaummen, den Verwaltungsauslagan 
im weitesten Sinne und der eventuellen Gewinnausachüttung. 

Quellen des Gewinnes (oder auch des Verlustes) liegen in der 
Wahl der Grundlagen: Sterbetafeln oder dgl. und Zinsfuß, und in der 
Bemessung der Zuschläge. 
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348. Vrtto- und BrattoprimiML Der Znaam mmihftng zwischen 
der Tersicheningtteclmiseh festgesetzten Nettc^rSmie P und der Bmtto- 
prämie 'P wird in der Regel eine der folgenden Formen »nfweisen: 

F - P(l + x) (1) 

F-P + c (2) 

F-P(l + x) + «. (3) 

Im Falle (1) ist der Zuschlag «P zur Nettopramie dieser selbst pro- 
portional und betragt 100« Prozent derselben. Im Falle (2) ist er 
Ton der Hohe der Nettoprämie nnabhangig. Im Falle (8), wo er 
«P + ^ betragt, setzt er sich ans einem der Nettoprftmie proportionalen 
und einem konstanten Teile zusammen. 

Die Grrößen x, c werden im allgemeinen Tom Beitrittealter ab- 
hängig sein, etwa so, daB sie mit größeren Altersabschnitten Tariieren. 

Häufig drückt man den Zuschlag als Bruchteil der Bruttoprämie 

aus; alsdann schreibt sich der Zusammenhang zwischen ihr und der 

Nettoprämie: 

F-P + aF, (4) 

ein Ansatz, der mit jenem (1) übereinstimmt, und zwar ist dann 



X — 



1 — a 

Die Bildung der Bruttoprftmie aus der Nettoprftmie geschah bisher 
und geschieht auch heute noch zumeist auf empirischem Wege, unter 
Benutzung mannigfacher Erfiihrungen. Doch entwickelt sich auch 
bereits eine Theorie der Bruttoprftmien, die im Haushalt des Yer- 
sichefungswesens das ümundauf bilden; man sucht sie so zu kon- 
struieren, daß eine gerechte Verteilung der Lasten auf die Venicherten 
stattfinde; parallel damit geht das Streben, die Versicherten audi an 
den erzielten Vorteilen nach Maßgabe ihrer Beteiligung an den Lasten 
partizipieren zu lassen. Der Venicherungstechnik £eülen dabei wich- 
tige und schwierige Aufgaben zu, die sie jedoch nur im Verein mit 
kaufinännischen und geschSftspolitischen Erfahrungen und ErwBgungen 
lösen kann. GegenwSrtig soU jedoch Yon der inneren Struktur der 
Bruttoprämie abgesehen werden, da es sich nur um ihre Gegenüber- 
stellung zur Nettopramie handelt. 

Die Bestimmung der Nettoprftmien erfolgt in der Weise, daß sie 
in ihrer Gesamtheit und bei fortgesetzter Verzinsung nach dem zugrunde 
gelegten Zinsfuße gerade ausreichen, die sukzessive fällig werdenden 
Versicherungssummen auszuza^en, Torausgesetzt, daß die Tersicherten 
Massenerscheinungen genau so yerlaufen, wie es den adoptierten sta- 
tistischen Grundlagen (Sterbetafeln, InyiJiditStstafeln usw.) entspricht 

Was also diese Grundlagen betrifft^ so stützt sich die Berechnung 
der Nettoprimien auf den Eintritt des wahrscheinlichsten Falles. Man 

Osnbar, Waligmh«liil1fthWlfrw»hBiiag. IL 8. ▲«>. w 
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bezeichnet dss Piinupi das der Nettoprämienberechiiaiig zugrunde 
liegt^ als das Äqmvdlmiprinaip: Leistung des Yersickerera nnd (Gegen- 
leistung des Versicherten haben sich im TersichemngstechnischeD 
Sinne das Gleichgewicht zu halten. Die mathematische Formulienmg 
dieses Grundsatzes besteht in einer Gleichung^ auf deren einen Seite 
der Barwert der Leistungen des Versicherten, auf deren anderen Seite 
der Barwert der Leistungen des Versicherers steht. 

Ein ParaUekrehen der yersicherteu Massenerscheinungen mit den 
gewählten Gruauagen ist niemals zu erwarten; im auAersten Falle 
finden Schwankungen um dieselben statt. Eine anhaltende Abweichung 
in einem Sinne kann je nach der Versicherungsart die Gebarung in 
einem fCir das Unternehmen günstigen oder ungünstigen Sinne beein- 
flussen. So wird, wenn das Absterben rascher^ mit stärkerer Intensität 
vor sich geht, als es der Tafel entspricht^ wenn also Üherstertiidikeit 
anhält, die Todesfetllversicherung ung^ünstig beeinflußt sein, weil die 
Summen rascher flllig werden, als die Rechnung es annimmt; für 
die RentenTcrsicherung dag^en wäre eine solche Erscheinung günstig, 
weil sie gegenüber der Rechnung ein rascheres Ablaufen der Renten 
zur Folge hätte. Gerade umgekehrte Wirkungen würde UmtertiiA" 
keU äußern. 

Es wäre eine Wahl der statistischen Grundlagen denkbar, die 
die Anbringung yon Zuschlägen an den Nettoprämien entbehrlich 
machte, indem der aus den (günstigen) Abweichungen fließende Ge- 
winn zur Deckung aller übrigen Erfordernisse ausreichte. Praktisch 
wird dies aber nicht geübt; yielmehr erfolgt die Wahl zwar mit Vor- 
sicht, aber doch so, daß der wirkliche Verlauf dem rechnungsmäßigen 
möglichst nahe kommt. 

347. Binwiallge Prämie. Der Versicherungsnehmer kann eine 
Versicherung dadurch erwerben, daß er gleich beim Abschluß den 
ihr entsprechenden Barwert erlegt, der als einmaUge Prämie bezeichnet 
wird. Man nennt diesen Vorgang auch die hapUaUsche Begründung 
einer Versicherung. . 

Außer dieser praktischen Bedeutung kommt der einmaligen Prämie 
in der ganzen Versicherungsrechnung große Wichtigkeit zu. 

Wenn im folgenden ron Prämie kurzweg gesprochen wird, so 
soll darunter die Nettoprämie yerstanden sein. 

Diese Bemerkung yorausgeschickt, kann der fundamentale Satz 
ausgesprochen werden: 

Die einmaUge Prämie für eine Versicherung ist dem tfersiehenmgs- 
tedmischen Werte der Uttieren gleich. 

Mit der im ersten Abschnitte erfolgten Bestimmung der Fer- 
sicherungswerte ist demnach auch schon die Berechnung der einmaligen 
Prämien erledigt 

Es ist also beispielsweise die einmalige Prämie: 
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1. fQr eine auf n Jahre laatende Erlebensveraicheniiig der 
Person («): 

-*' - -ß- 

[Nr. 301, (3)]; 

2. ffir eine sofort beginnende Postnumerando-Leibrente: 

[Nr. 303. (7)]; 

3. fQr eine oacb tt Jahren begiimende, dann bis nun Ableben 
iriUirende Rente (Altersrente): 

• 1*» D 
[Nr. 304, (8)]; 

4. fttr eine lebensl&ngliche TodesfidlTersichemng: 

A •- — ^ 

[Nr. 309, (25)]; hierbei ist Anszahlong am Ende des Sierbensrersiche^ 
mngsjahres Torausgesetzt; bei sofortiger — d. L baldmöglichster — 

Liquidierung soUte die Prämie ^.(l + {) l>etragen [Nr. 321, (61)]. 

Indessen wird die Tode^AllTersioherang Tiel&ch aach dann mit dem 
obigen Betrage bewertet^ wenn sie in kflrzeeter Frist ansbesaUt wird; 
der dadurch entstehende Ausfidl wird aus den ZusohUgen gedeckt 
Französische Gesellschafken nehmen Ä^(l + i) statt Ä^, rechnen also 
so, als ob die Auasahlung am Beginne des Yenichemngqahres er- 
folgte, in welchem der Tod eintritt^). 

5. Für eine gemischte Yersichemng mit der Distanz von n Jahren 
ist die einmalige Pnlmie 

[Nr. 313, (41)]. 

Die vorstehenden Formeln stützen sich auf eine AggregattafeL 
Geschieht die Rechnung nach einer Selekttafel, so erfiihren die For- 
meln bloß eine formale Abänderung, indem das Beitrittsalter einge- 
klammert wird: [x]] über die saohliche Bedeutung dieser Abänderung 
ist in Nr. 307 und 312 das nähere mitgeteilt — Die Formel für die 
Einmalprämie der gemischten Versicherung lautet insbesondere 

warn n größer ist als die Zahl der unterschiedenen Anfangqahre; 
Jf,^., D«^« sind dann aus der Sehlußtafel zu mtnehmen. 

1) G. Bohlmann, Sa^kL d. mathemai ^Wisiensoh. I, p. MO. 
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An dem Beispiele der lebensUbiglichen TodeBfallyersichemiig wird 
naolistehend sifliBrnmSßig dargetan, daß der dmoh die einmaligen 
Prfanien gebildete Fonds mit seinen Zinsen gerade ausreicht^ um alle 
Yerncherangfrerpflichtimgen zu decken. Der Tabelle liegt die Tafel Vlil 
sogronde. Es wird angenommen, dafi 1273 Personen im Alter von 
90 Jahren (so viele fUirt die Tafel bei diesem Alter an) sich anf 
das Kapital 1 gegen Einzahlung der aus diesen Grundlagen berech- 
neten einmaligen Prämie 0,90980 yersichem. Der so gebildete Fonds 
per 1168,19 tragt, xu 3^7o angelegt, bis zum Schlüsse des ersten 
Yersicherungqahres 40^68 an Zinsen, erreicht also die Höhe 1198,72; 
dadurch, daß nun f&r die in diesem Jahre TorgefiUlenen 402 Todes- 
fälle die Yersichenmgssamme ausbezahlt wird, sinkt er auf 796,72, 
den Fonds am Beginne des zweiten Jahres. So geht dies fort; am 
Ende des zwölften Jahres ist der Fonds auf 1 reduziert, mit welchem 
Betrage die Versicherungssumme f&r den letaten Todes&U gedeckt 
ist; nach ihrer Auszahlung ist der Fonds zur GfSuze erschSpfL 

Q^bahnmg einer Todes&llTeraiohenuig, 

abgeschloBBen ron 1S78 Penonea im Alter von 90 Jahren auf das Kapital 1 

gegen Kimtahlmig dtr einmaligen Prlmie 0,90981. 



Versiehe- 


Fonds 




Fonds 


Sehaden- 


Beet 


rongsjahr 


am Begim 




am Ende 


sahlong 


1 


1168,18 


40,64 


1198,72 


402 


798,72 


2 


798,72 


27,88 


824,80 


298 


628,80 


8 


628,80 


18,50 


647,10 


209 


888,10 


A 


SS8,10 


11,88 


849,98 


144 


206,98 


6 


206,98 


7,21 


218,14 


98 


120,14 


e 


120,14 


4,20 


124,84 


68 


86^ 


7 


86,84 


2,82 


88,68 


84 


84,88 


8 


84,88 


1,28 


86,89 


18 


17,89 


9 


17,89 


0,88 


18,62 


10 


8,62 


10 


8,62 


0,81 


8,88 


6 


8,88 


11 


8,88 


0,14 


8,97 


8 


0,97 


12 


0,97 


0,08 


1,00 


1 


0,00 






114,81 




1278 





Anfänglicher Fonds: 
Zugewachsene Zinsen; 



1158,18 
1H82 



Summe: 1273,00. 



Bei der einmaligen PrSmie muß der Zuschlag f&r die dauernden 
Unkosten so bemessen werden, daß er fQr die ganze Yersichemngs- 
dauer ausreichi 

848. Jiiixlidie FriLinlOTiahlang. Die üblichste Form der Be- 
gr&ndung einer Yersicherung besteht in der fortgesetsten Zahlung 
ainer festen Jahre^prämie P, entweder bis zum Tode des 
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rongBnehmerB oder längstens durch eine im Yoraus feeigeaetzte Reihe 
▼on Jahren. Dabei wird angenommen, daS die Prbnie am Beginne 
jedes Yersioheningqahresi in welchem sie fUlig wird, toU zur Ein- 
lahlnng kommt 

Der Wert der PrämiefimMimg ist dann gleich dem Werte einer 
pränumerando zahlbaren (lebenslinglichen oder knraen) Rente Tom 
Jahresbetrage P, also Pa, wenn a der Wert der Rente rom Jahree- 
betrage 1 ist. 

Ist Ä der Weri dsr betreffenden Vereiterung^ so muß dem obersten 

Grandsata gemäß 

Pa-il 

sein; daraus ergibt sich die jShriiohe Prämie: 

Ihre Bestimmung kommt also im Wesen auf die Division zweier Yer- 
sichenmgs werte hinaus. Qleichwie die einmalige, so läßt auch die 
Jahrespramie bei vielen Yersicherungsarten eine Darstellung ledig^ch 
durch Renten zu. 

840. JahrMprimto flr dto lebmiillnyUehe VodMSIUlvw^ 
slohwwig. Als Beispiel einer eingehenderen Darstellung des Wesens 
der jährlichen Prämienzahlung möge die vollständige Todesfallver- 
sicherung auf das Kapital 1 erörtert werden; es soll dabei an den 
normalen, wenn auch praktisch nicht geübten Fall der Auszahlung 
— am Ende des Sterbeversicherungqahres — gedacht werden. 

Die sofort beginnende, bis zum Ableben währende Pnmienzahlung 
ist eine vorschüssige Rente vom Betrage der Prämie, ihr Wert also 
P^a„ wenn x das Alter der versicherten Person isL Durch Yer- 
gleichung mit dem Werte Ä^ der Versicherung erhält man, der all- 
gemeinen Formel (5) entsprechend, 

P,-^- (6) 

Drückt man Ä^ ebenfalls durch die Rente nach Nr. 366, (22) 
aus, so ergibt sich die Formel 

die zur praktischen Ausführung besonders geeignet ist; man hat von 
den reziproken Plrilnumerando-Leibrenten den Diskont zu subtrahieren. 
Die Formel (7) und die soeben angewendete 

^-l-d». (7*) 

weisen das Bemerkenswerte auf, daß sie keine der Sterbetafel ent- 
nommene Oroße enthalten und daher einen fOr alle Sterbetafeln 
gültigen Zusammenhang zwischen a,, ^, P, darstellen, so daß, wenn 
die erste der drei Größen und der Zinsifuß g^ben sind^ dvb WAvscv M 
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andern obna Rückaioht auf das Alter durch rein arühmetiiehe Ope- 
rationen zu finden sind. Auf' diesen Sachyerhalt gründen sieh 
William Orehards 1866 veröffentlichte Tafeln, deren eine sa jeder 
Rente die einmalige Prämie Ä^, die andere zu jeder Rente die Jahres^ 
p»mie P^ zu bestimmen gestattet fGLr die gangbaren Proientsaise; 
diese Tafeln sind bei dUen statistischen Grundlagen anwendbar.^) 

Man kann sich den Zusammenhang zwischen einmaliger und jahr- 
licher Prämienzahlung auch in folgender Weise veransehaulichen. Die 
Person (x) sollte^ um für ihren Todesfall das S^apital 1 zu yersiehem, 
Ä^ auf eixm»al erlegen; sie kann sich statt dessen verpflichten, am 
Beginne jedes Yersioherungsjahres den jährlichen Zins von Ä^ voraus 
zu entrichten, dessen Betrag dA^ ist, A^ selbst aber von der ver- 
sicherten Summe bei deren Auszahlung in Abzug bringen zu lassen. 
Dann ist {x) durch die jährliche Prämie dA^ auf das Kapital 1— -ii, 
versichert, und es bleibt nur die Frage nach der jährlichen Prämie P, 
zu beantworten, durch welche (x) die Versicherung auf das Kapital 1 
erlangt; diese aber ergibt sich aus der Proportion: 

P.:(f^-l:(l-^), 
ans welcher 

Gebarung einer TodeffaUvertieherong, 
abgeschlossen von 1S78 Personen im Alter tou 90 Jahren auf das Kapital 1 

gegen Zahlung der jfthrliohea Fiftmie 0^4116. 
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ll 


am 


einnahme 


sammen 


Zinsen 


am 


lahhing 
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i> i 1 


Beginn 




- 1 


Sohlnsse 


9 

j 




• 
1 


0,00 


434,80 


484,30 


16,19 


449,49 


402 


47,60 


2 


47,50 


297,16 


844,66 


12,06 


866,71 


296 


60,71 


8 ; 


60,71 


196,17 


266,88 


8,98 


266,86 


209 


66,86 
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66,86 


124,87 
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144 


44,09 
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i4,09 
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119,88 
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124,02 
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81,02 
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81,08 


44,01 i 75,08 
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77,66 
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18,66 


24,32 1 48,88 
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24,04 1 0,84 


24,88 
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6.88 
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6^8 


6,48 


18,36 1 0,47 
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8,88 
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8,88 


8,07 


6,90 1 0,24 
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2,14 
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8,14 


1,87 8,61 1 0,12 


8,68 
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0,68 
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L ^fi^ 


0,84 0,07 0,08 


1 1,00 
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1210.34 1 62,66 

Präroieneinnahme : 
Zugewachsene Zinsen: 


! 

1 

f 

1210,34 
52,66 


; 1273 


1 

1 








s 


utnnie: 


1273,00. 







Ji) Vgl Tn± Book U, p. 147«. 
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folgt; dies geht aber in (6) Aber, wenn man beachtet^ daß nach (7*) 
1 — -4» — da, iaL 

Das Toratehende, dem in Nr. 347 Torgeftlhrten analoge Beispiel 
bringt ziffemmäBig den Nachweis, daß die sukzessiTe eingenhlten 
Jahrespramien nebst ihren fortlanienden Zinsen wirklich ausreichen, 
nm die versicherten Summen zu decken. Als Qmndlage dienen die 
Daten der Tafel YUI. 1273 Personen im Alter yon 90 Jahren schließen 
gleichzeitig TodesfallyeTsicherungen gegen die jährliche Pr&mie 0,34116 
ab; der durch die erste Einzahlung entstandene Fonds per 434,30 
wichst im Laufe des ersten Jahres um die 3j%-igen Zinsen per 15,19 
auf 449,49 an, yermindert sich aber am Schlüsse desselben durch die 
Auszahlung Ton 402, yerursacht durch die 402 Todesfälle dieses 
Jahres, auf 47,50. Dies ist der Anfimgsfonds des zweiten Jahres, der 
sich sofort durch die Einzahlungen der 871 Überlebenden auf 34^66 
and dsnn im Laufe des Jahres um die Zinsen auf 856,71 erhöht, um 
sodann durch die Aussahlungen auf GOJl zu sinken usfl Am Schlüsse 
des zwölften Jahres ist der Fonds auf 1 reduziert imd reicht nun 
gerade hin, den letzten Todesüall auszuzahlen. 

Wenn ein anderer Liquidationsmodus des yersicherten Kapitales 
als der nnrmalo yereinbart ist, so sollte die Jahrespramie eine Ab- 
Snderung — Erhöhung ' — erfiediren; doch wird hieryon meist Umgang 
genommen [s. Nr. 347, 4J. Nur zur Beurteilung des Einflusses seien 
einige Zahlenwerte angef&hrt Bei jShrlicher, semestraler, sofortiger 
Auszahlung betragt die JahresprSmie für eine S6*jahrige Person nach 
Tafel YUI (s. Nr. 820-321) beziehungsweise 



0,02068, 0,02086, 0,02104^ 

so daß bei einem yersicherten Kapital yon 1000 eine Primie yon 

20,68, 20,86, 21,04 
zu zahlen wfae. 

Entsprechend den Fortschritten in der Sterblichkeitsmessung 
kommen in neuerer Zeit yerscharfte Bechnungsweisen in Aufnahme, 
bei denen auch dem Moment der unmittelbarein Auszahlung des yer- 
sicherten Kapitales Ausdruck yerliehen wird; insbesondere aber wird 
auf den Einfluß der Selektion Rücksicht genommen entweder durch 
die Benutzung einer zweifi^ch abgestuften oder einer einftch abgestuften 
Tafel, bei der die Wirkung der ersten Jahre nach Abschluß der Ver- 
sicherung ausgeschaltet ist. Um zu zeigen, in welchem Maße die Ver- 
sicherungswerte und Primien yon der Wahl der Grundlagen abhangen, 
sind in der folgsooiden Tabelle die Leibrentenwerte, die Werte der 
lebenslänglichen Todesfiüliersichemng und der für sie entfiülenden 
lebend&nglich zu zahlenden Jahrespramie nach den Tafeln 0^^, O^^^^ 
und (X^ bei 3|^%-iger Rechnung angegeben. 



thenutü)^ flrniiiilfnii dar LebauT«nj^li«raiig. 



El fUirt 0*m m den liSoltaten Werten Ton A, nnd P,, (X^ n 
den niedrigiteu Werten ron Jl,,j, P^,-,, wenn nun Tom niedrigiten 
in der Tebelle angefllluten Alter sbatelit. Aber die Diffarräian 
Bwisdken 0" and 0*^^) nehmen mit eteigsndem Alter »b and ta- 
schwinden eehliefilioh gw^ wUiread die Difforenzen dieeer swei Ti&hi 
gegm Od mit mehiendem AHar nmehmesL Nooh deotUoher wird 
du gegemratige YeriiiUtnii der drei lUleln, wenn m»n die A,, P. 
Ros 0"> nnd die A^, P^,, in Prosenten der ana 0" etnnmenden 
ZiOüen uedrflflkt; e> bebtet bei 



um 


i. 


P. 


^.l 


'm 


80 


103^1 


108,46 


89,76 


99,64 


40 


100,7« 


101,S6 


98,86 


97,04 


so 


100,82 


100,64 


97,62 


96,19 


60 


100,10 


100,36 


97,02 


93,86 



850. aiBlgtt B«laplala van JskzMprftftduL Dts in yr..348 
n-lSaterte aUgemeine Priniip der Bestimmnng der jUirliehen Pi&nie 
wird im naehfolgenden «at einige wichtige TeraicheniBgeformen rar 
Anwendung gebntcht. 

1. Jakreaprämk ßr am km n JiJtre aufguAdbme LnhrmU 1. 
taktbar wäiemä d«r Ä^wdml ttH (AUenrmte). 
Der Wert der Yenialum^ iat 

der Wert der PrSmieazthlnng 

darftiii ei^bt eich 

BeiipielsweiB« ist naoh Tafel VÜI 
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«••^»o - 6tri99^"g89;8 " 0,16242, 

■o daB für eme Rente yon 500 durch 30 Jahre 76,21 jährlich zu 
lahlen wären. 

2. Jdhreaprämie für eine En/M>msver9idienmg. 
Ist {x) anf das Kapital 1, zahlbar nach n Jahren im Erlebens- 
falle, Terriohert^ so ist 



«-*'» 



der Wert dieser Yersichening; soll die jährliche Prämie P, durch die 
VerBichernngsdauer gezahlt werden, so ist der Wert hienron 

folglich ist 



Beispiaisweise hat man xiabh Tafel VIII 

iw^» - lotsets-ssiiss " 0,079008; 

für ein Kapital Yon 10000 wäre also durch 10 Jahre die jährliehe 
Prämie Ton 790,08 zu bezahlen. L^^ die Person die Prämien, statt 
sie in der Versicherungsanstalt einzuzahlen, in einer den rechnungs* 
mäßigen 2iinsfnB 3^% gßwährenden Sparkasse auf Zinseszins an, so 
erhielte sie bei Vollendung des 30. Lebensjahres 9692,75 JC\ durch die 
Versicherung sind also 417,25 JC gewonnen. 

8. Jahresprämie für eine Todesfaüversicherung bei äbgdcmgter 
PtämienäaUung. 

Soll die Prämienzahlung bei dem Alter t aufhören, so steht dem 
Worte 



der Vemcherung der Wert der Prämienzahlung: 
gegenüber; die erforderliche Prämie ist also 



P.-v^- (10) 



N,-N, 



Ffir eiiMii 86-jiIirigen 2. B. betragt dies^ wenn die leiste Piimie 
bei Antritt de« 70. Jahres genUt werden soll, nach Tafel Vm 



1«^- - 47il»?!^«;»tT3 - 0'«2i««' 



880 FflnfUr Teil Malhemalüichs Ghnmdtagtn dw Lebeniremehmag. 

■o daß bei 1000 Temoheiiem Kapital die j&hrliche Primie 21^6 
ausmacht 

4 Jahresprcmie für eine TodesfäOiversiAeirung hei n-jäkriger KmrenM 
¥md lAendän^eher Prämietitakhmg. 
Der Wert der Versicherung ist 

der Wart der Piämienzahlang 
mithin ist 

p.-%2. (11) 



Bei 10-jihriger Karenz ist beiapielsireise nach Tafel VIII: 

6. Jahßtesiprcmit fär eine Imme Todeefalllimeidienimgf sähBbar Ins 
mm Tode, längstens durch die Versichenmgsdauer. 
Betragt diese n Jahre, so ist 

der Wert der Versicherung und 



-P«!»»«— -P« 



P.-:^zTr^- (12) 



der Wert der Pr&mienzahlang; darau folgt 

M.-M, 

Bei (lieser Versiehenmg kommt das Kapital, wenn der Tod innei^ 
halb H Juhren erfolgt^ am Ende des Sterbejahres snr Anssahhmg. 

Die Versicherung kann aber auch so abgeschlossen werden, daB 
das Kapital zu bestimmtem Termin, also nach n Jahren ausgefolgt 
wird, vorausgesetzt, daß die rersicherte Person Torher starb, unter 
dieser Voraussetzung ist der Wert der Versicherung 

der Wert der Pramiensahlung derselbe wie Torhin, die Prämie also 
6. Jahreepr&mie für eine gemischte Versiekerung. 
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Die Yenicherangsdsuer beirage ii Jahre, und diea sei auch die 
ISngsfee Dauer der Pramienzahlnng. Nach Nr. 318 ist 

^,,T>- jy — 1 — d^a, 

dar Wert der Yersichemngy j^ier der Piimienzahlimg betriigt 

^ «•) A *== ^* j) — ' 

die Pfimie hat ako den Ausdruck 

oder 



In der ereten Form erscheint sie ala Summe der Prämien für eine 
kmrse Todeefidlversichening and eine ErlebensTereichenmg; die erate 
Komponente hat eine Abindenmg zu erfahren, wenn ftr den Fall 
des Ablebens sofortige Zahlung d&r Tersidierten Summe bedungen ist; 
man kann dann P. nach der Formel 

' N — K V* T^ V ^ Ä^ — V 

rechnen, wenn man nicht schon in der Bfldung der Kolumnen C^, M^ 
dem Umstand der sofortigen Zahlung Rechnung getragen hat, wie dies 
am Schlüsse von Nr. 320 bemerkt worden ist. 

Nach dem an dieser Stelle erklärten Vorgange schreibt sich die 
Jahrespramie f&r die gemischte Versicherung, wenn der Rechnung 
eine zweifach abgestufte Tafel zugrunde gelegt und die sofortige Zah- 
lung im Falle des Todes berflcksiohtigt wird: 

P,.^«l-^-.±^.-, (14*) 

dabei ist yorausgesetzt, daß die Versicherungsdauer n den Umfang 
der Vorperiode, auf welche die Selekttafel angelegt ist, übertrifFt, so 
daß die Zahlen D^^.„, -If^g^^p ^s+n ^^^ ^^^ Schlußtafel stammeu. 

Tafel VII a enthält in der Kolonne 10* P^TSi die Jahresprämien 
für die gemischte Versicherung zu den Schlußaltem oder Zielen 
x + n^bO,bby 60, 65 auf Grund der Sterbetafel AH^ aus den Be- 
obachtungen an österreichischen und ungariseben, auf diese Kom- 
bination Yorsicherien männlichen Personen zu Sj^o» ^^^"^ 1000 die 
yersicherte Summe ist. Hiemach hat eine 30-jährige Person, die die 
Versicherung zum 65. Lebensjahre, also auf die Dauer Ton 35 Jahren 
abschließt, eine Nettopramie Yon 19,95 zu zahlen. 



*^9 
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7. Jahnspramie für eine Vereieherung mU beeUmmter VerfaÜMeit 
Nach Nr. 314 ist der Wert einer derartigen ^ auf n Jahre abge- 
schlossenen Versicherung 

wird jährliche Prämiens^hlnng bis zum Tode oder Itngstans durch die 
Versioherungsdauer bedungen, so ist deren Wert 

Pia — P *"*"* * 

die Piimie hat also zu betragen 

Diese Versichening ist die ümkehnmg der Vanridienuig auf eine 
kurze Beute gegen einmalige Prämie, nur daB letetere Ton der Yer* 
sicherangsanstalt und am Schlüsse der Veraicherungsdauer gezahlt wird. 

8. Prämie für eme gegenseitige Üherlebenereiite, MoUbar durA die 
Damer der Verbindung, 

Der Wert der Rente f&r die Verbindung {x\ (y) ist (Nr 3S5) 

a— — a, + a^ — 2a,y, 
der Wert der Prämienzahlung 



die Jahreepramie also 



Pa 

P--^^-2. (17) 

Nach dem in der zitierten Nummer gerechneten Beispiel ist 

«S(M6 - 14,023 
a«, - 19,441 

a^ =■ 16,706, 
fol^ch 

9. Jahreepramie für eine eineeiiige ÜberUbenerenkp §aklbar dmrtA 
die Dauer der Verbindung (Witwen- und Waiaenpemien). 
Aus dem Werte der Rente: 

und dem gleichen Werte der Prämienzahlung wie vorhin berechnet 
sich die jährlich zu zahlende Prämie 

P-^-l. (18) 

Ein Ehepaar, der Mann 46, die Frau 80 Jahre alt, hätte also durch 
die Zeit seines Zusammenlebens eine jährliche Prämie Ton 
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P - 800(|j!gi -. i) - 800. 0,38636 - 309,09 

zu erlegen, damit der Frau nach dem eyentoell firfiher erfolgmden Tode 
des Mannes eine Leibrente TX>n 800 zufalle. 

10. J(JiirtsprämiefureiiMgegen9eitigeÜl^^ 
durch die Dauer der Verbindung. 

Aus dem Werte 

-^•f — 1 — da,y 
der Versicherung [Nr. 829, (86)] und dem Werte 

Pa., 
der Prämienzahlung folgt 

P-^-rf. (19) 

11. Jahreeprämie ßhr eine einseitige ÜberUbensvereidienmg, eäUbar 
durA die Dauer der Verbindung. 

Nach der in Nr. 333 entwickelten N&herungsformel (93) w&re 

r 

der Wert der Yersidherung^ dem Pa^, als Wert der Prämienzahlung 
gegoiübersteht; daraus ergibt siöh 

p.J_ + ^»tJ^ti_i. (20) 

Benutzt man aber die strenge Formel (94), Nr. 333 fftr AJ^^, so 
wird 

p-ir>^-rf+ ^-^^-'^""' - ^^^'^""'i ' (21) 

Dem an der angezogenen Stelle gerechneten Falle zufolge ergäbe 
sich als Jahrespr&mie ftlr die Verbindung einer 3&-jährigen mit einer 
26-jahrigen Person, wenn das Kapital 1 am Ende des Sterbejahres 
der ersten zur Auszahlung kommen soll, fidls die zweite sie fiberlebt, 
nach Formel (20): 

^-I?^- 0,013711, 
nach Formel (21): 

p ^ _?^ « 0014610 

^ 16,964 ";"A»A^- 

12. Jahreeprämie^ Mohlbar während der Aktivität, für die Anwarb' 
echaft amf eine Invalidenrente. 

In Nr. 388 ist fttr die Anwartschaft eines a>j&hrigen Aktiven auf 
InTalidenrente ein Ausdruck Ton der Form 

N«' 
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gefunden worden; ftlr 1^1* ist je nach der gewünschten Strenge und 
nach dem Anssahltmgsmodus der Rente einer der dort durch die 
Gleichungen (7) bis (7***) gekennzeichneten Werte zu nehmen. Der 

Wert der Prämienzahlung drückt sich durch P^^^« Px~ ckUB;mit- 
hin hat die Pramie 

P.-Ji (22) 

ZU betragen. 

Sind die luTaliditatsanwartschaften und die Aktiyitätsrentan selbst 
gerechnet^ so ergibt sich P^ mittels Division von '^ durch 'a^. Mit 
Hilfe der Tafeln IX und X findet man beispielsweise die zur Begrün- 
dung einer Inralidenrente yon 600 erforderliche JahresprSmie, wenn 
30 das Eintnttsalter ist, 

dabei ist bezüglich der Prämie monatliche Zahlung Torausgesetzi 

ZBL Vrimto b«l HJnbeilehimy dar Xn^alldlttt. In neuerer 
Zeit wird die Lebensyersieherung in eigenartiger, den Bedürfiiissen 
yieler Kreise entgegenkommender Weise mit der InyaliditSt in Yer- 
' bindung gebracht: um für den Fall eintretender BemfiiunfiÜugkeit 
yor der Notwendigkeit des Au^bens einer Lebensyeniehenmg zu 
bewahren I wird die Priunie yon Anfimg an so eingerichtet, daB bei 
Eintritt der Inyaliditilt jede weitere Pr&mienzaUnng aufhört Neben 
dieser Form kommt auch noch eine zweite yor, bei der dem Ver- 
sicherten überdies für die Dauer der Inyalidität eine bescheidene im 
Verhältnis zur yersicherten Summe festgesetzte Beute ausbezahlt wird. 
Diese Inyaliditatszusatzyersicherung wird yomehmlieh an die gemischte, 
wohl auch an die lebenslängliche Todesfollyersicherung mit abgekürzter 
Prämienzahlung angeschlossen. 

Wenn wir den Fall der bloßen Enthebung yon fernerer Prämien- 
zahlung ins Auge &ssen, so besteht der unterschied darin, daß sich 
nun die Prilmienzahlung nicht mehr auf eine Leibrente, sondern auf 
eine Aktiyitätsrente zu stützen hai Die dazu erforderliche Aktiyü&ts- 
Ordnung wird dann, nachdem bezüglich der Inyaliditätswahrscheinlich- 
keiten eine Wahl getroffen worden, aus der Sterblichkeitstafel abgeleitei, 
auf die sich die Hauptyersicherung gründet 

Es bezeichne ir^ zum Unterschiede yon der bisherigen Auffassung 
(Nr. 292) die InyaliditätswahrscheiDlichkeit unter dem Gesichtspunkte^ 
daß unter den Aktiyen keine Sterblichkeit herrscht^ daß also die aktiy . 
gestorbenen als Austretende behandelt werden, die „reine oder unab- 
hängige'' Inyaliditätswahrscheinlichkeit, bei deren Anwendung das In- 
yalidwerden und Sterben yoneinander unabhängige Ereignisse sind; 
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hmer werde angenommen, daB die Inraliden dieselbe Sterblichkeit 
anfweisen, wie die Aktiren, namlieh die Sterblichkeit der zognmde 
gelegten Sterbetafel; dann wird sich, wenn man bei dem Alter x nur 
Aktive Yoraassetxt nnd demgemäS Ä^ mit IJ übereinstimmen läBt, 
die AbfEdlsordnong der Aktiven nach der Formel 

^+,^1 - ^+, A+.(l - < +.) (^ - 0, 1, 2, • . .) (u) 

berechnen. 

Dies gilt, wenn es sich um eine Aggregattafel handelt Wird 
aber snr Pranienbemessung eine SelekttafePyerwendet, dann dient die 
Formel (a) zunächst zur Ableitung der /SSeMu/Stafel, die der Sehlußtafel 
der Selekttafel entspricht; Ton dieser aus wird dann der übrige Teil 
der zweifach abgestuften Aktirenordnung, wenn 10 Anfangsjahre untere 
sind, nach folgenden Formeln yor sich gehen: 






darin ist die erste Zahl, ^x^iof ^^^ Schlufitafel entnommen, die bei 
dieser Anordnung itlr aüe Eintrittsalter gemeinsam gilt^). 

Auf Ghrund der Aktiyenordnung berechnet man die auf n Jahre 
abgekürzte Aktiyenrente 

->,- ' ^^^' oder ^:^ L'i ^-L- (y) 



als Wert der Einheit der Prämienzahlung und damit die Prämie für 
eine gemischte Versicherung unter der Festsetzung, daB die Prämien- 
zahlung nach eyentuellem Eintritt der Inyaliditat aufEuhSren hat: 

ip^.^^ oder *P^,3 = ^, (23) 

je nachdem mit einer Aggregat- oder einer Selekttafel gerechnet wird. 
Vergleicht man diese Prämien mit den normalen Pr&nien P^, P[«] für 
dieselbe Hauptyendcherung, so geben die Differenzen 'P^—P^, 'P(«] — P(«] 
die Zuschlagspramie f&r die zugestandene Prämienfreiheit im Falle der 
Inyaliditäi Die yerhaltnismäfiige Kleinheit dieser Zuschlagspifimia- 
laßt die Kombination als zweckmäßig erscheinen; sie beträgt beispiels- 

1) Vgl. J. Kamp, Die Beform dei Reehnmigsweeeiis etc., Jena 190S, p. 90 
und Tab. 19 u. SO. 
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weise (netto) nach den neuen Tarifen der öothaer Bank^) bei 1000 
Venichemngssumme and den Falligkeitsaltem 





60 


66 


60 


für «-25 


0,66 


0,81 


1,03 


„ »-30 


1,00 


1,24 


1,66 


„ «-36 


1,61 


1,96 


2,42 


„ «-.40 


2,46 


8,01 


3,72. 



Ist far den Fall der Inyaliditat anch eine Rente von p Prozent 
der yersicherten Summe zugesichert^ so kommt zu 4«. »| ^o^^ ^^ Wert 

der Anwartschaft auf eine Inyalidenrente im Betrage ~g hinzu. 

352 Vntoijilirlge ggftmtimBahliing, Um dem Versiche- 
rungsnehmer die Abtragung seiner Verpflichtung gegenüber dem Ver- 
sicherer noch weiter zu erleichtern^ wird die ratenweise Bezahlung der 
JahrespriLmie gewährt; allerdings erfordert dies eine Erhöhung der 
jährlichen Zahlung gegenüber der normalen Jahresprämie, die unter 
der Voraussetzung gerechnet ist, daB sie jedesmal am Beginne des 
Versicherungsjahres yoII erlegt wird. 

Betrachtet man z. B. bei der Todesfailversicherung die im Sterbe- 
jahre noch nicht bezahlten Prämienraten als ffeskmdet und bringt sie 
bei Auszahlung des yersicherten Kapitales in Abzug, so besteht die 
einzige Folge der unteijihrigen Prämienzahlung in einem Zinsyerlus^ 
der durch eine entsprechende Erhöhung der jährlichen Zahlung herein- 
gebracht werden muß. 

Es sei P die normale, P^") die in m gleichen Baten zahlbare 
J&hresprämie. Die letztere ergibt sich aus der Erwägung, da£ die auf 
den Jahresbeginn diskontierten Baten zusammen die normale Prämie 
P ergeben müssen; die Diskontierung rollzieht man dabei zu einem 
höheren Zinsfüße i' als derjenige, der sonst zur Grundlage genommen 
ist Man hat also den Ansatz: 

p{m) r i 1 mzJLT 

P -/j^l 1 + »'•»+!?'"• + . . . + V' - J 

1_„'- (l+t>-l 



aus welchem sich 



1 

."Ml» 






1) Ibid., Tabelle (bm), p. S6*. 
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ergibt Entwickelt man den EoefBzienten Yon P nach Potenzen Yon 
f^ 80 erhalt man bis zn Oliedem der zweiten Ordnung 

Bei Anrechnung yon 67o Versugszinsen wegen der latenweieen PriLmien- 
zahlnng liefert diese Formel die Ansätze: 

P^^ - 1,016 P, 

P(*) - 1,022 P, 

P(*^- 1,026 P, (^^) 

P -p(-)- 1,029 P; 

es yariiert also der Zuschlag zur normalen Prämie zwischen 1|- und 
37^ der letzteren. 

Um beispielsweise in strenger Rechnung die in Yierteljahrsraten 
zahlbare Prämie zu find^ die eine 3ö-jahrige Person fllr die lebens- 
längliche Todesfallyersicherung auf 10000 bei sofortiger laquidierunic 
des Kapitales zahlen müßte, hat man die am ScUusse yon Nn S49 
mit 210,40 ermittelte normale Pramie 1,022 zu multiplizieren; dies 
gibt 215,03. Das w&re die Nettoprämie; wird auf diese ein 12%-ig^ 
Zuschlag erhoben, so beträgt die Jahresbruttoptimie 240,83, die 
Quartalsrate also 60,21. 

Man kann die unterjährige Prämienzahlung auch in dem Sinne 
yerstehen, dafi in jenem Jahre, in welchem der Tod, die Inyalidität 
oder dgL eintritt, nur die yor diesem Ereignis fälligen Baten bezahlt 
werden; die Prämienzahlung ist dann als eine an die Anstalt gezahlte 
Mi-tel-Bente zu behandeln. Hiemach ist die in m Baten zahlbare 
Jahresprämie fttr eine Todesfallyersicherung: 

n">-^, (26) 

fOr eine Yersichernng auf Inyalidenrente: 



Als erstes Beispiel f&r eine in diesem Sinne geführte Bechnung, 
die sich den tat^hlichen Verhältnissen anpaßt^ diene die Bestimmung 
der quartaliter zahlbaren Jahresprämie^ die eine 36-jährige Person ftlr 
eine Todesftdlyersidierung per 10000 zu zahlen hätte, wenn das Kapital 
unmittelbar nach dem AUeben zu liquidieren ist; als Gh*undlage soll 
Tafel Vin yerwendet werden. 

Es ist fOr das Kapital 1 

•5 

Caub«r, WahrwhtfaMwhlrillpfwTmMf. XI. S. Avft. 



338 Fflaflet TaiL Mttiieiiuktiuhe GroadlAgm der Labeurenieheniiig 

nun hat man naeh Nr. 321, (61): 

In - 1,0175 Att - 1,0175 0,37949 w 0,38018, 
und nach dar Tabelle in Nr. 816: 

aW - 1,000098 a„ - 0,38046 

- 1,000093 • 18,349 - 0,38046 

- 17,96924; 
daher ist 

die zu zahlende Nettoprämie beträgt also 214,90 (vgL das Beispiel in 
Nr. 349). 

An zweiter Stelle soll die monaÜich zahlbare Jafaresprämie be- 
stimmt werden, die ein 40 jähriger Aktiver für die Anwartschaft auf 
eine InTaUdenrente Ton 500 nach den Orondlagen der Tafeln IX und X 
zu zahlen h&tte. 

Für die Rente 1 ist die Prämie 

Wli) '''a^ 2,64048 ^ -^^^ 

ZU zahlen, für 500 also die Jahresprämie 97,28 in Monatsraten za^8,ll. 



§ 2. Veränderliohe Pr&mien. 

3B& AUfmneliMS ftlmr vttrtaUe Vrikmlen. HatftrU^e 
PrftmlennahlUTig, Theoretisch ist jede Prämienzahlung zulässig, bei 
der Leistung und O^genleistung dem Barwerte nach gleich sind; dem 
iräre auch praktisch so, wenn jeder Versicherungsnehmer yerhalten 
werden könnte, den Versicherungsvertrag bis zu dessen natürlichem 
Ablaufe einzulösen. 

In Wirklichkeit gibt es jedoch neben dem normalen, mit der 
Erreichung des Zwecks verbundenen Ablauf der Versicherungen einen 
nicht hermalen, den man, welches auch die Veranlassung sein und 
wie sich seine endgültige Abwicklung gestalten möge, mit dem zu- 
sammenfassenden Namen Storno bezeichnet Dieser umstand führt zu 
einer Einschränkung der theoretisch möglichen PrSmienzahlungsmo- 
dalitaten dahin, daß nur solche praktisch verwertbar sind, bei wädien 
die versichernde AHistaU in keinem Stadium dem Veraidienmgendimer 
gegenüber im VoratAusec ist. Indessen wird in neuerer Zeit diesem 
Grundsatz nicht unbedingte Qeltung eingeräumt (vgL Nr. 376). 

Die Ausführung dieses Grundsatzes verlangt^ daß Schadenzahlung 
niemals vor der Prämienzahlung beginnt, und daß zu jeder Zeit die 
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bezahlten (Netto-) Prämien, die bis dahin aa%elaQfenen Schäden zum 
mindesten decken. Die Nichteinhaltung dieser Forderong hatte im 
Falle des Anfgebens einer Versicherung einen Schaden f&r die Anstalt 
zur Folge y weil auf die stornierte Polize weniger eingezahlt worden 
wäre, als sie rechnungsmäßig zu den mittlerweile ausgezahlten Ver- 
sicherungssummen hätte beitragen sollen, und eine Prämienzahlungs- 
weise, welche dem obigen Grundsatze nicht genügt, gftbe geradezu 
den Anreiz zum Anheben der Versicherung; denn * der Austretende 
könnte sich sofort die gleichen Vorteile bei einer andern Ansti^ die 
nach denselben oder gar nach günstigeren Grundlagen rechnet^ billiger 
erkaufen. 

Bei Versicherungen, bei denen mit der Auszahlung erst zu einem 
späteren bestimmten Zeitpunkte begonnen wird, wie bei angeschobenen 
Renten und TodesfaUversicherungen, bei Erlebensrersicherungen, wäre 
gegen eine spätere Aufnahme der PriUnienxi^ulig nichts einzuwenden, 
wenn es überhaupt einen Sinn hätte, eine Versicherung alK^uschließen, 
ohne auch gleich mit der Prämienzahlung anzufangen. 

Anders bei Versicherungen, bei welchen unmittelbar nach dem 
Abschluß auch schon Auszahlungen eintreten können, wie bei Todes- 
fall- und gemischten Versicherungen. Hier muß auch die Prämien- 
zahlung sofort aufgenommen und in einem Tempo geführt werden, 
daß der obige Grundsatz beständig gewahrt bleibe. 

Einen Maßstab für dieses Tempo bietet die natMidnt Prämim- 
ßählung,' unter der naiürliehen Prämie, die eine Person (x) iBr eine 
bestimmte Versicherung zu zahlen hat, versteht man die der Ver- 
sicherung auf ein Jahr ehtsprechende Prämie, durch die also die 
Schaden des nächstfolgenden Jahres gedeckt werden. In diesem Be- 
lange ist die natürliche Pnlmie der Umlage analog, nur daß jene im 
voraus bemessen und bezahlt, diese aber erst am Schlüsse des Jahres 
nach Maßgabe der wirklich eingetretenen Schäden auf die Versicherten 
überwälzt wird. 

Die natürliche Primxie eines ^jährigen für eine TodesledlTersiche- 
rung auf das Kapital 1, zahlbar am Ende des Sterbejahres, beträgt 

*'«.-«'r-&5 (28) 

sie variiert mit dem Alter wie die Sterbenswahrscheinlichkeii Will 
ein a;-jähriger sich durch natürliche Priimienzahlung versichern, so hat 
er, so lange er lebt, der Reihe nach die Prämien 

zu zahlen. Der Wert dieser Anwartschaften bei Abschluß der Ver- 
sicherung ist 



840 ftaftar TaO. Mrthwitigeh« QvmOagem der hAtmwaütimmg 

•«• + ••«,♦1 iP, + «^«.+. fP, + • - 



«-«-l X s-t-f 






•lio totgj eh l ich gUidi dam Werte der Yenichenuig. 

F8r eine gemiichte, auf n Jahre laatende Yeraichemng hatte ein 
jp^riger der Reihe nach die naiOrlichen Piftmien 



%n sahlan; denn im letzten Jahre kommt das Kapital, wemi et nicht 
ichon früher fUlig wurde, eicher zur Auszahlung; der Wert dieser zu 
erwartenden Prftmienzahlungen ist 



«,,.JlL + ,,f^^t} + ,;B^! + ...^^».lWt^^ U 



at-k-n-'l 



ersetzt man 1^^^^^% durch d^^^^i + 2.^«, so yerwandelt eioh dies in 

also in den Barwert der Versicherung. 

Soll eine Prtmienzahlung dem im Eingange au^estellten Grund- 
satae genügen, so muB in jedem Zeitpunkte die Sunune der auf ihn 
reduaierten Prämienzahlungen die Summe der auf denselben Augen- 
blick reduzierten natürlichen Prämien übertreflEen oder ihr mindestens 
gleichkommen. 

^ Die natürliche Prämienzahlung wird, von einigen amerikanischen 
Oeeellschaften abgesehen, in der LebensTersicherung nur wenig geübt; 
dagegen ist sie bei der Bealrersicherung das herrschende Prinzip. 

S64. Aliftattifto FriLmlML In den Geschäftsplänen mancher 
Veraicherungsunternehmungen kommen neben konstanten auch* ab- 
gestufte Prbnien ror. Der Grund für diese Wahl der Prämien- 
abtragung liegt in mancherlei MotiTen: man ?rill die Prämienzahlung 
mit der QewinnTerteilung in einen sweckn^igen Konnex bringen, 
will den Tereohiedenen wirtschaftlichen Verhältnissen der Versidie- 
rungswerber entgegenkommen und will sohlieBlich für die Deckung 
gewisser Verwaltongsauslagen planmäfiig rorsorgen. 

Die Abetufeng besteht zumeist darin, daB man nach einer ge- 
wissen Anfiuigsperiode die Prämie erhöht oder erniedrigt, daB man 
alao mit klein«i Prämien anfängt und mit grofien Prämien sehliefit 
oder den umgekehrten Modus wählt 

Einige an die Praxis sich anlehnende Beispiele werden dieee Axt 
der Pribnienbeetimmnng am besten TerdentlidMn. 
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Angenommeiiy fQr eine lebeniläDgliche TodesftllTernebenmg, die 
eine Person {x) auf ihr Leben abBcUießt, werde dnreh die ersten 
fünf Jahre eine Prämie i^P^, durch die ganze folgende Zeit die Prftmie 
5]P^ gezahlt; dann gilt der Ansatz: 

^s-\,P.\5^s + ,\P.s\^,f (29) 

aus dem sich nach Annahme der einen Prämie die andere oder nach 
Annahme ihrer Differenz beide bestimmen lassen. Setzt man 

• |P.-U^. + ^., (80) 

SO ergibt sich: 

16^. — 



.jl^.- 



*" (Sl) 



v+^#l»s 



bei Jg>0 findet ein Übergang Ton niedrigm zu k<dieD, bei idg<0 
ein Übergang Ton hohen zu niedrigen Piftmien statt. 

Ist insbesondere die Bestimmung getroffen, daß sich bei allen 
Altem nach 5 Jahren die bis dahin gezahlte niedrige Primie am 
einen bestimmten Bruchteil 9 ihres Bebages erhöht^ so ist 

und es ergibt sich dann 



^. - »16?. 



P Ab -"Q 



.|P.-(1 + «)„P,. 

unter derselben Voraossetzong schreiben sich die Primi^i für 
eine gemischte Varsicherang mit der Laufzeit n: 

(33) 



"■''' " J»;-^.+.+«-2w.+i 



,iP.-(i + «)„p.. 

Ändert man in diesen Formeln das Vorzeichen Yon 9, so hat 
man es mit großer Anfangs- und kleiner Schlußpramie zu tun. 

Die Erhöhung oder Erniedrigung kann aber auch zur rersicherten 
Summe in ein festes Verhältnis gebracht werden; bestimmt man z. B., 
daß sich die PiAmie Tom 6. Jahre an um 8%o der yersicherten Summe 
erniedrigen soli, m ist 

J," — 0,003 

rtad die Formeln (31) geben ffir eine gemischte Yeraichening mit der 
Lattfzeit n: 

61^. «16^.-0,003. 
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Um ein ziffinrinaßiges Beispiel f&r diese yerschiedeuen 2iahlnng8' 
modalitäten zu geben, sei eine gemischte Versicherung vom 30. zum 
60. Lebensjahr gerechnet einmal f&r gleichbleibende Prämienzahlung, 
dann f&r den Fall, daß sich nach 5 Jahren die I^mie um 207o er- 
höht, endlich unter der Annahme, daß sie sich nach 5 Jahren um 
37oo des Kapitals ermäßigt Mit den Ghrundlagen der Tafel VID hat man: 

filr den ersten Modus ^^^5^^^ " 0,025316 

für den zweiten Modus ^^^^-^ ^yOilbiO Anfangs-, 0,026848 End- 
prämie, 
für den dritten Modus ^j^^* - 0,027948 Anfangs-, 0,024948 End- 

piämie; bei einer Versicherungssumme von 1000 ist also nach dem 
ersten Modus konstant 25,32, nach dem zweiten Modus durch f&nf 
Jahre 21,54, dann 25,85, nach dem dritten Modus durch fünf Jahre 
27,95, Yon da ab 2^95 zu zahlen. 



§ 3. Prämienrftckgewähr. 

35B. Allgemeine Bemerkimgen. Die Versicherungskombi- 
nationen lassen sich in zwei Gruppen einteilen: bei den einen kommt 
es unbedingt zu Leistungen des Versicherers an den Versicherten, bei 
den andern tritt dies nur bedingt ein. 

Bei den Versicherungen der zweiten Gruppe kann es also vor- 
kommen, daß der Versicherte Einzahlungen leistet, ohne hierf&r eine 
Gegenleistung zu empfangen: der Laie erblickt in einem solchen Ge- 
schäfte ein Glücksspiel, auf einen Gewinn des Unternehmers angelegt 
Um einen solchen negatiren Erfolg der Versicherung zu vermeiden, 
verbindet man mit ihr die (volle oder teilweise) Büdsgewähr der ein- 
gezahlten Prämien fBr den Fall, daß der eigentliche Versicherungs- 
zweck nicht erreicht wird. Hierdurch wird also eine Versicherung 
der zweiten Gruppe in eine der ersten Gruppe umgewandelt 

Es kommt aber auch vor, daß man Versicherungen der ersten 
Gruppe mit P^mienrOckgewahr ausstattet; sie hat hier hauptsächlich 
den Zweck, den Anreiz zum Versichern zu erhöhen. 

Die Pribnienrückgewähr begegnet häufig der irrtümlichen Auf- 
fassung, als ob sie dazu bestimmt wäre, den Versicherten vor „Schaden^ 
zu bewahren. In Wirklichkeit aber ist sie nichts anderes als eine 
neben der Hauptversicherung einhei^ehende zweite Versicherung, die 
nach denselben Grundsätzen berechnet wird und bezahlt werden muß 
wie jene. Bei jeder Versicherung muß es, nachdem alle Geschäfte 
abgewick elt sin<^ eine Gruppe Versicherter geben, die einen „Sehaden^ 
erlitten, d. h. unter Einrechnung der Zinseszinsen mehr ein^azahlt als 
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empfimgen haben, der eine zweite Ornppe anderer gegenfibersiehi^ die 
Ton der Versiehening einen effektiven ^^Qtzen^ hatteb. Von diesem 
retroepektiren Standpunkte darf aber das Yersicberungsweseny als eine 
Institation , cor Varwrge für die Ungewisse Zukunft ^ fiberbanpt nicht 
betrachtet nnd beurteilt werden. Wohl aber kann man sagen, dafi 
eine Kombination mit PiSmienrtickgewähr, je weiter diese geht, sich 
imiso weiter Yon dem Wesen einer Yersiehenmg entfernt nnd dem 
Charakter einer bloßen Verwaltung der eingezahlte^ Gelder nähert. 
Das wirtidiaftliehe Moment kann dann etheblidi zurücktreten, ja ge- 
xadesu fraglich werden, und die Berechtigung nur noch in dem mora- 
lischen Zwange zum Sparen erblickt werden. 

Die Bfickerstattung der PrSmien erfolgt in mannigfachen Formen. 
Die wirklich eingezahlten Prämien werden zur Gffinze oder zu einem 
im Toraus festgesetzten Teile, unverzinst oder selbst mSBig verzinst, 
erseist; ihre Bfickzahlung erfolgt entweder, sobald die Nichterreichung 
des eigentlichen Versidierungszweckes feststeht, oder erst zu jenem 
Termine, wo er erreicht worden wäre, bei Yersiehernngen der erst«! 
Gruppe unter ümsttuden bei Fälligkeit der Hauptrersicherung. Die 
Bftckgewähr bezieht sich ausschließlich auf die Bnittopr&mien, weil 
die Nettoprämien, lediglieh fiElr die interne Gebarung maßgebend, im 
Verkehr mit den Versicherten nicht in Rechnung icommen. 

Der übliche W^ zur Bestimmung der Nettoprämie filr eine Ver- 
sicherung mit Iiinschluß der in bestimmter Weise Tereinbarten Prämien- 
rückgewähr besteht in der Bildung eines Ansatnss, dessen eine Seite 
den Gesamtbarwert der Versidiemng, der flanptversicherung wie der 
Bückgewihr, dessen andere Seite den Wert der NettoprSmienzahtang 
darstellt; die erstgenannte Seite enthält die Bruttoprämie, die nach 
der adoptierten Begel für die Bemessung des Zuschlags durch die 
Nettopiämie auszudrücken ist^ beror an die Bestimmung der letzteren 
geschritten wird. In manchen Fällen kann durch eine besondere Auf- 
fitfsung der Sachlage die Lösung leichter herbeigeführt werden. Das 
wird am besten an einigen Beispielen zu zeigen sein. 

iBB6. BaiqpMto toii VrimiMirfldkgewUir. 1. ErlAensvtr- 
sidienmg gegen einmäUge PtämienMdMung und Büekgewähr der Prämie 
im FäUe voreeHigen Todes. 

Sine Person (x) sehließe eine ErlebensTersicherung auf das £a- 
pttal 1 auf fi Jahre ab und bedinge die Rückerstattung der geleisteten 
einmaligen Prtmie für den Fall, daß sie Tor Erreichung des Alters 
x + n sterben sollte. 

Bezeichnet E die Nettoprämie für die so kombinierte Versiehe- 
ning, ist J? — iE + c die zugehörige Bruttoprämie, so besteht die 
Verpfliehtong der Anstalt in der Ausaahlnng der Erlebensrersicherung 
im Betrage 1, erentnell einer Iranso Toi p s fa llTersichertmg auf die 
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Summe JS'; die Nettog^genleistung des yeraicherten in der Primis E. 
Hieraaeh besteht der Ansatz: 

-^ + ^-—E—E, 

woraus nach Snbetitation des Ausdrucks fBr B' folgt: 

^^ • ^^ 

Aus J? leitet sich nachtrSglich E^ ab. Die Differena swisehen E und 

Yoraus, daB f , wenn es sur Ausaahlung kommt, am Schlüsse des 
Sterbejahres fällig wird. 

2. JüfyeidMlbme Leibrente gegen emmaUge Främie wiä ÜBdb- 
geioSkr dereäben^ uwm imiethalb dsr AufechubMÜ der Tod emIrUL 

Der Ansats ftr diesen Fall unterscheidet sich Ton dem Torigsa 

™, a^»», 4- « ^ 8«.. ^ «H.W«ie.»^ ?ie-- .i. 

angeschobene Rente -j^ tritt 

8. Ävfyeediobet^ Leibrente gegen einmalige Prämie mit unbedingter 
Biid^feicähr dersdben beim Tode. 

Für die Ableitung der Bruttopramie aus der Nettoprimie bestehe 
die Norm £' - (1 + x)R 

Die Verpflichtung des YerBicherera besteht aus der au%sschobenen 
Leibrente Tom Jahresbetrage 1 und aus einer lebenslSnglichen Todes- 
isUyersicherung auf den Betrag E'] man hat also, da ihr die Netto- 
Terpfiichtnng E des Versicherten gegenfiberstehi^ die Qleiohnng: 



^ + B'Ä,~E, 
die sich in die Form 

^.+.+ (1 + *)E{P,- dN:) - ED, 
umsetzen laßt; man erhllt also 

Der Fall läßt auch folgende Aufibssimg zu. Da der Unternehmer 
gehalten ist^ die Brutioeinlage E' unbedingt zurttckzuerstattetti so mufi 
er mit den jährlichen diskontierten Zinsen dE% die sie tiigt und die 
er durch dio ganze Lebccsdauer des (x) bezieht^ bestreiten den Netto- 
barwert der aufgeschobenen Rente und den Zuschlag %E zur Netto- 
primie; es muß hiernach die Gleichung bestehen: 

rfJSr a, - ^^ + x£, 
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die sudi to geaehriabcii werden kmn: 

daraus aber folgt für E tatatoMiclt derselbe Wert wie Torhin. 

Aus E leitet man naohtraj^ioh E' ab. 

4. ErUbeMvenid^enmg gegm jäkdkhe PrämienmMung wahrmä 
äet Versickerungsdauer und BüdDgewakr der eingegähUen Prämim im 
FäUe varßeUigm Todes, 

Die f&r die ganze Leistung entfiftUende Nettopramie heiße P und 
die Bmttopzfanie P' leite sieh ans ihr nach der Regel P' — kP + e ab. 

Anf der Seite des Yerstoherers steht nun die Erlebensvendche- 
ning anf das Kapital 1 nnd eine knne steigende Todes£ill?ersicherang 
mit dem Anfuigsbetrage P' nnd einer ebenso großen jährlichen Steige- 
rung; auf der Seite des Yersicherten der Nettobarwert seiner Pramien- 
Tahlnng Dies gibt den Ansäte: 

aus dem sich nach Ersetsnng ron P' durch hP + e berechnet: 

6. TodesfaMverekkerung mU abgehüräter Prämiemahlung und Büeh- 
erriattung der Hälfte der mngeMohUen Prämien bei Ablauf der Prämien- 
zoJÜkng oder im Falle des früheren Todes. 

fii sei (o?) für den Todesfidl auf das Kapital 1 Tersichert gegen 
eine Ungstens n Jahre iriLhrende PrSmienzahlung; erlebt er das Ende 
dieses Zeitraumes, so wird ihm die Hälfte aller eingezahlten Primien 
sofort surfickerstattet; stirbt er vorher, so erhalt er außer dem Ka- 
pital 1 auch noch die Ittlfte der wirklich eingezahlten Prämien. 

Zwischen der Nettoprämie P und der Bruttoprämie P' bestehe 
der Zusammenhang P' ^ (1 + x) P. 

Die Verpflichtung des Versicherers setzt sich zusammen aus der 

TodesfikUversicherung auf das Eoipital 1, aus einer mit -^ beginnenden 

P' 
und jShrlich um y steigenden TodesfidlTcrsicherung auf n Jahre und 

schließlich aus einer ErlebensTersicherung mit der Dauer n auf -y ; 

dem steht der Wert der Nettopramienzahlung des Versicherten gegen- 
über. Der Ansatz lautet also: 

daraus ergibt sich: 

P j^r^ ^J — (38) 
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Aosgahlnng des Kapitak und Bilckerstattouig sind dabei am linde 
dee Sterbejahres gedacht 

6. GemiscUe Versicherung gegen jahrUcke FtämieH£faMuHg fffährend 
der Versieherungsdatuer mit unbedingter JUidcgewahr der Prämien. 

Die Yersich^riui^^sdaaer betrage n Jabr^, die totale Nettoprimie 
sei P, die Bmttopramie P ^^{1 +x)P. Die Verpflichtiuig des Unt^- 
nehmeni zerfällt in zwei ErlebensTersicherungen, die eine auf die 
Summe 1, die andere auf die Summe nP' lautend, dann in eine auf 
91 Jahre abgekürzte Todes&llYersicherung auf das Eapitsl 1 und in 
eine mit P' beginnende, jahrlich um P' steigende TodesfidlTeniche- 
rung auf n Jahre; all dem steht die NettoprämienaUnng des Ver- 
gegenüber. Dieser Analyse entspricht dar Ansats: 



-^-{l + »Pl + - — 5 + 5 P 5 P, 

aus dem sich nach Ersetzung Ton P' durch (1 + x)P ergibt: 

B ^ 4-Jlf — Jlf ^ 

Bei X — 40, M <-* 25, einem Zuschlag Ton 127o <^ ^® Netto- 
pramie und der rersich^rten Summe 1000 geben die Grundlagen der 
Tafel Vm 

die Nettopr&mie P^ 123,87, 

die Bruttoprimie P' - 138,78; 

der Versicherte erhält, wenn er das Alter 65 erreicht, 1000 + 
25 • 138,73 -« 4468,25, und sollte er froher sterben, so werden an seine 
Erben außer dem Kapital 1000 noch die bis dahin bezahlten Primien 
ausgefolgt. Von der Nettopramie ent&Uen 

1000 ^V^jir"^^ • ^^^'^^ ^^ ^® Hauptrersichemiig, 

138,73 ^>^^"^^^ - 30,62 auf üb ßfickgewShr im TodasbU, 

138,73 jjA^ - 59,47 auf die Bftekgewihr im Ezlebanafidl, 

zusammen 123,87. 

Das Beispiel zeigt, wie bei einar weitgetriebanen Rfickgewilir 
die Hauptrersieherung zurftcktritt. 

7. Unmittelbare Leibrente mit BädcerMtbmg eines beslimmlen 
BruMsUs der kapitaliseken Einlage beim Tode des Beniners. 

Diese Kombination soll dem Wunsche Bedüsung iangen, dafi dar 
Rentner bei seinem Ableben Aber ein Ka^id f arf l t gan kaiUL 

Aus der für die ganze Versicherung erfordariichin Kattoeiiilage 
E werde die Bruttoeinlage E' nach dar Formal J^ «• (1 + a)jS ab- 
geleitet 
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Der Versicherer hat außer der Zahlung einer nachaohfimigen 
Leibrente Tom Beirage 1 auch f&r eine Todes&UTersicherung auf 
den Betrag 0E' (0 < 9 ^ 1) au£Eukommen; der Versicherte leirtet 
die Nettoeinzahlung E. Der resultierende Ansatz 

a, + 0E'A^ - E 

schreibt sich nach Ersetzung Ton E' auch so: 

a,-[l~(l+x)e{l-rf(a, + !))]£ 

.[l-.(l + «)«(jV^---;-.a,|]£, 
woraus schließlich 

folgt. 

Zu einem Grensfiül, der freilich, schon den praktischen Boden 
yerlafit, ftthrt die Annahme, die Rückgewähr werde am Anfang des 
Sterbejahres fUlig, weshalb A^ durch (1 +i)A^ zu ersetzen ist^ sie 
erstrecke sieh ferner auf die ganze Einlage (9 » 1) und von einem 
Zuschlag auf die Nettc^rSmie werde abgesehen (x = 0). Die Formel 
gibt dann die naturgemiSe Antwort 

wonach die Einlage der im nachhinein falligen ewigen Rente gleich 
zu sein hat. In der Tat^ wenn man ein Kapital erlegt, dessen jähr- 
licher Zinsertrag der Rente gleichkommt, so bleibt es — wenn von 
Verwaltungskosten abgesehen wird — unangetastet und kann bei dem 
wann immer erfolgenden Tode unverkürzt zurückerstattet werden. 
Es handelt sich dabei um eine reine Vermögensverwaltung und nicht 
um ein Versicherunffsgeschäft. 

8. Einseitige Uberkbensrente, gahtbar an (y) vom Tode des (x) 
angefangen j gegen einmalige Prämie und Buckgewähr derselben y wenn 
(y) vor (x) sterben sdttte. 

Die Nettopramie sei E, ihr Zusammenhang mit der Bruttoprämie 
E' — kE + e. Die Verpflichtungen des Versicherers bestehen in der 
Überlebensrente a^i, vom Betrage 1, eyentueD. in einer Überlebens- 
yersicherung A^^ im Betrage E'\ die Nettoleistung des Versicherten 
ist E. Man bat also zu selten: 



und findet daraos 



».1, +-*.;-»' --B 

E - ^i±^nZl^ (41) 



Es Tersiehere befqpiebweiM em 50-jiliriger Mann aeiner am 
10 Jahn jflngenB Fisa eine Witwemmite im Jahreabetrage 800, be> 
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dinge sich aber die Rfickentattnng des erlegten EjipiiaLi, wenn die 
Frau Tor ihm sterben sollte. 

Nach den Grundlagen der Tafel YIU ist 

a^- 17404, 
femer fand sieh in Nr. S33 

ti^^ - 12,278, 

mit diesen Elementen und bei der Festsetzung k — 1,06, € — 0,1 be- 
rechnet sich die Nettoprilmie fOr die fiente 1 mit 

E - 6,1264, 
die Bruttopramie, mit 

E' - 1,06 . 6,1264 + 0,1 - 6,69398; 

die kapitalisohe Einlage betrogt also 800 £'- 5276,18. Von der 
Nettopramie ent&Uen rund 3860 auf die Hauptrersicherung und 1040 
auf die BtlckgewUir. 

§ 4. Durchschnittsprftmien. SosiaLyerslohemiig. 

8ft7. SoslRleTonleheniiigMliirlofctiiiigmLDieyersicherungB- 

einrichtungen, wie sie von Großuntemehmungen fOr ihre Angestellten, 
Tom Staate fBr ganze Berubkreise und BeTölkerungsschichten auf 
sozialpolitischer Ghrundlage ins Werk gesetzt werden, unterscheiden 
sich in ihrem Plane und Betriebe in mehrfiftcher Beziehung Ton der 
privaten Versicherung. 

Ein erstes und wesentliches Merkmal dieser Einrichtungen ist 
die Ausübung eines Zwanges zur Versicherung Oberhaupt und ins- 
besondere zur Versicherung bei einer bestimmten dazu gegründeten 
Organisation. Dieser Zwang hat zur Folge, daß der Kreis der Ver- 
sicherten mit einemmale gegeben ist kraft der Bestimmungen des Diensi- 
yertragSy beziehungsweise des Gesetzes, das die Einrichtung regelt. 
Die Anwerbung Ton Versicherten und der damit yerbundene Kosten- 
aufwand entfallen; es unterbleibt aber auch naturgemäß jede Auslese 
seitens des Versicherungsträgers, sobald einmal die Zugehörigkeit zu 
dem Unternehmen, beziehungsweise zu dem vom Gesetz umschriebenen 
Personenkreise gegeben ist. Bei Unternehmungen, die selbst als Ver- 
sicherer auftreten, wird die Auslese aUerdings bei der Aufnahme in 
den Dienst voUzogen. 

Ein zweites unterscheidendes Merkmal liegt darin, daß es die 
PriTatreraicherung mit yersicherten Zndiyiduen, die soziale Versiche- 
rung mit Personengruppen zu tun hat Die PriTatrersicherung geht 
nach dem Grundsätze Tor, daß bezüglioh eines jeden Veraidierten 
zwischen Leisinngen und Gegenleistungen das Yendchemngstechnisehe 
Gleichgewicht zu bestehen habe. Diesen Grundsatz kann die 



n. Abachnitt PrimMo. 349 

Versicherong nur gegenüber einselneii Gruppen oder gegenüber dem 
gansEen Bestände ihrer Versicherten zur Durchführung bringen, yon 
einer bis zur einzehien Person gehenden IndiTidualisierung muß sie 
absehen. 

Die Gründe hierfür sind mannigfach. Vor allem erfordert dtfs 
soziale Moment einen gewissen Ausgleich der wirtMhafUiohen Unter- 
schiede; der stärkere, jüngere muß dem seh wieheren, älteren zu Hilfe 
kommen. Die unvermittelte BinfUming einer Veraicherang bestimmter 
Leistungen für einen ganzen dafür in Auseicht genommenen Personen- 
kreis würde sich als geradesu undurchführbar erweisen, wollte man 
die Beitrige den indiyidueUen Anwartschaften entsprechend feststellen; 
die alteren Personen wben außer Stande, für die auf sie eutfidlende 
Beitragslast au&ukommen. 

Zu diesen tiefliegenden Momenten kommen noch Bücksichten 
auf die technische Durchführbarkeit Die indiridualisierende Behand- 
lung würde bei einer MassenTersicherung einen so gewaltigen Ver- 
waltungs- und Bechnungsapparat erfordern, daß ein sehr betrilchtlicher 
Teil der Beitrage dem eigentlichen Zweck entzogen werden müßte. 
Es sind also Vereinfachungen notwendig. Bei einem sehr umfang- 
reichen Bestände erweist es sich beispielsweise als undurchführbar 
oder doch als sehr umständlich, die Versicherungsleistungen zu indivi- 
dualisieren, d. h. nach dem wirklichen Gehalte^ dem wirklichen Lohne 
zu bemessen; was nämlich bei einem Unternehmen selbst großen um- 
fange noch tunlich ist, ist nicht mehr zu bewältigen, wenn es sich 
um ganze Beru&kreise oder Volksschiditen handelt Es erfolgt dann 
die Einreihung der Versicherten in eine mäßige Anzahl von Gehalts- 
beiiehnngsweise Lohnklassen, nach denen die Versicherungsleistungea 
abgestuft werden; der indiTiduelle Gehalt oder Lohn dient nur dazu, 
die IQasse zu bestimmen, und danach richtet sich alles übrige. 

Aus dem umstände, daß die Beitragslast nicht den persönlichen 
Anwartschaften entsprechend Terteilt wird, könnte das Bedenken ab- 
geleitet werden, daß es doch nicht angehe, einen Zwang dahin aus- 
zuüben, daß irgend jemand für die versicherten Anwartschaften mehr 
leiste, als ihrem yersicherungsteohnisch festgestellten Werte entspricht^ 
da sich der BetrefEsnde dann bei freier Wahl auf die gleichen An- 
wartschaften bei einer privaten Unternehmung billiger yersichern 
könnte. Dieses Bedenken entfallt aber infolge der bei sozialen Ein- 
richtungen der hier gedachten Art bestehenden Mitwirkung dritter 
Personen an der Tragung der Beitragslast: die Unternehmung, der 
Arbeitgeber oder der Staat nimmt einen Teil derselben auf sich oder 
tngt zu den fällig gewordenen Leistungen bei So kommt es, daß 
die Ton den Versicherten selbst geleisteten Beitrage weit hinter dem 
Werte der ihnen gebotenen Leistungen zurückbleiben. 

Bevor über die Verteilung der Beitragslast weiter gesprochen 
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wird, encbeiot es notwendig, die Terschiedenen Arten der Auf- 
bringong der Mittel zur Beetreitong der versicherten Leistungen zn 
erörtern. 

858. Anfbrlnffimg d«r lUtfeaL I. Angenommen, eine soziak 
Versicherungseinridbtnng-sei mit Renten nnd mit einmaligen Leistungen 
irgend welcher Art ausgestattet In jeder Verwaltungsperiode, als 
wdche zumeist das Kalenderjahr gilt, werden dann bestimmte Renten- 
raten und bestimmte einmalige Zahlungen ßUlig. Wird dieser Jahres- 
aufwand nebst den angelaufenen Verwaltungskosten am Sddusse des 
Jahres festgestellt und nach einem aus der Natur der Sache abzu- 
leitenden Schlüssel auf die Versicherten rerteilt und daraufhin ein- 
gehoben , so spricht man Yon einer Deckung des Bedar& durch das 
Umlageoerfcihren. 

Statistische Erfohrutigen über den Verlauf der mafigebenden 
Massenerscheinungen sind bei einem solchen Verfahren nicht erforder- 
lich. Eine Ansammlung von Deckungskapitalien findet nicht statt^ 
jedes Jahr bringt seinen Aufwand sdbst auf und sorgt nicht f&r die 
Zukunft, es sei denn^ daß aus SicfaerheitsrÜcksichten Rücklagen ge- 
bildet werden, für die, so lange es notwendig, auf die Umlage ein 
Aufschlag gemacht wird. Nimmt man an, die Struktur des tot- 
sicherten Bestandes — wobei unter Struktur alle jene UmstSnde ge- 
meint sein sollen, die auf die finanzielle Gebahrung Einfluß nehmen — 
bleibe konstant, so wird das jährliche Erfordernis wegen der Nach- 
wirkung der Reifttenansprüche vom Beginn der Versi^erung an 
anhaltend steigen, weil zu den in den Vorjahren bewilligten Renten 
immer wieder neue hinzukommen, und dieses Anwachsen des Jahres- 
•erfordemisses und damit auch der Umlage dauert so lange, bis der 
Beharrungs0usiand eintritt, bis der AbfiiU der Renten dem' Zugai^ 
neuer das Oleichgewicht hält 

Dieses Anwachsen der Umlage^ davon herrührend, daß die (Gegen- 
wart auch f&r die Vergangenheit aufkommen muß, kann je nach dem 
eingenommenen Standpunkte als Vorteil oder als Nachteil des Umlage- 
rerfahrens aufgefaßt werden: als Vorteil, weil es die mit der Ver- 
sieherimg Terbiindene Last allmShlich anwachsen läßt und dadurch 
die Einführung erleichtert, als Nachteil, weil eine spätere Zeit an den 
in der Vergangenheit erwachsenen Lasten schwer zu tragen hat. 

Weil das Umlageyerfahren auf einen Ausgleich in der Frequenz 
der yersicherten Ereignisse während einer längeren Periode verzichtet, 
muß die Umlage den jähi'b'chen Schwankungen folgen; der umstand, 
daß sich ihre Höhe nicht voraussehen und in Rechnung bringen läßt^ 
wird als wirtsehafUioher Nachteil des VerfEihrens empfinden. 

Wenn eine auf dem eben geschilderten ümlageverfahren beruhende 
Einrichtung ihre weitere Tätigkeit einstellte, so wäre damit allen 
bereits erwachsenen Ansprüchen und allen Anwartschaften auf solche 
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ein Ende gesotsti weil weder f&r die Weiterzahlong der bereits zu- 
geeproehenen Renten Torgesorgt noch aneh f&r die yorhandenen 
Yenidierten irgend etwas aufgespeicliert ist (von eventuellen Rftck- 
lagen abgesehen, deren Tragweite doch immer nur eine beschrankte 
sein kann). 

Auf dem ümlageyerfaluren ist der Haapirache nach die reichs- 
dentsche Unfitllversichernng aa%ebani 

IL Man spricht Ton einem KapikMeekumgaverfahret^ wenn für die 
wihrend einer Yerwaltongsperiode zuerkannten Renten die Decknngs- 
kqütalien aufgebracht werden. Das Erfordernis eines Jahres setzt 
sich dann aus den Barwerten der in diesem Jahre zugesprochenen 
Renten und aus den fallig gewordenen einmaligen Leistungen zu- 
sanunen, wenn solche im Yersicherungsplane vorkommen. Es findet 
also eine Ansammlung von Kapitalien statt, aber nicht ftir alle, 
sondern nur f&r diejenigen Versicherten, die in den Bezug einer Rente 
getreten sind. Das wesentlichste MerkmAl dieses Verfahrens besteht 
darin, daß eine flüssig gewordene Rente im Anfange schon för alle 
Zukunft gedeckt ist, daß also jedes VersiGherungsjahr f&r die Schäden 
(im weiteren Sinne), die es verursacht hat^ endgültig aufkommt. 

Bliebe der Kreis der Versicherten seiner Struktur nach gleich, 
wäre die Frequenz der rentenb*bgründenden und auch der einmalige 
Leistungen herbeiführenden Ereignisse stabil und hingen endlich die 
Renten ihrer Höhe nach von der Dauer der Zugehörigkeit zur Ver- 
sicherung nicht ab, so würde sich auch das jährliche Erfordernis, von 
Schwankungen abgesehen, auf gleicher Höhe erhalten. Selbst bei 
einem an umfang zunehmenden Versichertenkreise bliebe, wenn die 
übrigen Voraussetzungen zuträfen, das rdcUive Erfordernis (absolutes 
Erfordemier im Verhältnis zur Zahl der versicherten Personen) wesent- 
lich unveränderlich. 

Anders schon gestaltet sich die Sachlage, wenn mit der Zugehörig- 
keitsdauer wachsende Renten statuiert sind. Das Jahreserfordemis 
setzt dann bei Einf&hrung der Versicherung mit einem niedrigen Be- 
trage ein, der sich mit der Dauer ihres Bestandes, weil immer höhere 
und höhere Renten zu&llen, steigert^ bis es wieder nach einer gewissen 
Dauer zu einem Beharrungssustande kommt, bei dem AbfiJl und Neu- 
zugang von Renten verschiedener Höhe sich aufheben. 

Die Aufbringfung des Jahreserfordemisses kann nun auch bei 
dem KapitaLsdeckuhgsverfohren im Wege der Umlage geschehen, in- 
dem durch eine Nachhineinrechnuug die Deckungskapitalien der in 
dem Jahre bewilligten Renten und die ausbezahlten EinmaUeistungen 
nebst den aufgelaufenen Verwaltungskosten einem Teilungsschlüssel 
gemäß auf die Gesamtheit der Versicherten verteilt und eingehoben 
werden. In dem vorhin gedacht.en idealen Falle würde bei konstanten 
Renten die Umlage unter Schwankungen ein gewisses Niveau ein- 
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halten y bei steigenden Renten aber dieselbe steigende Tendenz auf- 
weisen wie bei dem nnter L besprochenen reinen ümlagererfiihren. 
An statistischen Erfahningen sind jetzt solche notig, die zur Bestim- 
mung der Rentenbarwerte dienen, also Sterbetafeln oder Ausscheide- 
ordnungen der Rentner. 

Die Aufbringung des Jahreserfordemisses kann aber auch auf 
ein IVamtaiyerfahren gegründet ' werden, indem das jährliche Er- 
fordernis an Deckungskapitalien, Einmalleistung^n und Yerwaltnngs- 
kosten im yoraus abgeschätzt und durch Einziehung tou nach einem 
Tarif geregelten Prämien hereingebracht wird. Der Tarif kann auf 
verschiedene in der Natur der Sache liegende Momente Rücksicht 
nehmen; befindet sich darunter auch das Alter der Versicherten, so 
spricht man von Individuälpräinien; spielt das Alter im Tarif keine 
Rolle, so spricht man tou einheiflicher Prämie, die insbesondere nach 
ihrer Konstruktion eine DurelischniUtprämie sein kann. Die Voraus- 
bestimmung des jährlichen Erfordernisses zum Zwecke der Prämien- 
bemessung setzt viel weitergehende statistische Erfahrungen voraus, 
als beim Umlagererfahren notwendig sind. 

Denkt man sich, eine Yersicherungseinrichtung, die auf dem 
Prinzip der kapitalischen Deckung der bereits angefallenen Renten 
beruh^ stellte in einem Augenblicke ihre weitere Tätigkeit ein, so ist 
der Sachverhalt folgender: alle bis dahin zuerkannten Renten sind 
bis zu ihrem völligen Ablaufe gedeckt^ für die Versicherten aber, die 
noch nicht in den Rentengenuß getreten sind, ist nichts vorhanden; 
ihre Beitrage haben nur dazu gedient, die zu ihrer Zeit entstandenen 
Schäden zu decken. 

ni. Die Aufbringung der Mittel fELr eine mit Renten ausgestattete 
Versicherungseinrichtung kann schließlich nach einem Plane erfolgeui 
der auch die Änwartschctften auf Renten einbezieht und fQr ihre 
Deckung soi^. Eine auf diesem Prinzip aufgebaute Versicherung 
besitzt in einem gegebenen Augenblick nicht bloß die Deckungs- 
kapitalien für die bereits flüssig gewordenen Renten bis zu ihrem 
Ablauf, sondern auch für die noch im Versicherungsveihältnis stehen- 
den sind Gelder angesammelt, die sie in den Stand setzen würden, 
die gleichen Ansprüche gegen Fortzahlung der gleichen Beiträge bei 
einem andern analog eingerichteten unternehmen zu erwerben, wenn 
diesem jene Gelder als Grundfonds übergeben würden. 

Dieser Modus ist bei Pensionsinstituten üblich.^) 



1) Über die venchiedenen Methoden der Mittelaofbringong in der Sozial- 
Tenichemng »iud eingehende üniersachongen teilt allgemeiner^ teils auf die 
deutsche und die Osiezreiohisohe InvaUdenTendcherong (lelitere geplaot) im 
besonderen Rücksicht nehmender Natur yerOffentlicht worden; et seien hier an- 
geführt: L. ▼. Bortkiewicz, Die Deckongtmethoden der Sodalvenicherong (Ghii- 
aohten etc. des VL intern. Kongr. f. yer8ich.-Wif8ensch. Wien 1909, I, 1. Bd., 
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859. Pnmharthnltti^riiiile bei etner Pensloiurveniofaeniiig. 

Ffir die Ang^estellten eines GhroBuntemeliinens, f&r die Angehörigen 
eines bestimmten Bernfii o. dgL wird eine obligatorische Ffirsorge^ 
einrichtong anf versicherai^gstechnischer Bads ins Leben gemfen, die 
etwa folgende Leistungen gewähren soll: 

a) Inyalidenrenten an invalid gewordene Mitglieder; 

b) Witwenpennonen an die nach rerstorbenen aktiren und inra- 
liden Hitgliedem yerbliebenen Frauen; 

c) Renten an die nach eben solchen Mitgliedern und nach ver- 
storbenen Witwen verbleibenden Waisen bis zu einem gewissw Alter; 

d) Abfertigrungen an Mitglieder, die innerhalb der Karenz fllr die 
Livalidenrente invalid werden; 

e) Abfertigungen an die Witwen der innerhalb der Karenz ver- 
storbnen Mitglieder; 

f) Sterbegelder. 

Die Höhe der Leistungen a) bis e) richte sich nach den Bezügen 
zur Zeit der Fälligkeit^ die Höhe der Renten a) bis c) auch nach der 
Dienstdauer. 

Die zur Sicherstellung dieser Leistungen erforderlichen Mittel 
soUen durch eine nur von den anrechenbaren Bezügen abhangige, 
also in Prozenten dieser Bezüge ausgedrückte Prämie angebracht 
werden. 

Die Berechnung dieser Prämie geschieht auf Ghund der Annahme, 
dafi Umfang und Struktur des Kreises der Versicherten dieselben 
bleiben wie zu Beginn. Unter dieser Annahme werden die einzelnen 
Anwartschaften bewertet, wobei Personen, die von dem hier anzu- 
nehmenden Standpunkte als von gleicher Art zu geltea haben, zu«. 
sammenge&ßt werden können. Man wird also für den ganzen Bestand 
folgende Barwerte au&usteUen haben: 

1. Barwert der Anwartschaften auf Invalidenpension; 

2. Barwert der Anwartschaften anf Witwenpension; 

3. Barwert der Anwartschaften auf Waisenpension; 

4. Barwert der künftigen Abfertigungen an die wahrend der Karenz 
invalid gewordenen Mitglieder; 

5. Barwert der künftigen Abfertigungen an die Witwen der 
während der Karenz verstorbenen Mitglieder; 

6. Barwert der Sterbegelder. 



p. 478 — 497); E. Blatchke, Die Prämien uid AAmienreserTen der Invaliden- 
yerneheniBg der Arbeiter (MitteiL d. Ott.-migar. "Verb, d^ Pti¥at?erMch.-Aiisi, Y. 
(1909), p. S— 88); J. Kaan, Die FinanBfysteme in der Offeiitlio}ite wid der pri- 
vaten Yernchenrng (ibid., p. 68—107). Eine oriestiereDde Dantellimg mit be- 
sonderer Berflckiiditigmig des österreiohischen Oetetsentworfei hat R. Schromm 
gegeben (CKitaehten etc. des VI. intern. Kongr. f. Venich.-WifsenBoh. Wien 1909, 
L 1. Bd., p. 689—569). 

Osnb»r, WalutalminllohkrtttrdahwaBg. IL t. AnlL ^<^ 
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Die Summe dieser Barwerte, bezüglich dem Beredmimg aaf 
Kr. 292 — 301 Terwieeen wird, stellt den yerncliemogrtaoluüfleheii Wert 
der an den Anfimgibeetand künftig zu leiitenden ZaUangen dar, er 
heiße A, 

Seine Deeknng ist durch die Beitri^^e der Mitgliader n bewerk- 
stelligen. Da diese Beitr&ge nur bis zom Eintritt der InTalidittt oder 
dem eTfintaell früher schon erfolgten Tode an sahlen sind, iio stellen 
sie sich als AktiYitittsrenten dar. Bs wird der Barwert eines Prosenis 
der anrechenbaren Bezüge sn bestimmen sein. Beziehen die Mitglieder, 
die beim Eintritt im Alter % stehen, zusammen an anrechenbaren 
Bezügen die Summe 6^, so hak ein Prozent dieser Bezüge den Bar- 
wert -^^^i wenn monaUidie Beitragszahlung (im Wege des Abzugs 

Tom Monategehalt) yorgeeehen ist. Die Summe der Aufdrucke -^^^ 

über alle vertretenen Alter bildet den Barwert B eines Gehaltsproaents 
als Beitragsabstattung. Aus A und B ergibt sich die DürdhsdMtts- 
pfdfiM in Prozenten d^ anrechenbaren Bezüge: 

Die EinUammerung von x soll die Durohschnittsbildung in besug auf 
das Alter andeuten. 

Sollte ein Ghründungsfonda yorhanden sein oder Ton den Ifil- 
gliedern ein Eintrittsgeld eingehoben werden, so sind die wirUidian 
Beträge dieser Aktivposten Torher ron A in Abzug zu bringen« 

Es kann sich während des Bestandes der Einrichtung die Not- 
wendigkeit ergeben, eioe Neubostimmung der fernerhin erforderiichen 
DurdiBchnittapr^mie Torzunehmen. Denn hat die Rechnung sowohl 
die Barwerto der bereits in Kraft erwachsenen Renten ab auch die 
früher eiwohnten Anwartschaften zu erfMeen; es wird sich also der 
Passivposten ä nunmdbr wie folgt zusammenseiteen: 

Barwert der flüssigen Tnyalidenrenten; 
Barwert \^t flüssigen Witvrenrenten; 
Bar^ert der flüssigen Waisenrenten: 
dazu die Anwartschaften 1 bis 6. 

Auf der Aktirseite erscheint jel^t das yK>rhandene „Vermögen^ F, 
entptandon aus den bisher gezahlten Beiträgen, soweit sie nicht zur 
Bezahlimg bereite fällig gewordener Yersicherungsleistungeu auf* 
gebraucht worden sind. Nach Abzug dieser Post Ton .AI ergibt sich 
das, was durch die künftigen BeitrUge zu decken ist; somit ist nun-* 
mehr die Durchschnittsprämie: 
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800. SiurohMiliBittq^riiiile ctar URntUolMB ZüVAliden^ 
vmnUhmrtmg (xiaoh dem osterreichiiohen Gesetzentwurf), um die 
bei der techniacben Begründung einer derartigen Varsicberungsein- 
richtung auftretenden Fragen und eine Methode der Beitragabemeesnng 
in den Grundzügen Torzufttbren, eracbeint es als das zweckmäßigste^ 
an ein konkretes Beispiel anzuknüpfen. Als solohes diene jener Teil 
des osterreicbiscben Gesetzentwurfes zur sozialen Yendcberung^)^ der 
die Inyaliden- und Altersrersieberung betrifft; dem Gesetzentwürfe 
ging das y,Programm für die Reform und den Ausbau der Arbeiter- 
yersicberung'") voraus; in diesem Programm und in der ,^enkscbrift 
über die Berecbnung des durchschnitUicben j&brliohen Beitragserfbrdsr- 
nisses in der Inyaliden- und Altersyeraieherungf ^ sind die Gtodanken 
entwickelt, die bei der Begründung der beiden Vorlagen maßgebend 
waren. Hier soll der Versuch gemacht werden , diese Gedanken , so* 
weit sie den mathematischen Aufbau betreffen, in mSgliohster Kürze 
zu entwickeln. 

Von den Bestimmungen des Gesetzentwurfes s«en hier nur die- 
jenigen angeführt, die zimi Verstibidnis der folgenden Ausführungen 
erforderlich sind, und zwar in jener Form, in der fie bei der Reeh- 
nung Anwendung finden. 

Die normalen Leistungen an die „unaelhs^dig E i w erb sU tigen*^ 
bestehen: 

a) In einer luTalidenrente, mit fÜnigUiriger Karenz, bestehend 
aus einem Grundbetrag, der sich nach der Lohnklasse richtet, und in 
einer jährlichen Steigerung, die mit dem 6. Jahre beginnt und nach 
der Beitragsleistung sich richtet, die ihrerseits auch nadb der Lohn- 
klasse abgestuft werden soll; 

b) in einer Altersrente, die mit Vollendung des 66. Lebenqahrea 
beginnt und die diesem Zeitpunkte entsprechende Höhe der InyaÜden- 
rente besitzt; 

c) in ElapitalsbetrSgen an die Hinterbliebenen und iswar an die 
Witwe nach einem B^tenempf&nger oder Versicherten im Grund- 
betrag der ihm bereits zuerkannten bzw. gebührende Inyalidenrente^ 
an jede Waise unter 16 Jahren in dec Hälfte dieses Betrages; 

d) in der Beitragserstattung an weibliche Versilberte im Falle 
der Verehelichung und des darauffolgenden dauernden Aussehetdena 
aus der Versichemngspflicht, mit fünfjähriger Ejirenz und im BeInga 
der Hälfte der eingezahlten Beitrage. 

DieVersioherungspflicht beginnt mit der Vollendung des 16. Lebens« 
Jahres. 



1) lafolge der ZsitereigniMe bisher nicht sor VerwiridichTmg gelang! 
S) Yorgäegt am 9. Desember ISCi. 
S) Wien 1909. 
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Der Ghrundgedankey auf den sich die Bestimmang der Durcli- 
achnittsprämie sitttzt, besteht in folgendem: Von einem Anfangsbestande 
aasgehend berechnet man fQr die aufeinanderfolgenden Bestandsjahre 
der Versicherung das Gesamterfordemis an Deckungskapitalien ftlr 
die anfallenden Renten und an einmaligen Leistungen unter Berück- 
sichtigung des natürlichen Wachstums des Yersichertenkreises und 
bildet den Anfangswert aller dieser auf die ganze Zukunft sich er- 
streckenden Ansprüche. Nach denselben Gh-undsätzen wird der An- 
fangswert aller künftigen Beitn^leistungen Tom jährlichen Betrage 1 
bestimmt Der Quotient des ersten Barwerts durch den zweiten gibt 
das jährliche Beitragserfordemis. 

Die Durchführung dieses Gedankens erfordert außer jenen statisti- 
schen Daten, die sich auf die Häufigkeit der Inyalidisierungen beziehen, 
sowie jenen Tafeln, die zur Bewertung der verschiedenen Renten zu 
dienen haben, die Kenntnis des Altersaufhaues der Versicherten und 
ihrer Zunahme infolge des natürlichen Wachstums der Bevölkerung. 

In dieser Richtung werden zwei fundamentale Annahmen ge- 
macht, dahingehend, daß der rdative Altersaufbau Jcwistant bleibe, 
und daß die Zunahme des Kreises der Versicherten nach einer geo- 
metrischen Progression vor sich gehe, die durch ihren Quotienten, 
den Vermehrungsfakiorf gekennzeidmet ist^) 

Der so eingeschlagene Weg gewährt auf der einen Seite den 
Vorteil, daß er manche Schwierigkeiten, die in der Natur der Sache 
liegen, glücklich umgeht, so insbesondere die Schwierigkeiten, die in 
dem abweichenden Verhalten des Anfangsbestandes gegenüber einer 
spateren Zeit liegen, in welcher der Beharrungszustand eingetreten 
sein wird. Andererseits liegen in der Annahme eines Alteraufbaues, 
dem ein bedeutender Einfluß auf das Rechnongsergebnis zukommt^ in 
der Hypothese, daß der Kreis der Versicherten in bezug auf seine 
relative Alterszusammensetzung konstant bleiben und seinem üm£Euige 
nach gemäß einer geometrischen Reihe mit festgesetztem Quotienten 
wachsen werde, Momente, die ein dauernd verwendbares Resultat auf 
den ersten Wurf nidit versprechen; dieser Schwierigkeit kann indessen 
überhaupt auf keine Weise ausgewichen werden, der Gesetzentwurf 
sieht daher vor Ablauf von zwölf Jahren eine Revision der Rech- 
nungen vor. 

3fiU Blemmite der Beohniiiig. Es sei 

(9KJ der Altersaufbau der männlichen, 

(8ßJ der Altersaufbau der weiblichen versicherungspflichtigen Per- 
sonen; er gestaltet iich verschieden für die Gruppen der 
selbständig, der unselbständig Erwerbsfähigen und der mit- 
helfenden Familienmitglieder, die zu den unselbständigen ge- 

1) Eni er ■ Hypothese, b. Nr. 2S8. 
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zahlt werden — hier aber, wo es sich um die Darlegong der 
Prinzipien handelt, soll Yon dieser Unterscheidong abgesehen 
werden; 
(IJ) die AktiTitaisordnung; 
(wj die Reihe der Inyaliditatswahrscheinlichkeiten; 

c der VermehrungB&ktor (im Geseizentworf mit 1,01 ange- 
nommen); 
i der Zins^ß (im Gesetzentwurf mit 0,04 angenommen); 
a der Ghnndbetrag, 

€ die jihrHche Steigerung der InvaUdenrente. 
Wird unter (3RJ auch der Anfiuigsbestand der männlichen Ver- 
sicherten yerstanden, so ist deren Bestand nach Ablauf von t Jahren 
durch (c'SRJ dargestellt. Für die Durchschnittspr&mie ist es ohne 
Belang; ob der wirkliche Anfangsbestand mit (9R.) überdustimmt; sie 
hängt nicht Ton seinem Umfang, sondern nur von der relativen Zu- 
sammensetzung nach Altersklassen ab. 

Über die zur Bewertung der InvaUd m r mUm yerwendeten statisti- 
schen Daten ist schon in Nr. 337 das Nähere mitgeteilt worden; die 
Barwerte der Inyalidenrenten: 

m 

werden also als gegeben Torausgesetzt. 

Desgleichen können die Anwartsthaften auf Invälidmirmle: 

a# (If) f^_ 

als gegeben betrachtet werden, wobei im Sinne von Nr. 338, II 

zu nehmen ist. 

Ebenso dürfen die Jkiivüätsrentm ""a^"^ als feststehend Yoraus- 
gesetzt werden. 

363. Barwwt ämr Onmdbetrtgo dw ZnvalldMireBLtML 

Nach t Jahren vom Beginn der Versicherung gerechnet ist der Be* 
stand der Versicherten durch (c'äRJ gegeben; die in dem folgenden 
Jahre entstandenen invaliden aus den Altersklassen 21 bis 64, dar- 
gestellt durch 

(c'JW.u;.), «-21, 22, .64 

treten in den Bezug der Invalidenrente, und soweit es die Grund- 
beträge anlangt, entsteht daraus eine auf den Beg^inn reduzierte Be- 
lastung * 
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^^t"'hvt,w,V'\ - «(cvy^p^lk^wj»,^'^, , (1) 

» *1. tt •*§ 

mit der Abkünong 

.^«,/,w^«D; (1.) 

•+T 

geidttiebea: 

M 

n 

Für diejenigen^ die das Älter 85 aktir enreieht beben, kommt 
die As^woßiimkafi aof Innlidenremte hinni, ihr Banrert iet 

«*'{*!' W."C}- (3) 

Somit ouMaht vom dem i + 1-tea Jalire des Bertudes die Bar- 
kfelaatong diinh, QrondbefcrSge: 



o(ct>)* 



^aji.D:+aR«-'C 



(4) 



Durch Sommienmg dieses Ausdrueks in bezug auf i von < « 5 
(Ablauf der Earens) aafvrftrts ergibt eich die Qesamtbelastong ans der 
unbegrenzten Zukunft: • 

-Ä(j3».D: + ä«„-'C)-f^.Z,; (I) 

11 

die Bedeutung yon Zi ist aus dem Ansatz unmittelbar ersichtlich. 

363. Bftrwert der Onmdbetrige d«r AkUvltfttveiitoii. 

Zur Ergänzung des Torstehenden Barwerts , der alle Inyalidenrenten, 
auch die, welche nach Vollendung dee 65. Lebensjahres anfidlen, umfaßt, 
auf die Einbeziehung der Altersrente ist noch der Barwert der künf- 
tigen Zahlungen an Aktivit&tsrenten vom Alter 65 an erforderlich. 
Die aus dem i'\-\~\^xi Bestandqahre stammende Belastung durch 
GrundbetrBge stellt sich auf 

Sjummiert man diesen Ausdruck in bezog auf l Ton ^ — 5 aufwärts, 
so ergibt sich die aas der unbegrenzten Zukunft resultierende Belastong 
ans diesem Titel mit 

«S-.a»„-C-r^.Z„. (U) 
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864i Bar w wt ctar BraLt«istolf«niBigML Nach den Be- 
siimmniigen de« G^eeetzentwurfes ist die Bechnung so zu fBliren, daß 
die Steigenmg mit dem 6. Jahre der Zugehörigkeit zur Yersicherong 
beginnt und Ton da ab, wenn die Erwerbifthigkeit andauert^ bis zum 
€5. Jahre anhält 

Der Gmndgedanke, von dem bei Bewertung dieser Steigerungen 
ausgegangen wird, besteht darin, daß fiElr jedes Alter und jedes Be- 
•tandsjahr die durchsehnitÜiche Anzahl der Steigerungen zu ermittehi 
gesucht wird; auf diese Dureh8chnittaiahle& stfttist sich dann die Be- 
wertung der ans den Steigerungen entspringenden Belastung. 

Durch diesen Vorgang wird den besonderen Verhftltnissen der 
An&ngsperiode Bechnung getragen, wo Personen aller Altersklassen 
mit einem' Male in die Versicherung eintreten, wihrend im sp&teren 
Verlaufe der Zutritt zur Versicherung hauptsächlich in den untersten 
Altersklassen (16 — 18) sich Tolkiehai wird und Eintritte in den 
späteren Altem nur in mäßigem Gh!ade erfolgen werden. 

Gemäß dem Altersaufbau und dem natürlichen Anwachsen des 
Kreises der V ersicherten gehen aus SDt^ X'jjüaigm eines Bestandqahres 
cfOlg^i ^ + 1-ji^rige des nächsten Bestandqahree herror. 

Nach der Aktivenordnung gehen Ton ^Aktiven des Alters x deren 
r., in das Alter x + 1 über. 

Das QrdßeuTerhältnis Ton 

c3R,.i und TO.-^ 

hat nun folgende innere Bedeutung. 

Findet Gleichheit statt, so geschieht die Abminderung ron 9R^ 
auf cWt^^i der Akti Yenordnung gemäß, also durch dieselben Gründe 
wie das Ausscheiden aus der Aktivität, durch Inralidität und Tod aUein. 

Besteht Ungleichheit in dem Sinne 

so deutet dies auf Neueintritte hin, da dann gemäß dem Altersauf- 
bau mehr Personen vorhanden sind^ als nach der Aktivenordnung 
zu erwarten wären, und der Neuzutritt ist durch die Differenz 

^SK.^.! -SR, -^ gegeben, so daß nur 

cSR.^, - (caR.^., - aji.-^-i) - SR. ^ 

Yon den c^k^^i Personen bei dem Übergai^ rom Aber x zum AMer 
x + 1 ein Teilniüimsjahr absolriert habm, während die andern eben 
erst eingetreten sind. 
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Ungleichheit in dem Sinne 

weist auf Ausscheidungen aus anderen Gründen hin, ak sie bei 
der Aktiyenordnung herrschend sind (Ausscheiden aus der Versiehe- 
rungspflicht). 

Die Rechnung nimmt zur Erüelung größerer Sicherheit Ton den 
beiden Abminderungsquotienten 

eines jeden Alters den kleifierm als geltend an — er heiße 0^ — und 
konstruiert mit Hilfe der Zahlenreihe (5J eine Abfiülsordnung (fj, 
indem yon einer Ghrundzahl K^^ der 16-jüirigen der Ausgang genommen 
wird, so daß sukzessiTe 

Nach ^j&hrigem Bestände gibt es e'^St^ Personen, des Alters x; 
davon gehorten im Sinne der eben erklarten Ab&llsordnung 



^,./ 



der Versicherung schon bei deren Beginn an (vorausgesetzt, daß 
x — t^lG) und haben 

t Teilnahmsjahre, also t — b Steigerungen; 
weiter waren 

Personen zu Ende des ersten Bestandsjahres vorhanden, diese haben 

t oder ^ — 1 Teilnahmqahre, also ^ — 5 oder ^ — 6 Steigerungen; 
weiter w&ren 

Personen zu Ende des zweiten Bestandsjahres vorhanden, diese haben 

<, < — 1 oder t — 2 Teilnahmsjahre, 
also < — 5, ^ — 6 oder t^-l Steigerungen; 

usw.; schließlich gehörten 




-^«-6 
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Personen der Versicherung ^ — 6 Jahre nach deren Beginn an und 
haben 

tyt — ly'» oder 6 Teilnahmsjahre, 

also t — 5f t — 6y ' ' ' oder 1 Steigerung. 
In der Summe 

an » cm * «m * 



X 

«-6 



sind also Personen mit ^-^5 Steigerungen t — 5 mal, weil in jedem 
Summanden^ Personen mit ^—6 Steigerungen ^ — 6 mal, weil in allen 
Summanden vom zweiten ange&ngen, usf., Personen mit 1 Steigerung 
nur einmal, weil bloß im letzten Gliede, enthalten. Diese Summe gibt 
also die Gesamtzahl der Steigerungen, welche sich im Anspruchsrecht 
der c^Tljg Personen befinden, so daS also nach t^ährigem Bestände der 
Versicherung auf eine Person des Alters x durchsehnüüich 






r.l'-fe+"-'fe + "-fe+-+fel(^> 



Steigerungen entfallen, 

Fär Alter, f&r die x — ^ > 16, schließt die Formel so ab, wie sie eben 
hingeschrieben wurde; fiir Alter, die der Bedingung o; — ^ < 16 entsprechen, 

schließt sie mit c^*"^'*"'^-^* ab, wobei sich der Exponent Ton c im 

Falle des Gleichheitszeichens auf reduziert. Sobald einmal < ^ 49 
wird, schließt die Formel f&r alle Alter in der zuletzt angegebenen 
Weise ab. 

Nachdem nun die durchschnittliche Anzahl von Steigerungen er- 
mittelt ist, kann an die daherrOhrende Belastung geschritten werden; 
sie betragt also fOr das ^+ 1-te Bestandsjahr und die Altersklasse x 

wobei wieder die abktbisende Bezeichnung (1*) benutzt worden ist 
Dieser Ausdruck in bezug auf t von ^ — 6 aufwärts, weil erst nach 
6 Jahren des Bestandes Ansprüche auf Steigerungen erwachsen, und 
in bezug auf x von x — 22, jenem Alter, wo Steigerungen beginnen, 
bis X "» 64, wo die letzten Steigerungen anfallen, summiert gibt den 
Barwert aUer künftigen Steigerungen der Invalidenrenten. 

Da es bei festem x nur auf die Summierung Yon *s^(evy nach t 
ankommt^ so hat man zu bilden: 
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(evr'8. — — 5-siB-- ^ 



• 



von da ab stehen nimmehr die Exponenten der ev und aller c mit 
jedem weiteten Jahre am je eine Einheit, w&hrend die eonatige Stroktor 
der Formel unrerändert bleibt; mithin ist^ wenn man die diskontierten 
Zahlen 

KJ-ffK, 

6 

Die Belaetong darch die AltersUasse x betragt also: 

nnd die BeUstong dorch alle in Betracht kommenden Altersklaseen: 

TT iT ' 16 'tTb 

Hierdurch sind die Bentensteigerongen in Rechnung gesogen, so- 
weit sie die Jfi€a{u2enrenten betreffen; es bleiben noch die Steigerangen 
die bei den .^Ufersrenten in Anrechnang kommen, zu bewerten. 

Die durehschnittUcbe Zahl der Steigerangen beim Antritt der 
Altersrente ist im Sinne der Formel (5): 



and die derauis resoltiereiide Belastung hat den Barwert 

£'««•' c« SR« "C - «'««. (wy SR« "C ; 

die Sammwrung in bezog auf t toq #<->6 aofniita liefeit diagennte 
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BdMtnng dnrah die Zakanft. D« nun im gegenwirtigMi FaUe nach (7) 



:^M"^-r^.^^-^, 



80 ifli ans den Steigamngen der nach Yalkndimg des 65. Lebezujahree 
aawariMhftfUioheii InTalidenrenten die Belastaxig 



i~i JC-'C^I| - rhi Zkv (IV) 

in Rechmmg zu stelleD. 

Der f&r die Steigerangen der zosStadiehen Aktiyitatsrenten resul- 
tierende Betrag ergibt sich hieraas dadurch, daB man die Innkliden- 

rentenanwartschsft '^a^!^'^ durch die Aktiyititsrente "a^^ ersetrt; sein 

Ausdruck ist demnach 

M an 

86B. Barwert d«r Abftrtlgiiiig^ii a& WltwMi und Wftlaen. 

Bezeichnet man den Abfertigungsbetrag der Witwe mit a^ (er ist 
gleich dem Grundbetrag a der Invalidenrente vermehrt um den staat- 
lichen Zuschuß zu jeder fälligen Jahresrente, der mit 90 K prilliminiert 

war), so ist der Abfertigungsbetrag einer Waise -j- - 

Der Bar%iFert der Abfertigungen, soweit sie aus Todesfällen unter 
den VersiAerten entspringen, ist so zu rechneii wie der Barwert der 
Grundbetrftge aus den Inyalidenrenten (Nr. 362), mit der Maßgabe, 
daß in dem Ausdruck (1), der den Ausgaagapunkt bildet, die Invali- 

ditatfiwahrscheinlichkeit w^ durch die Sterbesdswahrscheinlichkeit q^^ 
der Aktiven und die luTalidenxente oV^'^. durch die H5he der auf 

einen Versicherten des Alters x entfallenden Abfertigung zu ersetzen 
ist; diese Abfertigung hat f&r die Witwe den Wert 

wenn v^ die Wahrscheinlichkeit für einen x-jihrigen Versicherten is^ 
verheiratet zu sein, und fttr die Waisen 

wenn k^^ die durchschnittliche Anzahl der auf einen solchen Versicherten 
entfallenden Kinder unter 16 Jahren bedeutet; mithin lautet der den 
Ausgang bildende Ausdruck mit Rücksicht auf die f&r diese Leistung 
bloß mit 1 Jahr festgesetzte Karenz: 
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64 64 

IT IT 

und seine Sommierong in bezug auf tront^l «af«rarts liefert 

r^iJaR.gr(t;.+i»)-j^^Zvi. m 

17 

Die Abfertigungen, so weit sie aus TodesfaUen unter Badm- 
empfängem entspringen, scheiden sich für die Bechnnng in solche, 
die Invalidenrentenempfanger, und solche, die Altersrentenempffinger 
betreffen. 

Den Barwert der enteren wird man ebenso zu rechnen haben 
wie den Barwert der Gmndbeträge der Inyalidenrenten, mit der Maß- 
gabe, daß in dem Ausdruck (1) aV^^^^ su erseteen ist durch die 

Todesfallversicherung eines Invaliden auf den Betrag ^A^m'^'f\ ^'^ 
durch 



«.(«.+ t')(i-^*»-)? 



mithin tritt an die Stelle jenes Ausdrucks der neue 

64 

und seine Sumroierung nach t von / » 5 aufwärts, entsprechend der 
Karenz für den Antritt der Invalidenrente, liefert für diesen Teil der 
Belastung den Wert 

«.Ä;i'3«.^.(««+T')(i-A)-i£~z^- (VH) 

91 

Der Barwert der von den Altersrentenempfängem stammenden 
Abfertigungen rechnet sich, als Todesfallversichenmg der in den Bezug 

der Altersrente eintretenden anf den Betrag <XM(f6& + '^); bezeichnet 
man also den Barwert der Altersrente mit 'a^, der sich zusammen- 
setzt aus ^'a^'^ und '*9,)^\ so hat man in dem Ausdruck (II) ledig- 
lich <^''a^5^^ zu ersetzen durch 

und erhBlt so den zweiten Teil des Barwerts der Abfertigungen nach 
Rentenempfängern: 

«-ri^s»„(''«+T)(i-''*»J-ÄiZym. (ym 
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Diese Rechnung ist so geführti daß sie mit jenen Zivüstand»- 
yerhältnissen rechnet , die zur Zeit des Antrittes der InTslidenrente 
bzw. der Altersgrenze bestehen — in Ermangelung Yon Daten über 
die ZiTilstandsverhältnisse unter den Rentenempfängern selbst — , 
welche Verhältnisse sich bis zum Eintritt des Todes nur im eiU- 
lasiemlen Sinne andern k&nnen, so daß aus dem Rechnungsgange eine 
Überwertung der Abfertigungen resultiert.^) 

366. Barwert der BeitragsiahlungMi. Der Bestand an Ver- 
sicherten ist Tc^äRJ; angenommen, daß jede Person dieses Bestandes, 
die zwischen 16 und 64 Jahren alt ist, die Jahresprämie 1 zu zahlen 

hat, so resultiert aus diesem Jahre, dem t + l-ten, eine Prämienein- 
nahme Ton 

16 

die ganze künftige Prämieueinnahme^ auf den Beginn diskontiert, er- 
gibt sich daraus durch Summierung in bezug auf t Tön ^ — ^ auf- 
wärts, beträgt also 

1 — - Cf? ^^ * 
16 

Dies gSlie, wenn die ganze JabrespriLmie am Beginn des Jahres auf 
einmal erl^ würde; macht man wegen der im G^esetzentwurfe Tor- 
gesehenen wöchentlichen Beitragsabstattung einen Abzug Ton 2% 
(s. Nr. 362), so ergibt sich als Barwert der Beitragszahlungen 

16 

867. iMi^wi^y ^»» ■^^fftiiMAitwiiAfHbwi^«. Die Durchflchnitts- 
prämien für die drei Hauptteile der Versicherungsleistung^ nämlich 
für die EinheU des BenteAgrundbetrageSy für die Einheit der Benten- 
Steigerung und für die EinheU der Abfertigung, seien mit P'^^y P^^, P^'^^ 

bezeichnei 

Der Barwert der Grundbetragseinheit f&r die Rentenbezügei In- 
yaliden- und Altersrenten, setzt sich aus den Ausdrücken (I) und (II) 
nach W^lassung von a zusammen, ist also 

l_^i,(Zi+ Zn)5 
der Barwert der Steigerungseinheit für beiderlei Bentenbezflge besteht 

1) Die Werte von v^ und ib^ wurden dem Opeial „Bigebniise der über die 
Standesrerhältnitge der PzimlangeftelUen im Jabre 1896 eingeleiteton amtUohea 
Ethebungen^' (L Teil, p. 180^181) entnommen; diese Eriiebnngen besieben sieb 
allerdings auf ein von dem biervin Betraeht kommenden TeiwÄiedenei Material 
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aus den TeübefarSgen (III), (IV) und (V) mit WeglsAnuig von «, 
ist also 

iTT^ CZiii + Ziv + Z v) 5 

der Barwert der Abfertigangseiiilieit ergibt sieh durok SommieruDg 
der Komponenten (VI), (VHI) und (VIJUL) nach Yf^ßmmang Ton c^^ 
befaragt daher 

r^^(Zm+ Zyn + Zyn^' 

Dnrcli Division dieser drei Barwerte durch den Barwert (IX) der 
Beitragseinbeit^ d. i. dnrch 

erbilt man die genannten drei Durehscbnittspramien, nimlich: 

p. VHZn 

^C«)'" 0,98 Zjx 

Die Geeamtdnrchsehnittsprftmie IBr die wirklichen Leistuogen 
ist dann: 

Für die Kategorie der unselbständig ErwerbstStigen ergibt sieh 
mit den Grundlagen des Gesetzentwurfes 

1^, - 0,0607 , P;, - 1,301 , JP^; - (V)165, 

aus welchen Zahlen tu erkennen ist, wie stark belasteiid die Renten« 
Steigerungen gegenüber den Chrundbetragen wirken und wie sehr die 
Abfertigungen gegen die Renten sEurüektreten. 
Nach dem Aufbau des Ges^tfeentwurfes ist 

«-.6P, 

wenn P die jihrliche Bruttoprftmie bedeutet, fsmer 

e - O^P, 

«^-» a + 90, 

womit gesagt ist^ daß die Steigerung Tg der jibrlich«ti BcitragiBleistung 

ausmacht und daB auf jede fSUig gewordene Rente von StMitswegen 
ein Zuschuß Ton 90 Kronen geleistet werden soll; mit diesen Ele* 
menten berechnet sich die JMstfadurehschnittsprimie mit 

P(.) - 0,8462P + 1,486. 
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Der Wochenbeiiarag in der IIL LohnklaMe ist beispielsireifle mit 
36 h Teranschlagt; das gibt bei Annahme Ton 50 Beitragswocben 
P — 18 J:, woraos 

P^^- 13,12 AT; 

es Terblöiben also 4^88 K, d. L 27,1 % Ton P znr Deckung d^ Yer- 
waltnngskosten und zur Bildung eines Sicherheitsfonds. 



IIL Abschnitt Prlmienreserven. 
§ 1. Theorie der Prindenreserve. 

888. Die Prlmianreaanre naoh der Hettometbodei Der 

hentsutage noch Torfaerrschende Begriff der PrSmienreserre und die 
geübte Art ihrer Berechnung sind theoretische Konstruktionen, die 
sich auf denselben Voraussetzungen aufbauen, wie der Begriff und 
die Berechnung der Nettopramie. Diese Voraussetzungen lauten dahin, 
daß die versicherten Ereignisse genau gemäS den zugrunde gelegten 
Tafeln sich zutragen und daß die eingelegten Geldbeträge genau zu 
dem rechnungsmäßigen Zinsfuß sich verzinsen. 

Dazu, daß diese Voraussetzungen in der Wirklichkeit niemals 
dauernd zutreffen, kommt der Umstand, daß die Begriffsbildung, sich 
nicht auf das Ganze des Versicherungsgeschiftes bezieht^ sondern nur 
einen, allerdings den wesentlichsten Teil desselben ins Auge &fit: 
nämlich die ErfUlung der Veirsicherungsansprüche; der ganze kom- 
plizierte Apparat, der znr Abwicklung und dauernden Sioherstellung 
des Geschäftes erforderlich ist und Aufwendungen mannig&oher Art* 
zur Folge hat, bleibt dabei außer Betracht. 

Man kann sich nun auf den Standpunkt stellen, daß all das, was 
die BrtUSke zwischen der theoretischen Konstruktion und der viel- 
gestaltigen Wirklichkeit zu bilden hat, Sache der vorsichtigen, klugen 
und auf Erfahrung gegrfindeten Geschäfkef&hrung sei. 

Man kann aber auch die Ansicht vertreten, daß es Aufgabe der 
Theorie sei, auf Grund sprgfältiger Analyse aller Vorgänge das Ganzo 
des Versicheningsbetriebes zu erfassen und alle Teile, also auch di» 
VerwaltungskoBten, die Überschüsse und ihre Verteilung, in ihren 
Wirkungskreis zu ziehen. 

Das Richtige dürfte in der Mitte liegen. Bei der Kom^iziertheit- 
des Geschäftsganges, bei seiner Ablmngigkeit von Ungewissen Momenten, 
bedarf die Leitung sicherer Anhalte, die nur eine der Wirklichkeit 
angepaßte Theorie bieten kann. Dieser aber sind wieder Schranken 
gesetet durch den Umstand, daß in die Zukunft kein sicherer Blick 
zu tun ist, daß unerwartete Vorkommnisse eintreten können, denen 
gegenüber die Theorie wenigstens für den Augenblick versagt und nur 
der gesunde praktische Sinn entscheidan kann. 
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Aus dieser Überlegung darf wohl der ScUuB geiogen werden, 
daß die Theorie nicht bei den herkömmlichen Tenichenuigemailie- 
matischen Problemen Halt machen, yielmehr immer tiefer in den 
ganzen Geschäftsbetrieb einzudringen suchen solL Am&fa» dasu sind 
in der neueren Literatur reichlich vorhanden. Bevor auf einige darin 
enthaltene Ansichten eing^pingen wird, muß der sachliche Inhalt 
dessen, was unter Pramienreserve verstanden wird, dargelegt werden. 

Die Ansammlung einer Ptämienreserve ist mit der üblichen Art 
der Prämienzahlung notwendig verbunden. 

Folgte die Prämiensahlung dem jährlichen Eisiko, finde also 
naiürlidie Prämienzahlung statt, so ginge die Rechnung, theoretisch 
gesprochen, mit jedem Jahre auf. Der Fonds, der sidi am Beginn 
des Jahres aus den eingelaufenen Nettopramien gebildet hal^ wird am 
Ende des Jahres nebst den inzwischen sugewachseuen Zinsen zur Aue- 
zahlnng der fällig gewordenen Leistungen aufgebraucht. Eine An- 
sammhing von Kapitalien findet nicht statt 

Anders bei den üblichen Arten der Prämienzahlung. Bei der 
einmaligen Prämienzahlung oder der kapitalischen Begründung von 
Versicherungen bilden die eingezahlten Nettoprämien schon zu Beginn 
in ihrer Gänze eine Prämienreserve, die zinstragend angelegt und ver- 
waltet werden muß, um aus ihr die nach und nach fällig werdenden 
Leistungen bestreiten zu können, bis sie mit der letzten versicherten 
Leistung erschöpft ist. Findet jährliche konstante Prämienzahlung 
statt, so übersteigen die Prämien bei den meisten Versichemngsarten 
während einer gewissen Ahfangsperiode erheblich das jährliche Risiko, 
werden also durch die auflaufenden Yersichenmgsleistux^^en nicht ver- 
braucht und bauen aus den verbleibenden Besten nebst deren Zinsen 
und Zinseszinsen eine Prämienreserve auf. Dann aber kehrt sich das 
Verhältnis um, das jährliche Risiko fängt an die Pimiie zu über- 
steigen, übersteigt sie in immer höherem Maße, und nun hat die an- 
gesammelte Prämienreserve allmählich das Fehlende zu decken, bis 
auch sie mit dem lotsten Versicherungsfiedle erschöpft ist. Hört die 
Prämienzahlung mit «nem vereinbarten Termin auf, dann muß die 
bis dahin angesammelte Pnmienreserve zur Deckung aller ferneren 
Versicherungsleistungen allein ausreichen. 

Aus dieser Betrachtung gehen zwei AufiGBissungen der in einem 
bestimmten Zeitpunkte vorhandenen Prftmienreserve hervor: sie ist 
einerseits der Übersehufi der bis dahin gezahlten NettoprSmien über 
die bis dahin erfolgten Versicherungsleistungen nebst Zinseszinsen, 
und sie. ist andererseits die Ergänmng auf die ferneren Prtmien- 
Zahlungen, die die Auszahlung der noch ausstehenden Versicherongs- 
leistungen ermöglicht, oder sie ist, wenn die Primienzahlang schon 
aufgehört hat, der Fonds, der mit seinen Zinseszinsen die Auszahlung 
der ferneren Versicherungsleistangeii ermöglicht und dara tiieoretisch 



m. Abiehnitt. Piämienzotairen. 869 

gerade luisreicht Iniibesondere aus der zuletzt betprochenen Funktion 
erklart sich der für die Pranienreserve gebrauchte Name: Deckung^ 
hapUal, 

Diesen beiden Auffassungen der Pr&mienreserye entsprechen die 
beiden Hauptmethoden ihrer Berechnung; die eine, die retrcspdetive 
Methode, stützt sich auf die bereits abgelaufene Yersiehernngsdauer, 
die andere, die protjpektwe Methode, auf den weiteren Verlauf. Nach 
beiden Methoden erscheint die Primienreserre der Form nach als 
eine Differenz, mit der Maßgabe, daß der Subtrahend unter umständen 
auch Null sein kann. Auf die MOf^chkeit des Nullwerdens des 
Minuends wird spater die Sprache kommen. 

Die retrospekHoe Methode gibt namUch die Pramienreserre als 
DifferenB zwischen den vereinnahnUen NeUcprämien und den erfolgten 
Versickentngdeiskingen — der Subtrahend ist NuU^ wenn bis zum Zeit- 
punkte der Reseryeaufsteilung vertragsgemäß keine Leistung fallig 
werden konnte; die prospektive Methode liefert, die Piamieiireserye als 
Differeng ßwischen den noch ameidienden Versicherungüüshmgen und 
den noch zu gewärHgenden NeUoprämienekinahmen — der Subtrahend 
ist Null, wenn vertragsgemäß keine weitere Prämienzahlung statt- 
zufinden hat; aUe Beläge mit änrem Barwerte jour Zeit der Beeerve- 
aufsteUung genommen. 

Es mochte scheinen, als ob zwischen den beiden Methoden ein 
prinzipieller unterschied bestünde in dem Sinne, daß die erste mit 
vergangenen, also bekannten Tatsachen, die zweite dagegen mit dem 
ungewissen zukünftigen Verlauf rechnet. Dem ist jedoch nicht so: 
den Ausgangspunkt für die Berechnung der Prämienreserve eines be- 
stimmten Augenblickes bildet der zu dieser Zeit vorhandene Bestand 
von Versicherungen, und das Mittel der Berechnung sind die an- 
genommenen Versicherungsgrundlagen, also die statistischen Tafeln 
und der Zinsfuß. 

Dieser Gedanke bedarf noch der näheren Ausführung. Wäre ein 
eben gebildeter Bestand gleichartiger Versicherungen und der Modus 
der Prämienzahlung gegeben, und wüßte man im voraus, daß er sich 
genau nach den gewählten Grundlagen entwickeln werde, so konnte 
für jeden künftigen, überhaupt in Betracht kommenden Moment die 
Prämienreserve a priori angegeben werden, und es wäre für das Re- 
sultat gleichgültig, welcher Methode man sich dabei bedient; auch 
der Bestand an Versicherten zu jenem Zeitpunkte ließe sich voraus- 
sagen. Die Wirklichkeit wird aber von dieser Voraussage in der 
Et^el abweichen, der Bestand wird ein anderer sein, als nach den 
Grundlagen zu erwarten war. Wollte man nun die retrospektive 
Rechnung nach dem wirklichen Verlauf machen, so müßte sie ein 
anderes Resultat ergeben als die prospektive Methode, die immer nur 
auf die Ghnndlagen gestützt werden kann. Man macht d«k<^T ^^^<^ 

Csnber, WA2u*o2i«ijiIiolik«ittreoJliniuig. IL t.A.ulL ^^ 
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die retrospektiTe Rechnasg nach dem eben Toiiiaiideneii Bestände und 
nach den Grundlagen, geht also dabei gewiseermaBen von einem fm- 
gierten AnfomgAeiande ans statt von dem wirklichen. 

Unter solchen Verhältnissen ergeben beide Meihoden dasselbe 
Resultat. Die prospektive Methode ist die weitaus gebr&uchlichere^ 
bei vielen Vendchernngen auch die einfachere; nur bei manchen kom- 
plisierteren Versicberungskombinationen, insbesondere solchen mit 
PrämienrückgewUir, ist die retro^ektive Methode vorsoziehen. 

Wie die Nettopramie, so stütit sich auch die Primienreserve 
auf die Vorstellung^ daß eine große Zahl ^eichartiger Versieherungen 
abgeschlossen wird; die Qleiehartigkeit drückt sich in gleichem Alter, 
gleicher Versicherungssumme und gleicher Primiensahlungsweise aus. 
Unter dieser Voraussetzung waren alle Versicherungen^ die lu einem 
bestimmten Termin nach gleicher Versicherungsdauer noch in Ejraft 
stehen, an der Ansammlung der diesem Termine entsprechenden Pri- 
mienreserve gleichmäßig beteiligt; es entfiUt daher auf jede der ent- 
sprechende idiquote Teil der Reserve. In diesem Sinne spricht man 
von einer Bkudreserve ab Prftmienreserve einer einzehien Versiche- 
rung im Gegensatze zur Gesamireserve eines Versicherungsbestandes. 

Die Oesamtreserve einer Versicherungsuntemehmnng ist die 
Summe der zu den einzelnen Versicherungen gehSiIgen Einzelreserven 
und wird in der Regel auch so gerechnet. Gibt jedoch der zu einer 
Kombination gehörige Bestand betrachtliche Altersgruppen gleicher 
Versicherungsdauer, so kann die Rechnung dadurch verein&cht wer- 
den, daß man fttr diese unmittelbar die Geeamtreserve ermittelt. Eine 
derart angelegte Rechnung bezeichnet man als Gruppenredmung. 

Über die rechtliche Stellung der Gesamtheit der Versicherten 
tind des einzelnen gegenüber der Prämienreserve enthalten die das 
Versicherungsrecht regelnden Gesetze und Vorschriften, wo solche 
bestehen, die erforderlichen BestinmiuDgen. Aus diesen gehen all- 
gemeine Normen darüber hervor, welcher Zeitwert einer Police nach 
Ablauf einer bestimmten Versicherungsdauer zukommt; er richtet sich 
nach der auf sie entfiEdlenden Einzelreserve. Die englischen Aktuai*e 
bezeichnen diese geradezu als den PoUcenwert. 

Es ist bei der bisherigen Entwicklung des Begriffli der Prämien- 
reserve stillschweigend vorausgesetzt worden, die Prämienabstattung 
sei so eingerichtet, daß jede bezahlte Prämie mindestens das Risiko 
deckt, das die Versicherung bis zur nächsten Prämieniahlung läuft 
Unter dieser Voraussetzung kann die Prämienreserve niemab negativ 
snafidlen. Eine negative Prämienreserve zeigt also an, daß der Ver- 
sicherer Zahlungen geleistet hat, die durch die bis dahin erlegten 
Prämien nicht voll gedeckt sind, daß er also einen Vorsehuß an die 
Versicherten gewährt hat Finden nun im Zeitpunkt ' einer ae^s- 
tiven Reserve Rücktritte vom VersicherongiErvertrag statt, so kommt 
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der ünternehiLer zu SchAden^ weil die AoBgebetenen das Ririko, sa 
deMen Tngung sie eich dnndi deo Vertrag yerpfliektok hatten, niclil 
Toll saf sieh genommen haben. Ee weiden daher Veraidianingakooibi- 
nationen^ die zeitwi^ilig za einer negatiyen Reeerre AnlaB gkben, Ter- 
mieden; führt eine Versicherung TorCLbergdieiid xa einer nicht be- 
trachtlichen negativen Beserre, so wifd mit Bflckricht auf die ün- 
einbringliohkeit im Falle der Lösung des Vertrage statt desasp die 
Reserve Nnll eingeaetsst 

Zur Beiaiehiiinig der nach der Nettomethode gerechneten Pr&- 
mienreserre einer Venichening irgend weleher Art^ ahgeaeblossen anf 
Leben {x), nach m-jUirigem Bestände di«ne das Symbol ^V^. 

869. grlwilmr—nf iMl «famydlgw WrikmimamMbrng. 
Bei kapitahseh begründeten Versichemngen gibt die prospektiTe Me- 
thode nnmittelbar Aufschluß über die GMße der sn einer bestiniBitiBn 
Zeit erforderiichen Pramienreeerre. Da nimlich weitere Winiahlnngen 
nicht stattfinden y muß für jeden Versicherten der dieser Zeit ent- 
sprechende Wert seiner Versicherung im Beeerrefonde Torhandea sein. 

Es igt aUo die Ftümienruervt ^imier dMfcft ewMiia^ 'Brtmit fo- 
grimddm Venidienmg gUid^ dem dunh die abffdaufmie ZeU äbgeät^ 
derten Wert der VersiÄerung. 

An dem Beispiel der Erlebensrersicherung soll die Bichtigkeit 
dieees Sataes auch durch die Bechnung erwiesen werden. 

Angenommen, l^ Personen des Alters x hatten sieh auf den ISt- 
lebens&U zum Alter x + n auf das Kapital 1 durch Einzahlung der 
einmaligen Primie 

▼ersicheri Dadurch ist ein Fonds in der H5he l^ißm ^tstandea, der 
in m{<n) Jahren, da inzwischen keine Aussahlungen stattfinden, mit 
Zinsessinsen auf die Höhe 

anw&chat Die Zahl der Versicherten sinkt bis dahin infolge der 
eingetretenen Sterbefälle auf l^^^] auf jeden dayon entfallt daher die 
Pramienreeerre 

enetit num ,£, durch Mineii obigan Wert, m> wird 

-^^jr + m 

in Übereinstimmung mit dem ausgesprochenen Satse. 

Die Anwendung dee Satus auf Terschiedene Kombinationen bMet 
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keine Schwierigkeit^ weil es sich immer nur um ^e Angabe des 
jeweiligen Yersichernngswertes handelt. 

Eine kapitaUech begründete lebenslängliche TodeBfidlrersicherung 
anf das Leben (x) s. B. hat nach m Jahren die Beserre 

eine ebenso begründete temporare TodesfEÜlyersicherang auf n Jahre 
die BeserTC 

Za einer kapitaUsch begründeten, nm n Jahre angeschobenen 
Leibrente für das Leben (x) gehört nach m Jahren die Beeerre 

m^x-.-«l»«+m. ^enn m<n, (4*) 

dagegen die Besenre 

denn im ersten Falle ist die Rente noch nm n — m Jahre aufgeschoben, 
im zweiten Falle bereits flüssig; beidemal hat der Versicherte das 
Alter X + m erreicht. Die Formel (4^ gilt für das Ende des m-ten 
JahreSy unmittelbar Yor Auszahlung eines Bentenbetrages. 

870. Pr&mtonrMwrve bei J&hrlioher PrilmlimwfthTimg, Ist 

die Dauer der Prämienzahlung im voraus begrenzt, und fällt dei: Zeit- 
punkt der Beserveberechnimg über die Periode der Piämienzahlung 
hinaus, so ergibt die prospektive Methode für die Prämienreserre 
ebenso wie im vorigen Falle den Wert der ferneren Versicherung, 
Wurde also beispielsweise eine aufgeschobene Beute durch jährliche 
Prämien während der Aufschubzeit von n Jahren erkauft, und soll 
die Prämienreserre nach m Jahren bestimmt werden, wobei m>n ist, 
so hat man, gleichlautend mit (4^, 

Wenn aber die Prämienreserveberechnung in die Periode der 
Prämienzahlung fällt, so erfordern beide Methoden, die prospektive 
wie die retrospektive, die Bestimmung zweier Versicherungswerte; die 
prospektive Methode: 

1. den Wert der ferneren Versicherung, 

2. den Wert der ferneren Prämienzahlung; 
die rehrospeklive Methode: 

1. den Wert der bereits vereinnahmten Prämien, 

2. den Wert der bereits verausgabten Versicherungssummen; 
man rechnet diese beiden Werte für den Termin des Vendcherungs- 
abschlusses und reduziert sie hierauf unter Berücksichtigung von 
Sfierblichkeit und Verzinsung auf den Termin der Prämienreserve- 
bereofanung. 
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Dor Wert 1. bildet in beiden Fallen den Minnend, der Wert 2. 
den Sabtrabend jener Differeni^ dureb welobe ndi die PHtanienreeerre 
dantelli 

Bieses Verfidixen gUt sowobl bei konitaiiter wie bei Tariabler 
Prämie. 

Bei konstanter Pramienzablnng kann man die Pramienresenre 
auch als den Barwert des Überscbnsees der dem (durch die yer- 
flossene Yersicbernngsdaner) erhöhten Alter angemeesenen Pr&mie über 
die dem Beitrittsalter entsprechende PriUnie aoflGusen und dangemiß 
berechnen. Wollte nämlich die Person (s) nach Ablauf von m Jahren^ 
da sie das Alter x + m erreicht hat^ dieselbe Versicherung abschließen, 
so hätte sie dafür eine andere, höhere Prämie P^^^ au sahlen, wäh- 
rend sie in Wirklichkeit die ursprüngliche niedrigere Priunie P^ fort- 
sahlt; der Barwert der kfinftigen AuafUle P«^.»— P« an Prämie muß 
demnach aus der froheren Zahlung Yorhanden, reserriert sein, er 
bildet die Prtmienreserre ^V^. 



Als erstes Beispiel diene wieder die Erlebensrersicherunff auf das 
Kapital 1, abgeschlossen Ton einer Person {x) auf n Jahre gegen 
Zahlung der konstanten Prämie 

während der Yersicherungsdauer. 

Nach der prospektiTen Methode ergibt sich der Ansats 

denn die fernere Versicherung ist eine Erlebensrersicherung fOr (x + m) 
nur mehr auf n^m Jahre, und die fernere Prftmienzahlung eine auf 
n-- m Jahre abgekürzte Rente, abhängig Yom Leben {x + m) und 
▼om Jahresbetrage der Prämie. 

Die retrospektiye Methode liefert den Ausdruck: 

m^.-^!ma..P,; iß) 



denn die bereits Tereinnahmten Prämien haben zur Zeit des Versiche- 
rungsabschlusses den Wert \j^^^^f der durch Multiplikation mit 

(1 + i)*!"^ " TT"^ *"^ ^^"^ Zeitpimkt der Reserrebestimmung Tcdu- 

ziert wird; eine Auszahlung aber hat noch nicht stattgefunden. 

Mit Hilfe der Prämie JP^ am Beginn und der Piämie «.^P«^»! 
die zur Zeit der Beserveberechnnng geltend wäre, erhält man wieder 
in anderer Form 

•^." («-■•'P»+m-"fi^*)u-.*.+.- (y) 
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Did mifarMlte Obereiiistimmuiig aller dieser Darstellungiformen 
ist Mehl sa erweisen. Die AuBfKhmiig yon («) in iexi OnmdnUen 
gibt afanlioh: 

und die Ausftthnmg von (/}) in gleicher Weiee: 

was die Formel (y) anlangt, so erkennt man ihre ÜbereinstimmuDg 
mit (a) soforly wenn man beiuditet^ daB 

ist; übrigeBs führt anch hier die Dantellang durch die Grundaalilen 
sum Ziele. 

Man kann dem letsten Ausdrucke noch eine einfachere Form 
geben, wenn man lu der Prämie 



•^9 — ^ — 



noch die andere 



^.-2f, + . 






hinaunimmt; man erkennt dann sogleich, daß 

.F.-^- (5) 

H&tte man also sn jedem Alter die Jahresprimien f&r die Ter- 
achiedenen Yeisicherangsdaueni, so er^be sich die Beserre durch 
DiTision zweier Jahresprimien. Da jedoch Tafeln Ton solcher Voll- 
ständigkeit kaum Torhanden sein werden, so wird man in der Regel 
nach der Formel («) re(dmen. 

Bei fn — » wird ^V^^ 1, wie es sein muB. 

Als iweites Beiq^el möge die ToUständige TodesfidlTenaeherang 
auf das Leben (x) gegen M>enslingliche Zahlung dsr Jahrssprimie 

P ..^^ ^^ 
• a, N, 

behandelt weiden. 

Die proq^ktite Methode gibt den Ansais: 

die lefanospektife den Ansats: 
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die keiner BegiUndimg mehr bedürfen. Aber ihre Übereiastunmong 
■oll erwieaen werden. Ersetzt man in {ß) {^a, nnd \^A^ durch die 
Onindsahlen, so wird 

nnd wegen N^P^^ M^ weiter 

in Übereinrtimmong mit (a). 

Ans (a) folgt weiter, wenn man A^^^ doreh den Wert der für 
diese Versicherung zu leistenden PMoueniahlung P^j^^^^^^ erselst^ 
die Darstellung durch Prämien: 

Drückt man in (et) 4«^m und P, durcn Renten aus, nimliigh 
A^^ "» 1 — da . und P ■■ -— — -^. so enribt sich nach einer Re* 
dnktion die bemerkenswerte Form^: 

^F.-i-a^, (6), 

welche die Prämienreserre durch Renten ausdrückt In Nr. 373 wird 
auf diese Formel weiter eingegangen werden. 

871. Prftmtfmr— nre b«l VBtti;}llirlg«r grimtimwfchlnny. 

Es handle sich um die PrSmienreserre einer lebensl&ngiichen Todes- 
fallyersicherung auf das Leben {x) nach n Jahren, wenn die Prämie 
in m-tel-Raten gezahlt wird. Ihr Zeichen sei ^VJ^. Nach der pro» 
spektiyen Methode hat man den Ansatz: 

Bei ganzjähriger Prämienzahlung wäre die Reserre 

F ■• >4 — Ä P • 

es ist alsQ der Unterschied 

ZU seiner Beurteilung setze man in erster Ißherung (s. Nr. S15)l 

aO»> — a — 'i!^— . PW— ^« — — W y, 

■k+n »*♦• San ' •^« st — 1 _»i— ^' 
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worsQB 



p — *•• P(«). 




m — l 






M — 1 

Sfl» , 


«-ipofi •'^-^ 





dadurch ergibt sich 



S» * N «is 

worauB mit Bflcksicht auf (6) folgt: 



,»^.<->-.F,(l+=^-ip.<-)). (8) 

Der eingeUammerte Faktor rechts nimmt bei m — oo, d. L unter 
VoraassetEong kontinnierlicher PriLmiencahlong^ den grflAten Wert an; 
die dieser Yorstellong entsprechende maximale Pribnienreserre ist 



Beehnet maa i^_ naeh der Formel 



P 



» 1 ' 

so findet man mit den Grandlagen der Tafel VUi beispielsweise 

.F«- 1,00878. F^, 

.r„- 1,01906. F«; 

und w«m die Ansiahlung des yersicherten KApitals unmittelbar nach 
dem Tode bedungen wird, in welchem Falle für J[, eu setaen ist 

J[^» A^{\ + y)^ 80 ergibt die Rechnung; 

,r«,-l,00894.F„, 
.r„- 1,01938. F„. 

Es erhöht sich also die unter so strengen Bedingungen gerechnete 
Prämienreserre gegenüber der unter Voraussetzung ganzjähriger Prä- 
mienzahlung und FSUigkeit des Kapitals am Ende des StOTbejahrs 
bestimmten nur um 0,9, beziehungsweise 27o der letzteren. Man sieht 
daher in' der Praxis von diesem geringfilgigen unterschiede ab und 
rechnet .F^ statt J'J^K 

372. Basttinmiiiig dar Baaarva naoh «lii«r aliditgaaMii 
i^M^iii Yon JshrML In der Regel fallt das Rechnungqahr einer 
Versicherungsanstalt mit dem Solarjahr zusammen. Am Schlüsse 
eines solchen haben die wenigsten Versicherungen gerade eine ToUe 



III. AbtchiiiU. PriLmieiirMerveB. 377 

Ansahl Ton Jahren bestanden; bei den meisten besteht die Dauer ans 
einer ganzen Anzahl yon Jahren und einem JahresbmehteiL Es 
handelt sich nun dämm, die Pramienreserre nach einer solchen Yer- 
sicfaerungsdaner zu bestimmen. 

Die Versicheningsdaner betrage n -{ — Jahre, wo n eine ganze 

Zahl nnd — einen echten Bmch bedeutet; die fragliche Reserre werde 

mit ^ V^ bezeichnet. Man wird ;rie genan genug bestimmen, wenn 

«+— 



man sie zwischen die Reserve am Beginn und am Ende des n + 1-ten 
Jahres unter der Annahme linearer Änderung interpoliert. Nun ist 

die Reserve am Ende des n-ten Jahres ,F,, am Beginn des n + i-ten, 
nad^ erfolgter TtamienäMumg j erreicht sie in unstetiger Änderung 
die Höhe ^V^ + P^j am Schlüsse desselben ist sie ^^xV^* Hiemach 
hat man die Näherungsformel: 



» + — 



- [,y, + i (. + 1^ - nV^] + —-* P,. (10) 



Nach einer viel verbreiteten Praxis wird der in eckige Klammem 
eingeschlossene Posten allein als i^PrSmienreserve^ in den Büchern 



geftlhrt.^) Der zweite Teil, P^, welcher den über das Ende des 



hinaus greifenden, also dem nädisUn Rechnungsjahre 
zufallenden Anteil der \e\aXgeg(Mten Jahrespramie bedeutet^ wird unter 
dem Namen „Priunienübertrag^ separat gerechnet und ausgewiesen 
(s. weiter unten Nr. 374). 

Mit der Bemessung des Jahresbruchteiles wird man wohl nie über 
Zwölfteljahre (Monate) hinausgehen, weniger als 15 Tage vemach: 
lässigend, mehr als 16 Tage für einen vollen Monat rechnend. Ja bei 
einem großen Yersicherungsbestande wird man sich, ohne einen belang- 
reichen Fehler befürchten zu müssen, noch eine weitergehende Verein- 
fachung gestatten und.unter der Annahme gleichförmiger Verteilung der 
PriLmienzahlnngstermine über ein Rechnungsjahr so rechnen dürfen, 
als ob der Überschuß über die ganzen Jahre durchg^gig \ Jahr 
wäre. Man hat dann als ersten Posten das arithmetische Mittel 

% 

und als zweiten Posten die halbe Jahrespramie 



1) G. Bohlmann, Encykl. der mathem. Wissensch. I, p. 8S6, gebiaaeht 
far diesen Pötten die Benennung „kanfm&nnigohe Ptibnienieserve^S som Unter- 
schiede von der ,,maihematiiehen*\ die durch (10) auRg^drückt wäre. 
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Bei den Venieheningeiiy welche im RechnoiigBJmhre EogewachMa sindy 

kommt also sm Ende dieses Jahres die Resenre ^-^ einmslelleii; man 

wird sin annUiemd gleiches Resultat eraielen, wenn man bei den tot 
Jahresmitte abgeschlossenen Yeisichernngen den ganzen Betrag ^F, 
und bei den aus der aweiten Jahreshilfte stammenden keine Reserve 
einstelli 

373. BlnfliiB dar BtarbetafU und dM BburfUM ftof dto 
PrittdMMMTV«. Der Einfluß, den die Wahl der SterbetaM auf 
die Pribnienreserre ausübt; laßt sich nicht mit wenigen Worten ond 
allgemein charakterisieren; er ist für yersdiiedene Yersieherungskombi- 
nationen dem Sinne und der Größe nach yeraohieden. Es sind mehr- 
fische Untersuchungen nach dieser Richtung angestellt worden, ihre 
Resultate werden sich aber zur Bildung eines Urtoiles in einem 
speziellen Falle kaum geeignet erweisen; das beste Mittel bleibt die 
Ausrechnung einer Anzahl yon Spezialwerten. 

Einige Betrachtungen dieser Art mögen hier Platz finden. 

Es handle sich um lebenslfingliche Todesfallyersicherungen und 
um die Vergleichung zweier Sterbetafeln^ die auf die zweite bezüg- 
lichen Werte sollen akzentuiert werden. 

Man hat dann 

» a' 

ftx ein bestimmtes x und n wird also 

m^ M^n'^ xf 



je nachdem 



oder 



•» ^ »i 




Hätte man also für alle Alter das RentenrerbBitnis berechnet, so ge- 
stattete der Einblick in die Kolonne dieser Zahlen, fllr jedes Alter 
und jede Yersicherungsdauer über das OrSßenTerfailtnis der Primien- 
reserren auszusagen. 

Zur näheren Untersuchung des Verlaufs Ton ^F, empfiehlt es 
sich, a, zu zerlegen: ä, — iA + t^»P,»,+«; dann sohrwbt sich 

dieae Darstellung hat den Vorteil, daß \jk^ und j^^ woat toa der 
Sterblichkeit vor, a^^« mir Ton dar Sterbliehkeit natJk dem Bedmungs- 
termine abhängen. 
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Wenn, noh die Eorra der SteriMiiawalirscheiiiliehkeiteii {, so ab- 
Indflrti wie es die punktierte Linie in Fig. 62 andeutet, d. h. wenn 
Sterbenswahrscheinlichkeiten vor dem Reeh- 



nnngstermine größer werden, so nehmen j^a^ and 




^p^ und hiermit auch ^F. ab. Bei einer 
mng im Sinne der Fig. 53, also bei Veigrößening 
der Sterbenswahrscheinlichkeiten nodb dem Rech- 
4iangstermin, tritt das umgekehrte ein. 

N&hme die SteiJiienswahrscheinliehkeit durch 
die ganze Tafel sn, so ergäbe sich ein doppelter 
Einflofi auf ^F,, aber nach zwei entgegengesetzten 
Riditnngen, und es ließe sich theoretisch ein Ge- 
setz der Zunahme angeben, bei dem die Beserren 
nnverindert Uieben; es brauchte eben nur 

konstant zu sein für alle Alter. Man kann mit dieser Relation auf 
Lebenswahrscheinliohkeiten übergehen, wenn man 

a;-l + t;i);a;^4, 

und ron einer ähnlichen Beziehung Oebrauch machend 

setzt; man findet dann nach einiger Rechnung 

p:-p,{^-~zi)- (11) 

Wenn also zwei Tafeln in dieser Beziehung zu einander standen, so 
ergäben sie für die TodesfaUversicherung durchwegs gleiche Reserven. 
Da a^ mit zunehmendem Alter abnimmt (wenigstens in den zu- 
meist in Betracht kommenden Positionen), so ist das Verhältnis ^^ 

ein mil wachsendem x cimdummdeB^ pj fällt rascher ab als p,, q^ 
nimmt somit zaseher zu als q^. 

Wenn hingegen p^ statt nach dem Oeeetse (11) sieb demrt 
ändert^ daß es zu p^ ein konstantes Verhältnis behält^ etwa 

p;-A(i-*), 

so wird p^ nicht in so raschem Verhältnis abnehmen, q^ also nickt 
so raaeh über 2» wachsen als oben, wie es zur Erhaltung der gleichen 
Reaerre erforderlich wäre; der Erfolg einer solchen Abänderung der 
p^ wird nach dem Vorausgeschickten in einer Abnahme der Prämien- 
resenre sieh aosdrflcken. Das Umgekehrte fände statl^ ^^^''^pJ'^PgO^ + i) 
(wobei ft > 0) wäre f&r alle sl 
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Was den Einfluß des Zinsfußes anlangt, so ist snnichst su be- 
merken, daß eine Venninderung des AbzinsungB&kton, die aus einer 
Erhöhung des Zinsfußes entspringt, auf die Renten ebenso einwirkt 
wie eine Abminderung der Lebenswahrscheinlichkeiten in demselben 
Verl^tnisse.^) 

» Setzt man nämlich t^'— v(l — l) und schreibt die mit diesem 
AbzinsungsfiAktor gebildete Leibrente in der Form: 

< - 1 + ^'Ps^X + ^''P:c^xP,^% + <^'*A+1 A + f A+S + • • • 

- 1 + t;[(l - k)p,^,] + t;«[(l ^ t)p,^,][(l - t)p.^,] + . ., 

so ist die Richtigkeit dar obigen Aussage unmittelbar zu erkennen. 

Nun ist aber gezeigt worden, daß eine Abminderung der Lebens- 
wahrscheinlichkeiten in konstantem Verhaltnisse eine Abnahme der 
Pramienreserren zur Folge habe; mithin entspringt aus einer Erhöhung 
des Zinsfußes eine Verminderung der Pr&mienreserren bei der Todes- 
fallyersicherung. 

Untersuchungen über den Einfluß der Sterbetafel und des Zins- 
fußes werden außer bei der Wahl der Grundlagen auch dann noir 
wendig, wenn es sich um die Kmvertierwi^ eines VenicherungsstoeheSf 
d. i. um den Überg^g zu neuen Grundlagen handelt; die Torhandene 
Prämienreserye muß dann auf die diesen Grundlagen entsprechende 
Höhe gebracht werden, was in der Regel nur durch Heranziehung 
angesammelter Sicherheitsfonds möglich ist 

874. Prfani^aflliertarige und Sohadenreserve. Totel- 
reserve. In Nr. 372, (10), ist gezeigt worden, daß bei Versiche- 
rungen, bei welchen das Versicherungsjahr sich mit dem Rechnungs- 
jahre nicht deckt — und das ist die Regel — y in der Prämienreserye 
ein Posten erscheint, der dort als „Pramienübertrag'' bezeichnet und 
als derjenige Proportionalteil der ^e^prämie erkannt wurde, der dem 
nächsten Rechnungsjahre zufällt. 

Wenn man sich auf den in der Praxis yielfach eingehaltenen 
Standpunkt stellt, daß auch yon den Zuschlägen, die auf den Netto- 
prämien lasten, in einem Rechnungsjahre nur jene Anteile yerwendet 
und verrechnet werden sollen, die in dieses Jahr fallen, so ergibt sich 
die Konsequenz, daß die Prämienäberträge van den BruUoprämien mu 
i%ekmen sind. Freilich dient dann ein Teil der so gerechneten Pramien- 
überträge nicht den eigentlichen Versicherungszwecken, sondern ist 
zur Deckung der Regieauslagen etc. des nächsten Verwaltungsjahres 
bestimmt. 



1) Zur Yerfolgong des Rioflusses, den der ZinntoA auf die Hohe der Rente 
aaiübt, eignet sich ein sogenanntee Reotensyitem, das auf einer nach der Make- 
hamtohen Formel ausgeglichenen Tafel anfgebant ist. Man vgl. dsrüber die 
Fußnote zu Nr. 817. 
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Die PramienreBeryeberechmmg geht Ton der Annahme auB, daB 
am Beginne jedes Versichenmgsjahres die gange Jahrespramie bezahlt 
werde, anch dann, wenn nnterjährige Pramienzahlong bedungen ist. 
In diesem letzteren PaUe können am BUanztage noch ein oder mehrere 
Raten ausständig sein, was zur Folge haben wird, daß der Prämien- 
übertrag um die nicht bezahlten Raten verkürzt ist Für eine ein- 
heitliche Rechnung ist es es jedoch zweckmäßiger, die Überträge yon 
den ganzen Jahrespnlmien zu rechnen und nicht bezahlte Raten, wo 
solche Torhanden sind, als gesUindei in Abzug zu bringen. Die Prä- 
mienreserve stellt sich dann aus zwei Posten zusammen: 

In das nächste Jahr fallende Quote der Jahresprämie. 
Gestundete Prämienraten. 

Differenz: Prämienübertrag. 

Bei der Reserveberechnung wird weiter vorausgesetzt, daß alle 
in dem Rechnungsjahre fällig gewordenen Versicherungssummen aus- 
bezahlt seien. In der Wirklichkeit ist diese Voraussetzung nicht er- 
füllt; es bleiben vielmehr, namentlich aus der dem Jahresende voraus- 
gehenden Periode, Fälle übrig, bei welchen die Formalitäten und 
Vorbedingungen der Auszahlung bis zum Jahresschlüsse nicht erfällt 
werden konnten, außerdem auch strittige E^Ue, deren Abwicklung ins 
nächste Jahr hinübergenommen werden muß. Für solche Fälle ist 
die Bereithaltung der erforderlichen Summen notwendig; diese bilden 
die Schadenreserve f einen mit Rücksicht auf etwaige unklare Fälle 
nicht genau feststellbaren Posten. 

Der Fonds, den eine Anstalt am Schlüsse eines Rechnungsjahres 
für die reinen Versicherungszwecke ab vorhanden auszuweisen hat 
und den man als TeUüreserve bezeichnen konnte, setzt sich also zu- 
sammen: 

1. Aus der sogenannten (kaufmännischen) Pramienreserve (siehe 
Nr. 372); 

2. aus den Pramienüberträgen; 
S. aus der Schadenreserve. 

Ist 4er Posten 2 aus den Bruttoprämien gerechnet, so ist die so 
bestimmte Totalreserve insofern kein NeUofondSy als sie auch einen 
Teil der Regiezuschläge des nächsten Verwaltungsjahres enthält. 

STB. Südkopr&mto und Sparprftmto. Mit der Prämien- 
reserve hängen einige B^^riffe zusammen, die geeignet sind, einen 
tieferen Einblick in das Wesen einer Versicherung zu gewähren; manche 
davon sind auch von praktischer Bedeutung. 

Wir gehen zunächst von einer Versicherungsart aus, bei der die 
Auszahlungen erst in einem späteren festgesetaten Termine erfolgen 
o4er beginnen (Erlebensversichemng, aufgeschobene Rente). Wenn 
eine solche Versicherung vor dem Termine infolge Ablebens der ver- 
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sicherten Penon abläuft, so wird die f&r sie angeeammelte Reeerre 
frei in der Weise, daB tde nicht unmittelbar sur Eif&llung eines Ver- 
sichemngssweckes Verwendung findet; aber einen Gewinn f&r die An- 
stalt bedeutet die so frei gewordene Beeerre nichts sondern sie dient 
dasu, um die Beserre der Übeilebenden gleieher Kategorie auf die 
erforderliche Höhe eu heben. 

Angenommen z. B., l^ Personen des Alters x Imtten eine Erlebens- 
Tersicherung auf das Kapital 1, sahlbar bei Erreichung des Alters 
^ + ^f 9^^ die einmalige Prämie 

abgeschlossen. Da d^ yon den Personsü im Laufe des ersten Jahres 
sterben, so wird die Summe d^tJE^ frei; aUe Primien sind aber er- 
forderlich, um die Pramienreserre der <^^| das erste Jahr fiberleben- 
den auf die richtige Höhe zu bringen; denn der aus den Einzahlungen 
gebildete Fonds l^^, wichst bis cum Schlüsse des Jahres auf 

an, und hiervon entfallt auf jeden Oberlebenden 
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und das ist die richtige Primianreserve nach einem Jahre. Ähnlich 
▼erhalt es sich in jedem folgenden Jahre und im letzten Jahre er- 
reicht die Pramienreserre eines jeden der Überlebenden die versicherte 
Summe, die nun zur Auszahlung kommt 

Anders steht es bei einer Todesfallversicherung. Hier dient die 
Primienieserve, wann auch der Tod eintritt, zur Bezahlung der Ver- 
sicherungssumme, und da sie deren Höhe im allgemeinen — außer 
im höchsten der verwendeten Sterbetafel entsprechenden Alter — 
nicht erreicht, so ist eine Ergänzung auf das versicherte Kapital not- 
wendig. Diese Ergänzung nennt man das redneierte KapitaL Es be- 
tragt am Schlüsse des 9»-ten Jahres, wenn x das anfängliche Alter war. 

Die natfirliche Prämie f&r die Vendchernng dieser Summe, zahlbar 
am Anfange des genannten Jahres^ d. L 

^^— (l-.n). (12) 

heifit die Bmkoprämie der in Bede stehenden Versicherung f&r das 
betreflbnde Jahr.^) 

1) Die ßegziile des redtuHertm KapiM» und der BMboprflM^ die er „^u- 
lAtt^ Mtanie'* neimt, fSr die hier in Rede iteheade Venieheviiiigssrt hat soent 
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Die Üiffasam zwischen der Jahrespramie P. — d und der 

Binkopribnie betragt 
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eo liegt die Bedeutung jener Differenz darin, daß sie die Erhöhung 

der Beserre «.iF^ vom Schlüsse dee » — l-ten Jahres auf die Re- 
serre ^F^ am Schlüsse des i»-ten Jahres bewirkt Man bezeichnet 
daher (13) als Sparprämie ftr das ii^te Yersicherungsjahr. 

Hiemach zerf&Ut jede Jahregprämie P^ in zwei von einem Yer- 
sicherungqahre zum nichsten sich ändernde Teile: in die Brnhoprämie, 
bestimmt zur Versicherung des reduzierten Kapitals, wenn (x) in dem 
betreffionden Jahre sterben sollte, und in die Sparprämie^ bestinmit 
zur Erhöhung der Pr&mienreeerre auf den richtigen Betrag, wenn {s} 
das Jahr überleben sollte. 

0. Bohlmann ^) gibt für Risiko- und Sparprimie die folgenden 
allgemeinen, weil auch auf andere Yersicherungsarten anwendbaren 
Definitionen. Ist jp/ die Wahrscheinlichkeit, daB das Tersieherte 
Kapital (oder die Rente) 1 im ti-ten Yersicherungsjahre fällig wird, 
p^" die Wahrscheinlichkeit^ daß in diesem Jahre die Versieherung ab* 
läufig F^ die Beserre am Schlosse dieses, F^.^ £e Beeerve am Ende 
des Torangehenden Jahres, so ist die Bisikoprbnie: 

M. Kanner aofjsettellt und ihrer Bedeatong naeh gewürdigt DeotMhe Ter- 
sieheranga-Zeitii^ 1847 und 1868. 

1) EacjkL d. mathem. Wiisaiscb. I, p. 889. 
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p;-t>(i,;-;,;'rj, (U) 

die Sparpramie: 

P."=.t;P.-F._,; (15) 

erstere stellt die anf den Jahresbeginn reduzierte Erwartung bezüglich 
der Auszahlung der Versicherungssumme und des Heimfidles der Re- 
serre, letztere die auf denselben Zeitpunkt reduzierte Differenz der 
beiden Reserven. Ist P die jährlich gleichbleibende Prämie, so ist 
jedesmal P -^ P^' + P/'. 

Bei der Todesfallversicherung ißt p/ — j?/'— g^^.^^^; denn wenn 
der Versicherte im Laufe des Jahres stirbt, so ist sowohl die Ver- 
sicherungssumme auszuzahlen wie auch die Reserve einzuziehen; daher 

p: - n.^.-i(i - r.) 

in Übereinstimmung mit (12). 

Bei der Postnumerando-Leibrente ist Pn ^Pjc^n^if Pn" "9a+n-i'^ 
denn erlebt (x), nachdem er x + n — l Jahr alt geworden, auch noch 
das Alter o; + ii^ so ist ihm am Schlüsse des n-ten Jahres die R^ite 
auszuzahlen, und stirbt er im Laufe des n-ten Jahres, so ist die am 
Schlüsse desselben vorhandene Reserve a^^^— 1 einzuziehen; hier 
hat man also 

Aus den begrifflichen Bestimmungen geht hervor, daß (x), um 
sich auf das Kapital 1 für den Todesfall zu versichern, dies so ein- 
richten könnte, dafi er jährlich durch Erlag der Risikoprilmie sich 
auf das jeweilige reduzierte Kapital versichert, die Sparpramie aber 
auf Zinseszins anlegt: wenn er stirbt, wird von der einen Seite das 
der Versicherungsdauer entsprechende reduzierte Kapital ausgefolgt, 
während die rückgelegten Sparprämien mit ihren Zinsen zu der der- 
selben Dauer entsprechenden Prämienroserve angewachsen sind; beides 
gibt genau das Kapital 1. 

Die Risikoprämie liegt einer Form der Bäckversicherung zugrunde. 
Statt nämlich — und das ist die häufiger angewandte Form — einen 
Teil des versicherten Kapitals an eine andere Anstalt abzugeben und 
nur für den rückbehaltenen Teil die Prämienreserve anzusammeln^), 
kann man auch so vorgehen, daß man die Prämienreserve für das 
ganze K!apital aufsammelt und jährlich das reduzierte Kapital durch Be- 
zahlung der Risikoprämie bei der rückversichernden Anstalt versichert. 

L. V. Bortkiewicz') hat an einer eigens konstruierten allge- 
meinen Versicherungskombination, unter die sich die gangbaren Ver- 
sicheruDgsformen subsummieren lassen und die er Integralversioherung 

1) Über die Rechnongsgrundlagen fiür übernommene und abgegebene BOck- 
▼ersicherungen enthalten die VorBchzifben über die StaatBaoünoht nähere Be- 
Btimmuugen. 

2) Assekoranz^ahrbuch XXIY (1903), p. 1—16. 
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m&ant, «ne auf alle FUla, anoh auf solehe, wo man Ton Binko- und 
Spairfvirnie nieht su apreehen pflegt anwendbare Zerlegong dar Netto- 
primie geseigt, die jedoeh bei maneben Veraiebeningen neben der 
Biaikoprimie und der Sparpribnie noeb zu einem dritten PAmienteil 
lUurt^ den er ala Beafepribnie beieiebnet Naob dieser Anffuaong aar- 
legt sidb eine Vernebening im allgemeinen in drei Teilgeaebafte, die 
man aieb anob dnreb drei Teraebiedene üntemebmnngen Tertreten 
denken kaim: eine mgentUebe Veraiebenmg anf die Dauer je einea 
Jahree, ein Spargeecbift und ein KreditgeadiifL 

Der Gedankengang irt der folgende: Der Yeraicberer Terpflicbtet 
aicb, am Scblnaee der aufeinander folgenden Jabre an den Yereicberten 
die Summen üi, Ofi • • • auazuzabl^iy wenn dieser lebt, bingegen 
Beinen Erben die Summe 2\, oder T^j -- - aussuzabl^n, wenn der Yer- 
aicberte im Laufe des 1., 2., • • • Jahres gestorben sein sollte. Die 
Gegenleistung bestebt in den Nettoprimien P|, P^, • • •, flUlig su 
B^inn der aufeinander folgenden Jahre. Der Vertrag bleibt aufrecht 
bis zum Schlüsse des Sterbejahres oder durch eine im Yoraus verein- 
barte Dauer. 

Beaeichnet p die Wahrscbeinlichlmt, daB der Versicherte daa 
M^te Jahr durchlebt^ naohdem er in dasselbe eingetreteUi q die Wahr- 
aebeinlidikeit, daß ar im Laufe desselben stirbt, so gut der Ansatz: 

(ym-t+PJC^+ii-PiU^+rj + qT^i (16) 

die linke Seite gibt jenen Betrag, auf welchen die Pr&mienreeerre 

Yom Ende des m — 1-ten Jahres nebst der PrSmie des m-ten Jahres 
bis zum Ende diesee Jahres anwuchst; die rechte Seite den Barwert 
der Leiitiuig für den Fäll des Überlebens, bestehend in der Snnune 
U^ und der Pr&mienreserre zur Deckung der ferneren Vmrsieberungy 
Termehrt um den Barwert der Leistung fttr den Fall des Todes, be- 
stehend auBSchlie&Iich in der Summt T^, mit deren Auszahlung dann 
der Vertrag erlischt 

LQst man den Ansatz in bezug auf P^ auf, einmal nur 9, ein 
aweiteamal nur jp(«* 1 — ;) in der Formel belassend, so ergeben sich 
die beiden Formeln: 

P.-«a(r^-. U^^ rj + (eF.- r^^,) + vU^, (17) 

P.-pt.(D:+F,-rj + (i;F.-F,.0 + Kr,-FJ. (18) 

Die erste Formel kommt zur Anwendung, wenn T^ *" ^n "^ F^ > 0, 
wenn slso die Verpflichtung aus dem Todesfall ttberwiegt über jene 
beiden Verpflichtungen, die dem Veraicherer im ÜberlebensiaU er- 
wachsen — Y. Bortkiewiez spricht dann von einer echten Todes- 
fellTersicbemng; die zweite tritt in Kraft, wenn ^n+F^ — 7^>0, 
was 80 yiel heiflt, daß die auf den Erlebens&ll yereinbarten zwei 
Leistungen die auf den Todea&U gesetzte flbertrefien — echte Er- 

Osmb«r, WiHwfllml^HniiVirftigtrtnwig XL t.AMi. ^ 
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lebenerenichenuig; der Grensfall 17« + '^m "" ^m ^^^ *^ uneohte Ver- 
sichflraiig beseiehQei. Alle diese Benennmigeii geliea f&r dae be- 
treffende Jahr. 

Vom Grenzfall abgesehen, tritt in den beiden unterschiedenen 
Fällen im allgemeinen eine Dreiteilung der Prämie P^ ein, und zwar 
in eine BigUeqprämie: 

K--i<T^- ^-- ^J» b«^- -P<ü^+ y.-TJ. (19) 
eine Sparprämie: • 

p:-vr„-y^-i (20) 

und eine Btstprämie: 

K- • ü- , bzw. - « (T, - FJ; (21) 

die erste deckt die Bisikosumme T^—U^— F^, b»w. 17^+ F^ — T^, 
die zweite bewirkt die erforderiiche JLnderung der Pramienreserre, die 
dritte bedeutet eine Kreditoperatioa, durch die der Versicherung^- 
▼ertrag am Ende des Jahres wieder intakt wird. 

DaB die Sparprftmien tafaMlchlich die Pramienreserre • aufbauen, 
erkennt man, indem man die Gleichungen 

p;''vr,-r. 






der Reihe nach mit (1 + $)* (1 + if'-\ (1 + i)"""'i • • • (1 + mul- 
tipliaiert und daraufhin addiert; es entsteht so 

die linke Seite ist in der T^t der Barwert der Sparpramien am Ende 
des if»-ten Jahres. 

Zunächst sei die Übereinstimmung dieser Begriffsbildung mit der 
üblichen für jene Yendcherungsarten nachgewiesen, auf welche die 
B^piffe der Risiko- und der Sparprämie gewöhnlich angewendet wer- 
den; bei diesen entfällt denn auch die Restpf&nie. So ist bei der 
reinen TodesfaÜTersichenuig I7,„ — , 7^—1 fibr jedes m, folglich 

bei der gemischten Versicherung mit der Dauer n hat man, so lange 
m<n: 0^,,— 0, T^«— 1, also wie rorhin 

p:-j»(i-fj, K-^y^-y.-x, p:-o, 

im letsten Jahre aber, wo m^n, ist U^^ 0, T^^ F.— 1, daher 
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Andfln gestaltet sich die Sache bei der Erlebensversicherang. 
Hier ist innerhalb der Versicherungsdaner U^^ T^^O, daher 

durch P^ yersichert sich der Yersicherongsnehmer auf die Pramien- 
reserye, die der Versicherer f&r ihn am Schlosse des Jahres bereit- 
Ellhalten hat-, durch PJ|, das er in eine Sparkasse einlegen kann, er- 
höht sich sein dort bereits vorhandenes Guthaben F^.^ im Laufe des 
Jahres auf F,, ; P^ bedeutet nun die Entlehnung der Summe v V^ 
aus einem Kreditinstitut auf 'ein Jahr^ nach dessen Ablauf sie zur 
Schuld F^ anwachst. Lebt er nun am Ende des Jahres, so hat der 
Versicherer für ihn F^ einzustellen, die Sparkasse yerzeiehnet das 
Ghithaben F^; das Kreditinstitut die Schuld V^y er empföngt also 
nichts, wie es dem Versicherungsrertrag entspricht Stirbt er im 
Laufe des m-ten Jahres , so yerfUlt die Reserve F^ bei dem Ver- 
sicherer, das Sparguthaben F^ bezahlt die gleich hohe Schuld bei 
dem Kreditinstitut, die Bedingungen der Versicherung sind wieder 
erföllt. 

Im letzten, n-ten, Jahre ist 0^,-0, F^— 1, T.— 0, somit 

und man überzeugt sich durch analoge Schlußfolgerungen, daß auch 
jetzt den Bedingungen unter allen ümst&nden entsprochen ist. 

Die Auffassung ist also in sich widerspruchsfrei, ftlhrt aber doch 
nur in jenen F&llen, in welchen die RestprSmie Null ist, zu einer 
naturcremäBen Zerlegung. 

370. Andere Mefboden and YovMUlägm nr Besthnmung 
des Dooknngfldcapitftl«.^) Die Nettomethode ist als ein VerÜEdiren 
zur Bestimmung des erforderlichen Deckungskapitids f&r künftige Ver- 
sicherungaleistungen gekennzeichnet worden, das sich auf dieselben 
Grundlagen stützt, die bei der Berechnung der Nettopramie ver- 
wendet worden sind. Da der wirkliche Verlauf der Dinge ron diesen 
Gnmdlagen in der Regel systematisch abweicht, so wird auch das so 
bestimmte Decknngskapital dem wirklichen Bedarf an Zahlungsmitteln 
nicht entsprechen; es erwachsen daraus für das unternehmen Gewinne 
oder Verluste gegenfiber der Rechnung, die nach ihrer Herkunft aus 
den beiden Grundlagen als Sterblichkeits- und Zinsgewinn, beziehungs- 
wttse -Verlast zu besaichnen sind. 

Auf die berechneten Nettoprimien werden des weiteren Zuschlage 
gemacht, die zur Bestreitung der mit der Geschäftsführung yerbundenen 

1) Gegenw&rtig (1981) itelit das Problem des DeckongskApitalt im Vorder- 
gniDde der Diskussion; denn die katastrophale Entwicklung der Verwaltungs- 
ausgaben hat die Lebensversicherung in eine bedrftngie Lage gebracht und vor die 
iohwierigsten Fzagen gestellt. Pflicht der Aufsichtsftmter ist es, an ihrem Teil 
helfend mitsawirksn. 26* 
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Nebemleittiuigoii dienen eolleii; aber aneh itm Ausmaß an Zuschlagen 
wild im allgemeinen dem Erfordernis an Verwaltangsanslagen nicht 
entsprechen; es resultiert darans eine weitete Quelle Ton Gewinn oder 
Yerlusk 

Bei der Feststellung der disponiblen Überschflisse^ d. L deigenigen 
Überschüsse^ die dem Gesohiftibetriebe entaogen werden kSnnen, ohne 
daß dessen Stetigkeit und Sicherheit gefthrdet erscheine, und die den 
Anspruchsberechtigten (Aktioniren, Versicherten) in Form Fon Divi- 
denden nach Maßgabe ihrer Berechtigung sugefBhrt werden, spielt 
demnach die Art der Abschätzung des Deckungskapitals eine widbÄige 
Bolle. Es ist dabei notwendig, diesen Begriff in einem erweiteiten 
Sinne an bssen und auf das GaniEe des Geschäftsbetriebes einzurichten. 
Geschieht dies, dann entsteht ein fundamentaler Unterschied zwischen 
DeAmigAapUal und jener Prämimreserve, die bloß die Versicherungs- 
leistungen berücksichtigt und nach den normalen Grundlagen rechnet 

Die Frage, ob in die Aufteilung des Deckungskapitals die ge- 
samten Verwaltungskosten einbeaogen werden sollen, findet nicht ein* 
heitliche Beantwortung. Von der einen Seite wird dies mit Nachdruck 
gefordert und die Nettomethode als dem heutigen Geschiftsbetriebe 
nicht mehr adSquat yerworfan; von der anderen Seite wird auf die 
Unmöglichkeit einer verläßUehen Schätzung der laufenden Kosten für 
die ganze Dauer der Versicherong wegen der Yerilndeiüehkeit der 
wirtschaftliche Yerhftltnisse hingewiesen, die ja den grüßten Einfluß 
haben, und daraus zum mindesten die ünswedkmäßigkeit ihrer Ein- 
beaiehung in den Kalkül gefolgert. 

In einem Punkte gehen die Bestrebungen nach einer Modifikation 
der Pramienresenre ziemlich einig. Bei der g^ennwtig üblichen Art 
der Erwerbung neuer Yersicheningen verteilen sich nämlich die 
Nebenauslagen nicht (^eiehf5rmig auf die ganze Dauer der Yersiehe* 
rung oder der Primienzahlnng, wie dies in einer früheren Zeit 'der 
Fall war, so daß ihre fortlaufende Deckung aus den ZusehlSgen er^ 
folgen könnte; yielmehr stellen sich an den Aufimg der Yersicherung 
erhebliche Mehrauslagen, deren bedeutendste die AbschlußproTision 
ist, zu ihrer Bestreitung reicht aber der Zuschlag zur ersten Prfanie 
zumeist nidit aus. Darans entspringt die wichtige IVsge, wie es ein- 
zurichten sei, daß die neuen Yersicheronmi ihre Produktionskosten 
selbst tragen, damit nicht durch deren Überwalzung auf die alten 
Yersicherungen die GewinnanteQe dieser beeintiichtigt werden. 

Man kann die yersehiedenen Bestrebungen nach Behebung dieser 
Schwierigkeit und nach einer den wirklichen YerhSltnissen besser 
angq^ten SdiStzung des Deckungskapitals Tom Gesiehtq[mnkte dar 
dam Terwendeten IGttel aus grappieren. Unter Beibehaltung der 
Cbrandlsgon der Neitcmieäiode und ihrsr wesentlichen AuflMsung sdl 
Wsttififiiiiiii iiHHiilisIli der kwasisnt belassenen Bruttopiimie der- 
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art abgestuft werden^ dafi de wenigstem f&r einen Teil der Absehlufi- 
kosten gleich im Anfang der Yersieherang Banm ISftt. Die fGbr die 
Bereehnting des Decknngskapitals rerwendete Prämie soll in einer 
mit Berfleksiohtigang der Yerwaltongskosten^ die sonach ak dritte 
Ghrondlage in die Bechnnng aufgenommen werden, modifizierten Netto- 
prfanie bestehen. Wieder eine andere Berechnongsweise stfitzt sich 
auf die Bmttopr&mien, indem sie mit normaler Sterbetafel nnd nor- 
malem Zinsfnß den Barwert der YersichenmgSTerpflichtangen einer- 
seits nnd den Barwert der Bmttoprämien andererseits bestimmt, jenen 
ins PassiTnm, diesen ins Aktimm einstellt Ein weiterer Gedanke be- 
steht darin, lur Schatsnng des Decknngskapitals andere, dem wirk- 
lichen SachTcrhalt niher kommende Grundlagen (Sterbetafel, Zinsfuß 
als „Grundlagen zweiter Ordnung^ zu rerwenden. In jüngster Zeit 
ist insbesondere die Änderung der Sterblichkeit mit der Versicherungs- 
dauer herangezogen worden, um dadurch eine sachgemlBe Verbette- 
rung dos Rechnungswesens zu endelan. 

Im folgenden können nur einige dieser Methoden und YorschUge 
einer kurzen, kennzeichnenden Beqprechung unteizogen werden; f&r 
ein näheres Eingehen, insbesondere was die ziffnrmftfiigen Effekte der 
Terschiedenen Yer&hren anlangt, muß auf -die Literatur Terwiesen 
werden,*) 

I. Die ZSkMredie MeOu>de. Den ersten wissenschaftlich begrfln- 
deten Yersuch, an der Nettomethode eine solche Modifikation anzu- 
bringen, daß sie mit Rficksicht auf den damals eingetretenen Wandel 
im Yersicherungsbetrieb geeignet werde, die Deckung eines Hauptteils 
der ersten Unkosten, der AbschlußproTision, gleich im Beginn der 
Yersicherung zu ermöglichen, hat A. Zillmer (1863) gemacht Sein 
Yorschlag hat zu lebhaften Ib*örterungen Anlaß gegeben und ist heute 
noch vielfach umstritten; auch die staatliche Aufsicht über die Privat- 
yersicherung, so weit sie geübt wird, hat nicht einheitliche Stellung 
zu ihm genommen. 

Die mathematische Theorie, auf den Fall der lebenslänglichen 
TodesfallTersicherung mit jährlicher, bis zum Ableben währender 
Prämienzahlung angewendet, ist in den Gnmdzügen die folgende. 



1) A. Zillmer, Beitr&ge zur Theorie der PrftmienreierTe, Stettin 1S6S. — 
Derselbe, Die rationelle Deckung der Abtehloßkofien in der LebensTenicherang, 
Aisek.-Jahrb. II (1881), p. 189—149. — Derselbe, Die Bedentong der Pramien- 
reserre der Lebensvereioherong, ibid. IX (1888), p. 80—89. — P. Liebetzns» 
Die Anwerbekosten der Lebensrersiobening und ihre Deckung, Berlin 190S. — 
Logophilus (Pseadonym), Der Streit über die Zilhnersohe Methode in der 
Lebensrersicherang, Berlin 1902. — G. Höokner, Über die Bedeutung des 
Decknngskapitals im Lebensyersichernng^betrieb, Zeiisehr. t d. ges. Yersieh.- 
Wissensch. Y (1906), p. 511— 6il. — G. Engelbrecht, Das Decknngskapital 
in der Lebenirenddiemng, ibid. YII (1907), p. 811—868. — G. HOekner, Die 
Zilhnersohe Methode, Assek.-Jahrb. XXX (1909), p. 146—168. 
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BcBeichnet man die Neitopramie des ersten Jahres mit |^P^, die 
Nettoprfanie f&r die weitere Ihuier mit ijP«; so soll 

sein; der in Bruchteilen der versicherten Summe ansgedrüokte Betrag a 
nebst dem Zuschlage, der in der hmskmtm Bruttopramie über .^F^ 
hinausgeht, soll zur Deckung der Abschlußprovision, überhaupt eines 
Teiles, wenn nicht der ganzen Abschlußkosten verwendet werden. 
Aus dem Ansatz: 

der links den Bairwert der Versicherung, rechts jenen der NettoprSmien* 
einnähme aufweist^ folgt wegen (22): 

^i^'--^ — ^+i' (24) 

d. h. der Znschli^ der zu der gewöhnlichen konstant bleibenden Netto- 
pramie Py — -^ zu machen ist, um die Tom zweiten Jahre an zu 

zahlende erhöhte Nettopramie zu erhalten, wird durch Division der 
„Zillmerquote^ a mit der Rente erhalten. 

Dem Betrage a setzt Zillmer Grenzen. Die eiue ergibt sich aus 
der Forderung, dafi die Nettopramie des ersten Jahres nicht negativ 
ausfidlen dürfe; demnach muß 

also ' (25) 

X 

sein. Eine andere Grenze, die über dieser Uegt^ bei deren Einhaltung 
also (26) von selbst erfüllt ist, lautet dahin, die erste Nettoprämie 
habe mindestens noch das RisUro des ersten Jahres zu decken; ihr 
zufolge muß also 

d. h. 

a > 

sein, woraus sich 

ergibt Durch Einhaltung dieser Grenze soll vermieden werden, daß 
das erste Yersicherungsjahr mit einer negativen Reserve abschließe; 
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an dieier Forderung hielt nimlieh Zillmer feet, die neuere Zeit be- 
eiltet ibi% Beireehtignng. 
Beachtet man^ dafi 

a,— 1 «a,— -^a,^.i nnd ^—-4, — -i.+i, 

80 liBt eieh die Beziehung (36) aueh schreiben: 

hiennit aber ergibt sich als obere Grenze Ton ^|P^, wenn man in (84) 
die obere Ghrenze Ton a einsetzt: 

P ^ P 

die gewöhnliche Ptamie zun nichsthöheren Alter. Man bezeichnet 
diese Art der Bemessung der rom zweiten Jahre an geltenden Prämie 

als die :p+l -Methode. 

Die Stellungnahme gegen die Zillmer sehe Methode erU&rt sich 
hauptsftchlich aus dem Einfluß, den sie auf die Primienreserre übi 
Diese stellt sich nämlich auf 

d. i. auf 

.F.-l-(l-f«)^, (27) 

ist also kiemer als die nach der Nettomethode gerechnete 
um den Betrag 



'••fm 



mit wachsendem m nShert sich ^F^ der Einheit, der Unterschied 
nimmt also mit zunehmender Yersichemngsdauer stSndig ab und nShert 
sich der NuU als Ghrenze. 

Zur Illustration eixiige ziffiemmäSige Angaben. Mit den Ghrund- 
lagen der Tafel YIII findet man f&r die unter (26) ermittelke Grenze 

bei o; - 30: ff ^ 0/)1083, also 10,3 7^ des versicherten Kapitals 

„ x-60:«^0,02821, „ 23,2 „ „ 

Das deutsche Reichsgesetz (s. Fufinote zu Nr. 382) enthalt ein<B 
Bestimmung, die auf die Zillmersche Methode hinweist, ohne sie mit 
dem Namen zu bezeichnen, indem Ton einer Methode der Berechnung 
der Prämienreserre gesprochen wird, nach welcher man anf&nglii^ 
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nicht die YoUe Priunienreserre surflcktteUt; der nigehfirig^ Seta der 
Yerkflnimg wird mit 12 -^-Vm begrenzt. Das hieBe aÜiOy a mit 12 1 ^ot 
zu limitieren. Man ist jüngster Zeit hierüber hinausgegangen. 

n. Ausreidiende Prämie und DeehmgsprämU. 0. Höckner, der 
den Gedanken Tertritt, die grundsatadidhe AuBerachtlaasung der Ver- 
waltungskosten bei der Deckungskapitalberechnung bedeute einen 
schweren wirtschaftlichen Fehler^ hat den Begriff der amreidhmdm 
Prämie konstruiert^ die sowohl den Abschlußkosten wie den laufanden 
Yerwaltungsauslagen Rechnung tragen solL Bezeichnet man, wieder 
fOr den Fall der Ablebensyersiöherungy diese Prfimie mit P/, seist die 
AbsohluSkosten mit u in Einheiten des yendcherten Kapitals, die 
laufenden Yerwaltungskosten mit ßPJ, also proportional der PHimie^ 
an, so ist durch den Best PJ — ßPJ sowohl die Versicherung selbst^ 
deren Kapital 1 ist, wie auch die AbschlußproTision «, im ganzen 
also 1 +a, za decken; man hat also zur Beredhnung der. ausreichenden 
Prämie den Ansatz: 

(p;-/jp;)..-^+«, 

woraus 

^.'-r^^C-^-*')- (28) 

Zur Pramienresenreberechnung ist dann die um die laufenden 

Kosten yerminderte Prämie PJ — /J P,' — -^ il zu rerwenden; es 

•1« 
ergibt sich damit 

.F.-^^,-('-±^-d)ii,^.-l-(l+«)^, (29) 

und dies stimmt in der Form mit der Zillmerschen Reserre überein. 
Die ausreichende Pnmie bleibt aber f&r die ganze Dauer der Ver- 
sicherung konstant 

Die Anwendung dieses Gedankens setzt eine SchStzung von a 
und ß auf Grund der gemachten Erfahrungen Toraus, wobei auch der 
zukünftigen Gestaltung Rechnung getragen werden sollte; in der letzteren 
Forderung liegt eine unverkennbare 'Schwierigkeit. 

G. Engelbrecht erblickt einen Mangel darin, daß HSckner 
seine Piumie am Beginn der Versicherung fttr die ganze Dauer fest- 
setzt; dies habe zur Folge, daß in den Verlauf des Deokungskapitals 
eine Unstetigkeit kommt^ wenn sich im Laufe der Zeit die Notwendigkeit 
einer Änderung der Grundlagen herausstellt; dies aber widerspreche 
dem obersten Prinzip, das der Regelung der Deckungskapitalsbestimmung 
dienen sollte, dem Prinzip der gleichbleibenden Überschüsse. 

Engelbrecht empfiehlt daher die Verwendung einer Ton jedem 
Versicherungsjahre ab festzusetzenden Dechungsprämiey die der Forde- 
rung zu genügen hat, daß das vorhandene Deckungskapital mit dem 
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Barwert der kflnftigen DeckuugsprSmien znsaminen dem Barwert der 
kfinftigen YersieheningBleistongen gleiclikommt. Dabei wird gnmd- 
■ätzlicli Terlangty daB der Barwert der ÜbersohtUse der Bmttoprämien 
über die Deckungsprimieii im YereiD mit der Torhaadenen Yer- 
waltungakostenreeerre zur Bestreitimg der kflnftigen Yerwaltangsaas- 
lagen anareiehe. Über die erste Deckongsprimie aber wird derart 
▼erfllgt, dafi sie aaeh die Abschlnßproyision erfiiBt. 

In Auif&linmg dieeer Gedanken hat man^ wenn das Deokungs- 
kapital naeh m — 1 Jabren mit ^.^ Y^\ die an Beginn des nächsten 
Jahres geltende Decknngsprimie mit ^^P. bezeichnet wird, bei der 
lebenslängliehen TodesfiülYersichenmg foli^nde Ansätze: 



WP «« _!•'**■•'•* m-X^ m 



•»+•-1 



(80) 



•«+1 



V" wm A — <*)P a — ^ — ^j? + m-.l — m-l^ 

Die Formel fttr die Primienresenre nach einem Jahr stimmt mit 
den Formeln nach Zillmer und HSoknef fiberein und die Überein- 
stimmung mit der letzteren Bechnungsweise dauert auch weiter an, 
wenn die Yerwaltnngskosten als unTerinderlich angesehen werden 
können und wie in dem angenommenen Falle die Prämienzahlung bis 
zum Ablauf der Yersidierung dauert Die Methoden gehen erst aus- 
einander, wenn sich die Notwendigkeit einer Änderung der Grundlagen 
einstellt; nur entsteht dann die Frage, ob die neue Deckungsprämie 
in der Bruttoprämie Platz findet^ sofern diese beibehalten werden soll 

HL Eine aus jfingster Zeit stammende Methode will Ton der 
Mindersterblichkeit in der Anfangsperiode Gebrauch machen, um die 
Mittel zur Bestreitung der ersten Unkosten zu gewinnen, und rechnet 
das Deckungskapital nach der Formel 

in welcher die Prämie P^ nach der Schlufitafel, also grfißer als fBr 
die Tariferstellung, bestimmt ist, während A^^-^j^^y ^M+m ^^^^^ ^^^ 
Selekttafel ermittelt sind. Darum nennt ihr Autor Dawson diese in 
Amerika eingef&hrte Methode „Select and ültimate Method^. 

Ihr steht eine in England gebräuchliche Methode gegenfiber, die 
den gjtoiehen Zweck in anderer Weise zu erreichen sucht; sie yer- 

wendet in den ersten Jahren eine Aggregattafel (jET^ und nach Auf- 
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hören der Auslese wirka&g eine SchloBtafel; jedoch mit Beibehaltung 
der nach der Aggregafetafel bereohneten Nettopramie, die kleiner ist 
als. die der SchluBtafel entsprechende. 



§ 2. Frlmienreseryen versehiedraer Vendoherugskombinatlonen. 

877. Frimtimr— unm d«r Mbmudiiif UekMi Toi^sfldlver- 
wUhimmg* Ffir die PriLmienreserre der gewöhnlichen Todesfidlver- 
sichemng gegen lebensUngliehe Primienaahlong sind in Kr. 370 
mehrere Ansdracksformen gefunden worden: 

TT *"« + » '*^# + ii«'^B /ftQ\ 

-^' srr. — ^^^ 

.»;-(P...-P.)«.+. (34) 



m ' « 



•« + ■»+ 



F,-l--V^. (36) 

Vermöge (85) ist 

«+m'^« — 1 - 
folglich 

^ m-t-i»''^» "" a *" a a "" v-'' ••'^«/^* m'^ü-r««/ 

j( 9 c -^ in 

Hiemach hat man 

l-,n-(l-i^J(l-i>^^.x) 

l_,F.-(l-,FJ(l-,K.^,)-(l-,FJ(l-,r,^0(l-t^.*t) 
USW., 80 dafi allgemein: 

„F.-l-(l-,r.)(l-,F.^,)(l-,F.^,)...(l-,F.^,.,). (86) 

Diese Darstellung l&Bt erkennen, daB ^F^ mit zunehmendem m be- 
standig wächst, weil die binomischen Faktoren durchw^ echte 
Brüche sind. 

Die folgende Tabelle, eine weitere Ausf&hrung der in Nr. 349 
mitgeteilten, zeigt, wie sich die Gesamtreserve von 1278 Personen im 
Alter von 90 Jahren, die gegen jährliche Prämienzahlung für den 
Todesfall auf das Kapital 1 versichert sind, und wie sich deren Einzel- 
reserye ron Jahr zu Jahr entwickelt Der aus der zitierten Tabelle 
herübergenommene „Rest^ bildet bereits die (Jesamtreserye, und ihr 
Qaotient, mit der Anzahl der Überlebenden als Divisor gebildet, liefert 
die Einzelreserve. Hiemach hat eine auf 100 lautende Police dieser 
Art, auf welche die jährliche Prämie von 34,12 zu zahlen ist, am 
Ende des ersten Jahres einen yersicherungstechnischen Wert von 5,5, 



m. Abschnitt. PrftmieDreserven. 



395 



am Ende des sechsten Jahres einen Wert von 27^7; am Ende des 
zwölften Jahres den Wert Null, da sie eben mit dem ganzen Betrag 
von 100 ausbezahlt wurde. 



Veniche- 


Überlebende 


Qeiamtreserve '. Einzelreserre 


nuigijfthr 


am 


Scblogge deiselben 




871 


47,50 


0,065 




575 


60,71 


0,106 




m 


66.86 


0,155 




n% 


44,09 0,199 




119 


Sl,09 0,940 




71 


19,66 


0,977 




•7 


11,49 


0,609 




19 


«.w 


0,869 




9 


S,8S 0,496 


10 


l 


9,14 


0,565 


11 


1 


0,66 


0,68 


18 





0.00 


0,000 



Bisher war an konstante Primienzahlung gedacht. Findet eine 
Abstufong in der Pr&mienzahlnng statt , z. B. in der Weise , daß mit 
dem 6. Yersicherunicsjaihre eine erhöhte oder ermäßigte Prämie in 
Kraft tritt (Nr. 864), so gestaltet sich die Pramienreserveberechnung 
yerschieden, je nach dem Termin , f&r welchen sie gemacht wird. 
Bei m < 5 wird 

oder, wenn man 5.ail*#+« orsetzt durch a,^^ — 5„„a^: 

bei nt > 5 aber ist 

(87*) 



171 X 



A — P A 



378. Primt»ii r e g erve der lebensUnglloheB TodesflallFer- 
fltohmnuiff b«i »bgekflntor FrimiMualdimg. Das Alter des 
Versicherten sei x, die Primienzahlung habe nach t Jahren aufzuhören. 
Vor Ablauf der Prilmienzahlung, also bei m < ^, ist 

nach Aufhören der Prämienzahlung, also bei m > / 



fM 



^x " -^x+m- 



(38*) 



879. Fr&mtonroaerve der gemiMhten ▼ersiehenuig. Das 

Alter des Versicherten sei x^ die Versicherung sei zum Alter x '\- n 
(» 50, 60, 65, 70 sind übliche Ziele) abgeschlossen und längstens bis 
zu diesem Alter sei die JahrcspriLmie 

^ 1 



d 



zu zahlen. 



n^x 
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Die Pribnienreserra betrtgt aaeh m Jahran 

« 1 _ '"—**+»; (89) 

die Fonnel hat dieeelbe Struktur, wie die Formel (35), Nr. 377^ bei 
der gewöhnlichen TodesfidlTeraiefaening, mit dem üntertohiede, daß 
die Renten bei dem Alter d? + n aufhören. 

Bei m^n wird .F, — 1, weil \^g^f^ — igt 

Mit den Ghmndlagen der Tafel VU* ergibt rieh, wenn « — 30 und 
X •■{' n^&b ist, 

auf eine Police mit der yenicherten Smnme 1000 entflllt also nach 
lO-jfihrigem Bestände die Reserve 186,76, nach 20-jahrigem Bestände 
die Reserve 428,30. 

380. Pytmtmreaa rve der Brleb«nsT«rsleli«nuif mit 
Frimtonrflofcgewilir. Die Person {x) sei auf das Kapital 1 ver- 
sichert fftr den Fall, dafi rie das Alter x-^n erlebt, gegen jShrliche 
durch die Y ersicherongsdauer währende Pramienzahlnng mit der weiteren 
Bedingung; daß die eingezahlten (Brutto-) PrBmien rficksnerstatten 
sind, wenn der Tod vor Erreichung des Termins eintreten sollte. Die 
Nettopramie sei P., die Bruttopnlmie P/; Aber die Bestimmung beider 
sehe man Nr« 347. 

Zur Bestimmung der Prämienreserve für einen g^benen Termin 
empfiehlt rieh die retrospektive Methode. Nach dieser bewerten sich 
die Nettoeinnahmen des Yerricherers im 2jeitpunkte des Vertrags- 
abschlusses mit Pg\^9^gj seine Ausgaben betragen PJ {IÄ)»^^, weSl 
sich die Prämienrückgewähr als steigende abgekürzte Ablebensver- 
Sicherung darstellt^ die mit PJ beginnt und jährlich um diesen Betrag 
wächst. Die auf denselben Zisitpunkt gerechnete Prämienreserve hat 

den Wert — !^-- ^F,. Man hat also zu ihrer Bestimmung den Ansatz: 

-¥-n,V,''P.\„»,-P:(.lÄ)^^. (40) 

881. Prfaüenre Be rve der gemlsiditeii ▼«ndehMrnng mit 
Pr&mlenrüokgewUir. Die Prämienrückgewähr sei eine unbedingte; 
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dann gilt die in Nr. 356» (6) ermittelte Nettopramie P und die ans 
ihr nach der dortigen FesteetaEung abgeleitete Bmttoprämie P'. 

Soll die Pi&nienreserre nach m Jahren bestimmt werden, so sind 
die bis dahin gemachten Pr&mieneixmalimen und die Ausgaben zu 
bewerten; fBr die ersteren, bezogen auf den Zeitpunkt des Yeraiehe- 
rungsabsehlussee, gilt der Ausdruck Pi^^«; die letsteren sind mit 
I^Am + P" (lÄ)x^'^ anzusetzen, denn sie bestehen aus den Zahlungen 
in den bis dahin eingetretenen TodesffiUen und in den Rückerstattdngen 
der Bruttoprfanien in eben diesen FlUen. Die auf denselben Zei^unkt 



D 

reduzierte Primienreserre hat den Wert —^^ m^«- ^^^'^ ^^ ^^ <^ 

ihrer Bestimmung die Gleichung: 

^Jr.^F,J,,-^A,-^^IA)..^. (41) 

§ 8. Btekkanl^ ümwaadluig in eine prämienfreie Versidhenmg, 

Abinderong. 

88Si ▼or1i«m«rkiiiir. Die Tatsache, daB bei den flblichen 
Arten der Prtmienzahlung eine Prfanienreserre sich ansammelt, ge- 
bildet aus Teilen der Pi&mien, die über das unmittelbar zu deckende 
Risiko hinausgehen, löst in den FUlen, in welchen der Versicherung»- 
yertrag einen andern als den normalen Ablauf findet^ eine Reihe Ton 
Fragen aus. Diese Fragen sind darauf gerichtet, ob bei rorzeitiger 
LSsung des Vertrages, sei es von Seite des Versicherers, sei es Ton 
Seite des Versicherungsnehmers durch Kündigung oder Einstellung 
der Prämienzahlung, dem Versicherten ein Anspruch auf die seiner 
Police entsprechende Brimienreserre überhaupt gebührt, und wenn 
diese iVage Begabung findet, wie dieser Anspruch zu bemessen ist. 

Bei der Entscheidung hierüber können rechtliche Erwägungen 
allein nicht maßgebend sein; Tielmehr mufi die ganze Natur des Ver- 
sicherungsgeschZftes, müssen die Voraussetzungen, auf welchen es be- 
ruht, die Tersichemngstechnischen Konstruktionen, die zur Bemessung 
der Primie und zur Feststellung der Pramienreaenre führen, dabei in 
Rücksicht gezogen werden. 

Die Praxis hat, wie in den meisten andaren Belangen, so auch 
hier der Theorie Torgearbeitet und Mittel und Wege gesucht^ um zu 
einer beide Teile befinedigwiden Ordnung von Sachlagen zu gelangen, 
die sieh aus Vertragslösungen ergeben. 

Waren die Dinge bis in die jüngste Zeit der freien Übereinkunft 
übeodassen, so sind sie gegenwärtig dort^ wo der Versichenmg s f e r tr ag 
dardi geeetiUdhe Regelung auf den Boden des Rechtes gestellt wurde, 
wenigstott in den Ghtuidzügen unter feste Normen gestelli Die Qe- 
set^gebung hatte diese Normen nicht etwa erst neu zu bilden, sie 
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hatte vielmehr aus der Mannigfaltigkeit der gebräachlichen Geachlfte- 
praktiken durch sorgfältige Yergleichung und Prüfung an den Er- 
gebnissen wissenschaftlicher Forschung das herauszugreifen, wae nach 
den heutigen Verhältnissen und Auffassungen als rechilieh anxuer- 
kennen ist So enthalten denn die Gesetze und Gesetaentwüife^) über 
den Versicherungsvertrag nur die Grundlinien, nach weleheo die \m 
vorzeitiger Losung des Vertrags eintretenden Aktionen des Bückkaufs 
und. der UrnwcmdUung des bestandenen in einen neuen prämienfreien 
Vertrag zu behandeln sind. Die Einzeldurchftlhrung wird dabei in 
zweckmäßiger Weise dem Ermessen des einzelnen Versicherers fiber- 
lassen, der allein imstande ist, sie den besonderen Verhältnissen seines 
Geschäftsbetriebes anzupassen; für den Schutz des Versicherten ist 
dadurch gesorgt, daß alle bezüglichen Bedingungen, die einen Teil 
der Versichemngsbedingungen zu bilden haben, der Genehmigung durch 
die dazu berufenen Behörden (Aufsichtsämter) vorbehalten sind. 

383. Bfloklranf Der Rückkauf ist eine Auflösung des Ver- 
sicherungsvertrages gegen Barabfindung des Versicherten. Das -Recht 
auf Bückkauf wird nur bei solchen Versicherungen eingeräumt, bei 
welchen das versicherte Ereignis mit Gewißheit eintreten wird, und 
nur dann, wenn das Vertragsverhältnis mindestens drei Jahre be- 
standen hat (im deutschen Vertragsgesetz ist diese Bedingung bei 
einmaliger Prämie aufgehoben) und die P^rämie für diesen 2ieiiraum 
gezahlt worden ist; dies die allgemeinen Grund^tze in den vorhin 
genannten drei Vertaragsgesetzen. 

Die erste Bestimmung hat ihren Grund in der Konstruktion der 
Prämie und in dem Zweck, der sich daraus f&r die Pi^mienreserve 
ableitet. 

Als typische Fttle seien betrachtet die Erlebensversicherung und 
die Todesfallversicherung, beide gegen fortlaufende Prämienzahlung. 

Bei der Erlebensversidherung ist die Prämie unter Berücksichti- 
gung der vor Ablauf des Termins gemäß der verwendeten Tafel n 
erwartenden Todesfälle bemessen, die mindernd auf sie einwirken. 
Stirbt ein Versicherter, so wird die auf ihn entfidlende PiSmien- 
reserve nicht firei, dient vielmehr dasu, die Prämienreserve der Über- 
lebenden auf die erforderliche Höhe lu bringen (Nr. 369),. bis sie bei 
den den Termin erlebenden zur versicherten Summe anwächst Löst 



t) Dw» deotfohe ^Gesets über den YezsiehenuigflTsrtnig vom T. Mai 1908^ 
trat am 1. Januar 1910 ia Kraft; mit demielbeD Tage erla&gle das ^Bandes- 
geiete über den Venicberungsfertraar vom 9. Anril 1908^ in der Schweiz seine 
BechttwirkBamkeit. Im »lien Österreich ist eis „GeeetR Aber den Vereloherange- 
vertrag*' ooter dem 84. Juli 1917 erlassen worden Diese zeitlich fast zusammen- 
fallenden Gesetzgebnogswerke zeigen anch materiell ähnliches Gepräge, was bei 
dem Intematiouaien Betriebe des Versicherungswesens ?on großer Bedeutung ist. 
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denmftch ein Versicherter vorzeitig den Vertrag, so hat er auf die 
seiner Police entsprechende Pramienreserve keinen Anspruch, weil es 
nicht sicher ist, daB es bei Aufrechterhaltang des Vertrages in einer 
Leistung des Versicherers an ihn kommen würde. 

Anders steht es bei der TodesficdlTersicherung. Hier dient die 
auf eine Versicherung entfallende Pramienreserve bei dem wann immer 
eintretenden Tode mit sur Bestreitung der Versicherungsleistung; 
wird also der Vertrag gelöst, so ist der Versicherer der Verpflichtung 
zur Auszahlung der versicherten Summe, welche Verpflichtung bei 
Aufreohterhaltung des Vertrages einmal sicher eintreten würde, ent- 
hoben; die Pramienreserve wird frei, für den Versicherten erwachst 
daraus ein berechtigter Anspruch. 

Die aweik Bestimmung ist zum Schutze des Versicherers gegen 
Verluste notwendig, die sich ergeben, wenn Versicherungsverträge ge- 
löst werden, bevor noch die mit der Anwerbung verbundenen erheb- 
lichen Kosten abgetragen sind. Daher die gesetzliche Aberkennung 
eines Anspruchs des Versicherten auf seine Pramienreserve vor Ablauf 
von drei Jahren. 

Für die Bemessung der Barabfindung, des Biickko^fswerks^ nehmen 
die modernen Vertragsgesetze die Pramienreserve als Grundlage. Daß 
aber nicht auf die ganze Pramienreserve Anspruch erhoben werden 
kann, ergibt sich aus folgenden Erwägungen. 

Die Versicherung steht nur als Massenunternehmen auf ge- 
sicherter Basis. Jede Schmälerung des einmal unter Aufwand von 
Mitteln erworbenen Umfangs bedeutet eine Erschütterung dieser 
wesentlichen Grundlage ihrer Rechnungen, begründet also eine Schad- 
loshaltung des Unternehmers. 

Es ist richtig, daß mit der Versicherung ein Sparvorgang ver- 
bunden ist, aus dem eben die Pramienreserve hervorgeht; aber nicht 
um ein persönliches Sparen des einzelnen Versicherten für seine Ver- 
sicherung, sondern um ein Sparen aller für alle handelt es sich. Die 
Pr&mienreserve des Einzelnen hat nur als Durchschnittswert einen 
Sinn; die für seine speziellen Verhaltnisse wirklich notwendige Re- 
serve l&Bt sich nicht bestimmen, weil sich diese Verhaltnisse der 
Kenntnis, jedenfidls aber der Bewertung entziehen. Bei der Vertrag»- 
lösung, hier dem Rückkauf, kommen aber neben wirtschaftlichen auch 
persönliche Momente ins Spiel, und es ULfit sich die Vermutung nicht 
von der Hand weisen, daß diese letzteren in der Mehrzahl der Fftlle 
zu Ungunsten des Versicherers ausschlagen. Personen, die sich einer 
guten Gesundheit erfreuen und darum noch nicht mit dem Tode zu 
rechnen brauchen, werden sich leichter zum Rückkauf entschliefien, 
als solche, die wegen erschütterter Gesundheit wenig HoflBaung auf 
ein langes Leben haben; die ersteren fühlen audi noch, daß sie, wenn 
es ihre wirtschaftliche Lage gestatten soUte, sp&ter eine neue Ver- 
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sicharaiig eingehen können, die letzteren müßten mit einer AbtehniiBg 
rechnen, BflckkSufe lassen ftlso wegen der dabei, wenn auch som 
Teil nnbewufit geübten AaMsMcium eine Yerschleohterong des Bisiksn- 
gemisehee befürchten« Untersnchangen Über den Sterblidiksitsrerianf 
der Rückkaufer, die geeignet w&ren, ein Mafi für die finanaiellen 
Folgen der Rückkäufe gewinnen an lassen, sind schwer ansführbar, 
weil mit der Anflösnng des Vertrages die weitere BeobaehtongsmSg- 
liehkeit aufhört oder doch sehr erschwert wird. AnriUäEe in diesem 
Sinne sind schon gemacht worden.^) 

Mit der Lösung des Vertrags und dem damit yerbundenan Auf- 
hören der PiAmienzahlung ist der Versicherer des weiteren geschidigt^ 
weil ihm Verwaltungszuschlage und Gewinnaussiehten rerlorsn gehen, 
mit denen er bei AbschluB des Vertrages rechnen konnte. 

Aus all dem geht herror, daß Rückkauftwert — und das wire 
der eigenÜiche Zeitwert der einzelnen speziellen Police — und Primien- 
reserre nicht identisch sein können, daß der Versicherer berechtigt 
ist, sich durch einen Abzug an derselben schadlos zu halten. 

Wie dieser Abzug zu bemessen ist, dafür lassen sich bei der 
Verschiedenheit der maßgebenden umstände allgemeine Regeln nicht 
angeben. Als Anhaltspimkt könnte die folgende Erwägung dienen. 
Ist die Nettoreserve bestimmt, denkt man sich die ersten Unkosten 
a auf die ganze Dauer der Pri&mienzahlung gleichmäßig yerteilt, den 
Entgang an Verwaltungskosten und Zinsgewinn mit einem Bruch- 
teil ß der Bruttoprämie P/ yeranschlagt^ so wäre der Abzug Ton der 
Prämienresenre, wenn der Rückkauf m Jahre nach Abschluß der Ver- 
sicherung erfolgt, als Barwert der noch ausständigen Prämienteile 

~ + ßP^ mit (~ -h /IP«')ft«^.M zu bestimmen. Ist hingegen auf die 

ersten Unkosten schon bei der Legnng der Prämienreserre Rücksicht 
genommen (s. Nr. 376, 1), dann entfällt der darauf beaüj^dhe Teil 
und der Abzug beträgt dann bloß /IP«««^«**) 

In dem Entwurf zum schweizerischen Bundesgesets war die aneli 
in den deutschen Gesetzentwurf übernommene Bestimmung getroffen, 
der Abzug solle mit 3% der Tcrsicherttti Summe bemessen werden. 
Die fischmännische Kritik wandte sich gegen diese oder eine ähnlieht 



1) So von J. Fredholm (Berichte eic das T. iatem. Kongr. 1 Ystsieh.- 
WiiMiaoh., Berlin 1906, IL Bd., p. 187—140); seine Ergehmne gestatten aber 
kein absehließendes ürtidl, weil die FäUe, die sich der weiteren Veifolgnng ent- 
sogea hatten, ganz wohl eine weaentliehe Änderung dar Besaltate hefbeMbren 
kflnnten, die in der TOiliegenden Form das Vorhaadensein einer naehteiligen 
Antiselekftion eher beiweifeln liefien« 

8) C. Landr^, Mathen .-teehn. Kapitel ssr Lebensfenich., 8. Aufl., Jena 
1905, p. S9S, beseichnet 8% bei Nctt oi es eir et 87, bei ZiUme ir ese rv e alt eiae 
mOgliehe Wahl fftr /}. Vgl hierzu Yer5ffentL d. deutsehen Vereins t Tentch.- 
WuMUMh., Hell I (1908), p. SS— 97. 
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FeftetBuxig, da damit den tatsSohlielieii YerhlUtniflBen nioht enteproehen 
wei, die üborhaiipt eine aOgemeiii geltende R^long nicht TertrOgen. 
TateScUich sprechen die in der Fußnote p. 898 namhaft gemachten Yer- 
tragsgeeet zeDeutfldilanda der Schweiz nndöstenreichs nur dieBereehtigung 
SU einem Abzug aus^ fiberlaeien aber seine Feetaetzung in jedem ein- 
aehien Falle den YenioberangBbedingungen. Dat deatwhe Oeeeti ftgt 
hinzu: ,^ für den Abzug mit Genehmigung der AufinchtabeliSrde in 
den Yersicherungsbedingungen ein bestimmter Betrag feat geseUi , so 
gilt dieaer als angemeseen.'^ 

Die zwei üblichsten Arten der Baneesung dea Abzugea an der 
Primienreienre bestehen in der Stipulierung eines festen Prozentsatzes 
einerseits und in der Aufteilung einer mit der wachsenden Primien- 
reserre sinkenden Prozentskala.^) Es ist rielfaeh üblich, die Bück- 
kaufinrerte für eine Reihe abgelaufener Yenricherungadauem in die 
Police aufEunehmeU; so daß der Yersieherte über den Wert ssiner 
Yersicherung zu yerschiedenen Zeiten von Tomherein im Klaren isi 

384. VmWAttdliiBg in eine printoxifrato Yantobanrnf • Bei 
der Umwandlung wird der Yersicherungsrertrag unter derart gelnderten 
Bedingungen weiter geführt, daß fbr den Yersicherten jede weitere 
Prtmienzahinng aufhört, wShrend dementsprechend der Yersicherer 
die ursprünglich yereinbarten Leistungen (yersieherte Summe, Rente; 
Yersicherungsdauer) reduziert. 

Die Zulassung der Umwandlung ist ein Gebot der Notwendigkeil^ 
da bei so langfristigen Yertrftgen in den Yerhiltnissen des Yersicherten 
leicht solche Änderungen eintreten können, die ihm die weitere Pri- 
mienzahlung unmöglich machen, wahrend er gerade dann auf mög- 
lichste Erhaltung der mit der eingegangenen Yersicherung yerbundenen 
Yorteile sehen muß. 

Das Recht auf Umwandlung kann allen Yersicherungskombinationen 
g^^enüber geübt werden; doch schreiben die erwihnten Y^rtrags- 
gesetze auch in bezug auf diese Transaktion eine Wartefrist von drei 
Jahren vor, wihrend welcher die Pr&mien gezahlt sein müssen. 

Als Grundlage für die Bemessung der abgetnderten Leistungen 
des Yendcherers hat die zur Zeit der Umwandlung (das deutsche Ge- 
setz Terlegfc diese an das Ende der laufenden Yersicherungsperiode 
[Yersicherungsjahr]) Torhandene Pribnienieserre zu dienen.^ Doch 

1) Das noek geltsnde Mezreiohisclie YenriehenuigiregulattT (Yerocdnuag 
Tom b. IIL 1896) bestimmt in | 19, dafi der Sfiekkaofrwert entweder in einem 
koBstaaten Terhftltait sor PramieiüeserTe gohsüen werden kdane und dann 
mindestcM 76*/^ denelbea wa betcagea habe, oder daft er in bis lor ToUen Re- 
serre stdgeoder Skala ra bestimmen sei, die mit wenigstens 60% su beginnen habe. 

2) Die Besfcfanmung der ledmierten Yersiehigangis n mme wivd mitunter 
auch auf eine andere Basis gestellt und beispielsweise bei der gemisebtsn Yer- 
siehenmg naeh dem Yeriiaiti^ der abgelaufenea sar Tereinbarten Yersiolienugs- 
dauer rorgeBommea (s. weiter uatea). 

0«nbT, Wahriftliriilliiiifcmwiiaewif IL B,ik^dL W 
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räumen die Veriragageseise aoch hier daa Recht auf eine Künrong 
ein, deren AosmaB sie den der Genehmigung unterliegenden Yer- 
lichenrngsbedingongen überlassen.*) Die Kfinong ist hier hauptsäch- 
lich durch den Umstand begrfindet, dafi dem Versicherer wegen des 
Aofhörens der Prlmienzahlong die ferneren Zoschllge entgehen. 

Die Umwandlang geschieht entweder über Verlangen des Ver- 
sidierton oder aukmutUstk, werai ihm wegen unterbliebener Primieo- 
sahlung der Vertrag seitens des Versicharers gekündigt worden. 
Unter gewissen Voraus^tzungen ist mitunter nach ToUzogener Um- 
wandlung eine Beakiivienmg der ursprünglichen Versicherung sul&ssig. 

Das yersicherungstedmische Prinzip der Umwandlung besteht 
darin, die neue beitragsfireie Versicherung derart zu gestalten, daß ihr 
Barwert der den Versicherungsbedingungen entsprechend gekürzten 
Pramienreserre gleichkommt. Maßgebend für diese Rechnung sind 
das Alter und (nach dem deutschen Vertragsgesetz) die Rechnungs- 
grundlagen 9ur Zeit der UmwandUmgj so daß, wenn seit Abschluß der 
Versicherung eine Änderung dieser Grundlagen erfolgt ist, bei der 
Umwandlung die neuen Grundlagen zur Verwendung konmnen. 

Wenn in den folgenden Beispielen unter ^V^ die wiUe Netto - 
pr&mienreserre verstanden wird, die nach i Versicherungsjahren, 
also nach Bezahlung Ton i ganzen Jahresprimien vorhanden ist, so 
geschieht dies wegen des ttieoretischen Interesses, das den unter 
dieser Annahme entstehenden Resultaten zukommt In der Praxis 
wird unter ^ F. die im Sinne der Bedingungen gekürzte Reserve zu yer- 
stehen sein, sofern sich die Umwandlung überhaupt auf die Pramien- 
reserre stützt. 

Erstes Beispiel. Eine Erlebensrersicherung auf das Kapital 1, 
lautend auf das Leben {x) und fallig nach n Jahren, wird nach B« 
Zahlung von i Prämien von der (NetUh) Höhe 

angegeben; es ist das redazierte Kapital fW sn bestimmmi. 
Nach dem oben aufgestellten Qrondsatte maß 

sein, woraus sich 

,W~-'^ (42) 

ergibt. 



t) Das Torhin sitierte ditermcbiiche VersicheroDfirmreflralatiT veriangt noch 
die ZograndelegiiDg der voüen Reierve. Das Gesetz aber behält die besfig- 
lichen BesUmmaagen den der behördlichen GeoehmigaDg uBterliegeaden Ver- 
AicheroogsbediDgaageD vor. 
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Man kann sich Ton der Bichügkeit dieses Vorganges duroh 
folgende Betrachtnng überzeugen. 

Die sukzessiven jährlichen Einzahlungen des Versicherten können 
als einmalige Prämien fQr bestimmte Anteile des versicherten Kapitals 
angesehen werden ; auf diese Anteile hat der Versicherte einen recht- 
lichen Anspruch, wenn er den versicherten ZeUpimkt erleid. 

Mit der ersten Prämie P, sichert sich (x) das Kapital 

da er mit JE^ sich das Kapital 1 sichern würde; die zweite Prftmie 
begründet den Anspruch auf die Summe 



^. 



die dritte auf 



usw. die ^te Pr&mie auf 



E ' 



P, 



-A+.' 






wenn hier die Zahlung aufhört^ so hat {x) im Alter « + n Anspruch 
auf das Kapital 

,TF- P ' -i + ——' + - i— + • • • + i } 

„P j3_ . ^-1 . £it« + ... + 5=±izil 



«+•1 " X * «+•« 



1) Bebreibt msin dieie Oleicbong in der Form 

and besehtet, daß wegen de« Fallen« der Zahlen D, mit coaehmendem Zeiget 
if i, so folgt danuif 

ir>_L 1. 

die Bettimmung der reduzierten VeTsicbeningsfumme naeh dem Terfa&Hnii der 
abgelaufenen zur vereinbarten Verncbemngsdauei fBhxt also in einem kleineren 
Betrag, als er siob ane der vollen Prftmienreserre ergibt 
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Nun ist naeh Ni. 370, {8\ 

und 



fdC^ieh in dar Tot 






Zweites BeispieL Eine lebendSngliche TodesfallTersiehernng auf 
das Kapital 1 fGbr das Leben (x) wird nach t Primienzahlnngea ron 
dem (Netbh) Betrage P^ storniert; auf welches Kapital hat die bei- 
tragsfreie Police zu lauten? 

Dieses Kapital ^W ergibt sich aus dem Ansatae: 



mit 



* A 



Da DOS [Nr. 377, (22)] ,F. - ^^, - P.a.^, und ^| - P.^, üt, so 
hak man in anderer, bemerkenswerter Darstellnng: 

,TF-1--/»-. (48) 

Stellt beispielsweise eine Person, die sich mit 80 Jahren yer- 
sichert hat, nach 80 Jahren die Prftmiensahlung ein, so erhalt sie 
nach den Grundlagen der Tafel YIII eine beitragsfreie Police, lautend auf 

,ir-l-^.l-Mg««o;>806, 

d. h. auf 68% des ursprQnglichen Kapitales; in praxi etwas weniger. 

Die Formel (48) ist ein spezieller Fall einer allgemeinen Formel, 
die mit gewissen Einsehrftnkungen fftr alle Versicherungsarten gilt 

Ist P die jihiliche gleichbleibcpide Pjrftmie für eine Versicherung, 
fP die Prfanie, die fOr diesdbe Versicherung gezahlt werden müßte, 
wenn der Abschluß t Jahre spater erfolgte, so würde sich die Person, 
wenn sie Ton da ab die Prämie fP zahlte, das Kapital 1, durch die 

Prämie 1 also das Kapital j- cdchem; da aber die Prämie P in 

Kraft irt^ so ist durch ihre weitere TaVilnng das Kapital j- gesichert^ 

das jedoch entflUlt, wenn die Pifimienzahlung zu der angegebenen 
Zeit aufhört: folglidi ist das reduzierte Kapital: 

,W^l-^' (44) 
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Die Formel ist niebt aawendber, wenn der yenieherte Vorteil 
8ieb mit der Zeit indert^ wie bei Primienrftckgewihr, oder wemi die 
Piimie yerinderlieli ist; sie setrt Toms, daß *P ao lange iSnft, als 
dies bei P der Fsll iribe, wenn die PrftmienxaUong yertragsmaSig 
fortdauerte. 

Demnach ist bei einer anf n Jahre abgekllrsten PrtmieDzahlnng 
bei lebenslanißieher Todesfallfendcherang 



wobei -P- — -^ • 

Bei einer durch n Jahre an^gjeschobenen Lübraite Tom Jahres- 
betrage 1, wenn die für die Anfrehnbsaeit Tcreinbarte Pr&miensahlong 
nach i Jahren eingestdlt wird, ist der reduzierte Bentenbetrag W 
gleieh&Us nach Formel (44) in rechnen; dabei ist» wenn x das Alter 
der Person bei Begründung der Bente^ 



^n-K^n' 



folglich wird' 

Wenn also beispielsweise ein SOgIhriger sich eiae mit dem roU- 
endeten 60. Lebenqahre beginnende Altenrente Ton 600 Tersichert, 
naoh 20 Jahren jedoch zur Einstellung der Prftmienzahlung genötigt 
isty so wird ihm die Rente auf 

h'^- Sf^::«» - ^500 - 403,88 

reduziert; dabei sind die Grundlagen der Tafel Viil benutzt worden. 

386. AUndttmag ^tnimf YmnUämtuakg. Neben der Umwand- 
lung einer Versicherung auf Primienfreiheit ergeben sich aus dem 
Wechsel in den wirtschaffUchen Yerhiltnissen und Bedürfioissen der 
Versicherten noch yerschiedene andere Transaktionen , die mau auch 
als Umwandlungen oder Äbänderunffen der uisprfinglicben Versiche- 
rung bezeichnen kann. Es handelt sich dabei um eine Änderung der 
Versicherungssumme, oder um den Übergang zu einer andern Ver- 
sicberungskombination, zu einer andern Versicherungsdauer^ zu einem 
andern Modus der Prämienzahlung, nachdem die Versicherung schon 
eine Zeitlang in Kiaft war. 
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Dm Prinzip, nach welehem dabei Torgegangen wird, besteht 
darin, daß man die Snmme aus der zur Zeit der Abänderung vor- 
handenen Pnmienreserye und dem Werte der künftigen Prämien- 
Zahlungen gleichsetzt dem auf diese Zeit bezogenen Werte der eventuell 
abgeänderten Versicherung. Aus dieser Gleichung berechnet sicL die 
unbekannte Größe. Mitunter wird die Pramienreserre mit einem etw«iS 
gekürzten Beirage (Abänderungsspesen) «in die Rechnung gestellt. 
Noch ist zu bemerken, daß bei angesuchter Umwandlung eine ärzt- 
liche Untersuchung verlangt wird, wenn sich das Risiko des Vei- 
sicherers erhöht, wie etwa bei Erhöhung der Versicherungssumme; 
bei dem Übergang von einer kurzen Todesfallversicherung zu einer 
lebenslängUchen oder zur gemischten u. ä. 

Zur Erläuterung des Vorganges mögen die folgenden Beispiele 
dienen. 

Erstes Beispiel. Eine durch n Jahre in Kraft stehende, ursprdng- 
lieh auf das Leben {x) abgeschlossene Todesfallversicherung mit dem 
Kapitale c soll in eine ebensolche Versicherung auf das größere 
Kapital C umgewandelt werden: es ist die weiterhin zu zahlende 
Nettoprämie P' zu bestimmen. 

Dem obigen Grundsatze gemäß hat man die Gleichung 

ZU bilden; darin ist itun wenn P die ursprüngliche Jahresprämie war, 
,7„*- -4»^^— a^^, P; n?x5h Einsetzung dieses Wertes ergibt sich: 

:P' ^ p^..^.»±l^()^c). (45) 

Diese Formel bHU« unmittelbar hingeschrieben werden können; 
sie bes-4{^, daß die Prämienerhöhung gleich ist der vom Zeitpunkte 
der Abänderung an zahlbaren Prämie für die KapiUIseriiöhung. 

Bei C<^c er^be die Formel den Prämiemiachlaß. 

Zweites Beispiel. Nach ngährigejn B^lande soll eine Todes£ail- 
Versicherung mit lebenslänglich bedimgener Prämienzahlung derart ab- 
geändeii werden, daß die Prämienzahlung bei dem Alter t auf hört, 
d. h. da£ am Beginne des ^ten Lebensjahres die letzte Prämie gezalilt 
wird. Es handelt sich um deren Höhe V\ 

Aus dem Ansätze 

F ^ . a P' » A 

weim man darin ^F, durch J:,^„ — a^^^P ersetzt, wobei P die alte 
l^rärnie bedeutet, ergibt ^icli: 

P' _ *-A«'_... p » ^i^'-tA p (46) 
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Die PrimienerhShiulg m«oht 



am. 

Wird s. B. bei o? »- 30 nach n « 20 -jährigem Bestände die 
Pramienzahlnng zum Alter ^ — 70 abgekürzt , so beträgt die neue 
Prämie nach den Grundlagen der Tafel VIII 

P' :• ^ p «, 1^!?? P • 1 160S P- 

die frühere Piimie erhöht sich also um 167ö ihres Betrages. 

Drittes Beispiel. Die lebenslängliche TodesfaUrersicherung soll 
n Jahre nach Abschloß in eine gemischte Versicheimng snm Alter 
^ (> ^ + m) umgewandelt werden; zu bestimmen ist die neue Pl&nie P\ 

Dieselbe ist zu rechnen aus dem Ansätze: 



% 

ersetzt man .F. durch seinen Wert 1 — ^— und Ä^^^ y ■ durch 
l - du-,.,K^n, «o ergibt •»<*: 

der alten Prftmie 

P-JL^d 

gegenüber besteht also der UnteFSchied 

P' _ p . !fcta r L _L_ 1 (47) 

■• Li***"*" •*• «+"J 

Mit deo Daten dM rorigen Beiapiela«: « «> 30, n « 20, ^ » 70 
Uef«rt Tafel VIII: 

P* - }JjJ5 0,081881 - 0,08382 - 0/)2688 ; 

dagegen war 

P - 0,01762; 

P' 

folglich ist -p- — ly4659, d. h. die frühere Pribnie erf&hrt infolge der 

Abänderung einen Aufschlag ron 46,67«* 

Viertes Beispiel. Eine durch n Jahre angeschobene Rente auf 
das Leben (x) soll während der Aufrchubzeii^ t Jahre nach erfolgtem 
Abschluß, unter Einstellung der Prtmienzahlung in eine sofort be- 
ginnende Leibrente umgewandelt werden; es ist der j&hrliche Be- 
trag r der letzteren zu bestimmen, wenn 1 der Betrag der ursprüng- 
lichen Rente 
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Zur Löstmg dieser Aufgabe hat man den Anaatz: 

da nun 

und 

so ergibt sieh 

^ •" jf — WZTn ^^i 



Hat also eine 30-jahrige Penon noh eine mit Tolleiidöiem 60. Le- 
bensjahre beginnende Alterarente Ton 500 gegen jihrliehe Primien- 
zahlnng yenichert^ und befindet sie sich nach Ablauf von 20 Jahren 
in der Lage, die Prämienzahlung einstellen und sofortige Flfissig- 
maehung der Rente verlangen zu müssen, so wird die Rente nur mehr 
den Jahresbetrag von 

^^N^ ^i.-^.. 500 - ^^^^-^ l??i?? ßOO - 17676 

^ 3f~^^ ^^ "^ 184709 ^ B6S ^^ " ^ ' ^' ' ^ 

erreichen, wenn mit den Grundlagen der Tafel YIII gerechnet wird 
(ygL hiermit das Schlußbeispiel in Nr. 384) 



lY. Abschnitt Das Risiko in der Lebensversieherug; 

386. JKeimiatohmmg d#s PMbl«ms. Wir gehen Ton einem 
dem Zufall unterliegenden Maesenuntemehmen aus, Ton dem wir an- 
nehmen, daß die Wahrscheinlichkeiten der entscheidenden Ereignisse 
a priori auf objektiver Grundlage festgestellt sind, so daß ihnen auch 
objektire Bedeutung zukonmit Wir nehmen femer an, daß Preis und 
Einsatz nach der Regel Ton der mathematischen Hofhung geordnet 
seien. Als ein&chsten Typus eines solchen Unternehmens denken wir 
uns 2iiehungen aus einer Urne, die mit weiBen und schwarzen Kugeln 
derart gefüllt ist, daß dem Ziehen einer weißen (schwarzen) Kugel die 
Wahrscheinlichkeit p (j — 1 — !>) zukommt; während der Ziehungen, 
die s Personen, welche dem Unternehmer gegenflberstehen, einzeln 
ausfElhren, wird der gleiehbleibendo Inhalt der Urne derart in Be- 
wegung erhalten, daß den einzelnen Kugeln gleiche (Gelegenheit zu 
erscheinen geboten ist; als Gegenleistung für den auf das Ziehen einer 
schwarzen Kugel ausgesetzten Preis Ä erlegt jede der s Personen den 
Einsatz qA. 
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Zu Beginn des üntemehmens, beror noch mit den Ziebniigen 
begonnen worden, besteht für den Unternehmer die MSgliehkeit n 
gewinnen oder zn rerliereni also die Aussicht auf einen Gewinn mid 
die Gefishr eines Yerlnstes. Die emjrige Quelle dieser Mö^^iehkeit ist 
die tmßUige Jbweidkm§ des wirklichen Ziehnngserfdges ron dem mit 
gröfiter Wahrscheinlichkeit zu erwartenden. 

Oefihrdet ist das unternehmen durch die YerlustmOglichkeiiy 
weil aus ihr die ünmS^chkeit der ToUen Befriedigung der Ansprttche 
folgt Als ein Maß dieser Verlustgehhr kann das durchschnittliche 
Bisiko JB oder das mittlere Bisiko M genommen werden, das sich 
nach Nr. 158^ bzw l^ mit 

bewertet; und zwar ist der Sinn dieser GxSßsB der, daS der Verlust^ 
wmm ein solcher eintritt, den Betrag ibJB, biw. ftjf, mit der Wahr- 
scheinlichkeit 

nicht fiberschreiten werde. 

Bringt also der Unternehmer einen Fonds in der HShe kB, resp. 
kM auf, so ist er gegen das j|,Ri8iko aus der snfUligen Abweichung 
des wirklichen Yedaufs Tim dem am wahrscheinlichsten zu erwartenden^ 
für den Fall, daB diese Abweichung einen Verlust herbeifOhren sollte^ 
mit eben derselben Wahrscheinlichkeit geschfitst Wollte er mit 
Gewißheit dagegen geschfitst sein, so mfißte er einen Fonds besitzen, 
der ihn auch in dem ungfinstigsten FaU, da aUe $ Personen schwarz 
ziehen, in die Lage rersetzt, die Auszahlungen zu leisten. Damit ist 
das ICsadmnm des Risikos emichi 

Von diesem extremen Fall absehend, wird der Unternehmer die 
Sache so einrichten, daß er von jeder der beteiligten Personen einen 
ZusMag d zum Einsatz einhebt; er bringt dadurdi einen Sicheriieits- 
fonds im Betrage sd auf, und dieser reicht f&r den Fall einer Terlust- 
bringenden Abweichung mit einer Wahrscheinlichkeit aus, die sich 
aus den obigen Ausdrücken ergibt, wenn man f&r i den Quotienten 

j2 , bzw. -^ setzt. 

Aus dem Zuschlag erwtchst dem Unternehmer die Aussicht auf 
einen Gewinn selbst dann, wenn eine fBr ihn ungfinstige Abweichung 
▼om wahrscheinlichsten Fall eintreten sollte, die den Fonds st nicht 
erschöpft; um so größer würde sein Gewinn ausfallen, wenn die Ab- 
weichung selbst günstig und daher gewinnbringend werden sollte. Mit 
Rücksicht auf diese Sachlage yerpflichte sich der Unternehmer nach 
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beeidetem Spiele den eyentuell verbleibenden Gewinn zur Gänse unter 
die beteiligten Personen zu yerteilen. 

Der Vergleich dieses Idealbildes von einem üntemehmen, dessen 
wesentlicher Charakter in der Abhängigkeit Yom Zufall liegt, mit 
eineoi Versicherungsuntemehmen, dem ja auch dieser Charakter eigen 
ist; läßt eine Reihe von unterscheidenden Merkmalen erkennen , auf 
die mxD eingehen muß, um die veränderte Sachlage würdigen zu können. 

In erster Linie sind hier die maßgebenden Ereignisse nicht solcher 
Art, daß eine auf objektiver Grundlage a priori festgestellte Wahr- 
scheinlichkeif angegeben werden kan n . Vielmehr stehen nur Erfahrungs- 
quotienton über die relative Häufigkeit ihres Eintreffena zur Verfügung, 
denen die Natur apriorischer Wahrscheinlichkeiten im besten Falle 
nur angenähert zukommt (s. vierter Teil, §§ 1, 2). Bei der Wahl 
dieser Erfahmngsdaten, der statistischen Grundlagen (Nr. 298 j, muß 
man immer darauf gefaßt sein, daß der Persouenkomplex, dem sie 
entnommen sind, nicht gleichartig sein werde demjenigen, auf den man 
sie anwendet. Von gvUreffmden Grundlagen wird also so gut wie 
niemals die Rede sein können, selbst dann nicht, wenn sie aus den 
eigenen Erfahrungen abgeleitet sind. Man hat also nicht bloß mit 
den zufälligen, sondern auch mit sy8temati9chm Abweichungen der 
künftigen Ereignisse von den Grundlagen zu rechnen. 

Das Versicherungsgeschäft bedarf femer zur Abwicklung der 
einzelnen Verträge langer Zeiträume ^ die bis zur Maximaldauer des 
Menschenlebens reichen können. Während dieser Zeiträume müssen 
die verfügbaren Geldmittel, soll von einer wirtschaftlichen Einrichtung 
gesprochen werden können, verzinst werden; mit dieser Verzinsung 
wird bei der Bemessung der Prämien gerechnet. Der Zinsfuß ist aber 
keine feststehende Größe, er ist vielmehr beständigen kleinen und 
außerdem im Laufe längerer Zeiträume erheblicher ins Gewicht fi^Uenden 
Schwankungen und Bewegungen imterworfcn. Dazu kommt, daß auch 
mk^nche Anlagawerte Änderungen ausgesetzt sind (Nr. 299). 

Die Führung des Geschäftes verursacht Kosten, für deren Be- 
deckung durch Zusddägt zu den Prümi'n gesorgt wird. Die Kosten 
aber sind nicht gleichbleibend; da sie der Hauptsache nach in der 
Entlohnung von Menschenarbeit bestehen, ändern sie sich mit den all- 
gemeinen wirtschaftlichen Verhältnissen. 

In all den vorgeführten unterscheidenden Umständen liegen Quellen 
von Verlust und Gewinn. Die Praxis ist der Gefahr von Verlusten 
dadurch begegnet, daß sie die statistischen Grundlagen, den 2iinsfuß 
und die Zuschläge so gewählt hat, daß sie in Zeiten normalen^ d. h 
von ausgesprochenen Besonderheiten freien Verlaufs zu sicheren Gewinn- 
quellen werden. Die Lebensversicherung rechnet also mit einem 
Sterblicbkeitsgewinn, einem Zinsgewiim und einem Gewinn aus den 
Zünchl&geji. 



lY. Abechnitt. Dab Rieiko in der Lebensvenicheniug; 411 

Die erzielten Überschüsse dienen nun in der Hauptsache folgf uden 
Zwecken: 

1. Der Bildung von Sicherheitdreserven (Extrafonds, stille Re- 
serven), dazu bestimmt, zeitweiligen ungünstigen Bewegungen in den 
maßgebenden Elementen: Sterblichkeit, Zinsfuß, Verwaltungsauslagen, 
standzuhalten; 

2. der V^zinsung des Aktienkapitals (bei Aktiengesellschaften : 

3. der Ausschüttung von Dividenden (Bonus) an die Versicherten. 

In de) Dividende erkennt die moderne Betriehsform einen Regu- 
lator, der die Anpassung an die in systematischer Änderung begriffenen 
Faktoren des Rechnungswesen.s ermöglicht. 

Es entsteht nun die Frage, welche Aufgaben der Risikoiheorie Im 
Versicherungswesen angesichts der geschilderten Sachlage zukommen. 

Als wesentlichste dieser Aufgaben -wird auch heutigen Tags die 
rechnungsmäßige Bestimmung desjenigen Fonds hingestellt, der neben 
den normalen Fonds notwendig ist. um das unternehmen gegen die 
Folgen eines eventuellen Verlustes aus Abweichungen von den Rech- 
nungsel erneuten mit ei/iem vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsgrade zu 
schützen; er möge daher als Itisikofonds bezeichnet werden. 

Ztu* Lösung einer so weit gefaßten Aufgabe ist aber die Risiko- 
theorie nicht geeignet; denn sie ruht auf dem Boden der zufälligen 
Ereignisse in dem eingangs dai^elegten Sinne. Die Änderungen des 
Zinsfußes und der Verwaltungskosten tragen aber nicht den Charakter 
des Zufälligen an sich, das Systematische waltet hier vor. 

Es verbleibt also die Sterblichkeit als Feld der Beifügung der 
Risikotheorie. Da jedoch die einem Unternehmen zugrunde gelegte 
Tafel wohl nie als zutreffend in deia Sinne gelten kann, daß die Ab- 
weichungen von ihr als rein zufällig anzusehen wären, so wird auch 
dieser Teil der Aufgabe eine Einschränkung erfahren müssen, die etwa 
so formui'frt werden kann: Gesetzt, die Sterbetafel sei zutreffend, 
welcher Fonds wäre dann erforderlich, damit das Unternehmern gegen 
mögliche Verluste aus den Sterblichkeitssckwankungen mit einer vor> 
gegebenen Wahrscheinlichkeit gesichert sei? 

Dieser Fonds, der aber selbst bei Zutreffen dieser Voraussetzuntf 
nur gegen einfu Teil der Verlustgefahr schützen kann, wäre passend 
als SterhlidJceUsschtoankungsfands zu bezeichnen. 

Formell wäre hiermit das Versicherungswesen, wenigstens was die 
wesentlichste Seite seiner Natur betrifft, auf den Boden der Risiko- 
theorie übertragen; man wird aber aus dem Vorstehenden die Über- 
zeugung gewinnen, daß diese Übertragung sachlich nicht voUkommen 
begründet ist. Indessen steht es mit den Anwendungen der reineti 
Theorie auf die Wirklichkeit in der Regel so. 

Die Frage, ob eiu so festgestellter Fonds bei dem wirklichen 
Stande der Dinge von praktischer B<Klcutung wäre^ ist Yrohl iav ^^^- ^ 
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neineu. Doeh nmB es tob idlgemeiiiem Intereife muIi m erfiJucn 
oder sich Bdchensduift darfiber sn legen, wie grofi der zur Deckong 
des ans den zofSUigen Sterbliehkeüsschwankiingen eUein drohendoi 
Verlnstes nötige Fonds etwa sein mflfite, nm damadi sa benrteüen, 
ob er in den wirklich Torfiandenen Sicherheitsfonds genfigenden 
Ranm findet 

Diese Anwendung wird, wie bereits bemerkt, gewöhnlich in den 
Vordergrund gestelli Wichtiger aber scheint der umstand zu sein, 
daß die Risikothaorie an einer eingehenden Analjse der Vorjs^Lnge im 
Yersieheraiigswesen Anlaß gibt und die Grundlage fBr die wissen- 
schafUiche Auf kUrang mancher durdi die Praxis festgestellter Tat- 
sachen und fftt die Beantwortung Terschiedener seinen Betrieb betreflbnden 
Fragen bildet 

Auf dieser Basis ist es beispiekweise möglich, die yerschiedenen 
Versieherungaformen auf die mit ihnen yerbimdene Yerlustgefthr zu 
yergleichen; den Einfluß zu untersuchen, den die Höhe und Verteilung 
der Versicherungssummen, der Umfang des GeschSftes auf die Verlust- 
ge&hr Oben; man hat aueh rersucht, auf Grund der Bisikotheorie 
einen Maßstab fBr die Sicherheit oder Stabilität eines Versicherungs- 
untemehmens abzuleiten. Wenn auch die Praxis von all dem einen 
direkten Gebrauch bisher kaum gemacht hat^ so darf in diesen theo- 
retischen Fragestellungen und Untersuchungen doch ein Gewinn fär 
die Versicherungswissenschaft erblickt werden, der wie jeder andern 
mit der Praxis verbundenen Disziplin das Recht zusteht, über das 
unmittelbare Bedürfnis dieser hinauszugehen. 

887. JD^mmito das Blsdko& Durch das Vorstehende ist 
festgestellt^ daß sich die Theorie mit der Verlusterwartung zu be&ssen 
hat, die aus der Abhängigkeit der Versicherung vom Zufiedl, soweit 
er das Sterben betrifft, entspringt. Man hat das aus dieser Quelle 
stammende Risiko auch als ZufaUsrisiko bezeichnet 

Da das Risiko ein Maß der Verlustgefcihr zu bilden hat, so wird 
es sich darum handeln, worauf sich die Verluste beziehen und aus 
welcher Zeit sie stammen. 

In ersterer Beziehung sind zwei wesentlich yerschiedene Fälle zu 
unterscheiden: Das Risiko der dmelnen Versidienmg und das ÜJsAo 
eines gansen VersicherungAestandes. 

Dem Risiko der einzelnen Versicherung kommt yom Standpunkte 
des Versicherers eine selbständige Bedeutung nur mit derselben Ein- 
schränkung zu wie der einzelnen Prämie und der einzelnen Prämien- 
reserve, nämlich, daß erst in dei* Bfassenyereinigung der eigentliche 
praktische Sinn zum Ausdruck gelangt. Sofern aber das Binzelrisiko 
ein Elemmt zur Bestimmung des Gesamtrisikos eines Versicherungs» 
bestandes bildet, erlangt es yoUe Berechtigung auch yon diesem Stand- 
punkte aus. An sich aber dient es dazu, yerschiedene Versicherungs- 
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formen aof die mit ihnen Terbnndene YerlustgefiJir unter einander 
"zu vergleichen. 

Was den Zeitraum betriiK, f&r welchen das Risiko su bestimmen 
ist, so können hierüber mannig&che Festsetaungen getroffen werden 
je nach dem Zweck, den man zu erreichen sucht. 

Will man die Versicherungskombinationen ontereinandfir yergleichen, 
so wird man das Risiko für die game Dimer der Versichamng heran- 
ziehen. 

Soll das Risiko eines Versicherungsbestandes Ton einem Zeitpunkte 
an bis zu seinem TÖlligen Erlöschen (also von Neueintritten abgesehen) 
untersucht werden, so hat man es mit VersicheruDgen Ton Yorschiedenar 
bereits yerflossener Dauer zu tun. Daraus entspringt bei der Auf- 
lösung in EinzelTersicherungen die Au^be, das Risiko einer Ver- 
sicherung, nachdem sie eine Zeitiaug bestanden hat, für die fernere 
Dcmer zu bestimmen. 

Denkt man daran, die Risikoberecbnung der allgemeinen Rech- 
nungslegung anzugliedern, so wird es sich um das Risiko einer 
Versicherung für jedee einadne FervieAartiii^iVaAr handeln. 

Was man als MaB der Verlustge&hr benutzen will, ob das diireft- 
sdmUäithe oder das mitäere Risiko,^) ist f&r den schlieBlichen Erfolg 
glaichgfiltig; entscheidend kann also nur die mathematische Seite des 
Oegenstandes sein. 

Als ein natürUd^es Maß ist ohne ZweiM das durchschnittliche 
Risiko anzusehen, weil es sich der ganzen Denkweise der Lebensrer- 
Bich^imgsrechnung anpaßt Bs wird dabei die Verlustge&hr gewisser- 
maßen als eine neben der eigentUchein Versicherung einhergehende 
eehmd&e Verei^Aenmg au%efiißt und ihr Wert nach denselben Ter- 
sicherungstechnischen GrundAtzen bestimmt, nach welchen man eine 
Versicherung überhaupt bewertet Als yersicherte Summen gelten 
dabei die möglichen Verluste, ihre Wahrscheinlichkeiten ergeben sich 
aus den Grundlagwi der Hauptrersiehenuig'), ihre 
aus der Art ihres Entstehens. 



1) Kfittners abM^oles Bisiko kommt nach den AusAbmngeii in Nr. 127 
Hiebt als selbitbidiget Ma6 in Betracht — In den Arbeiten, die K. Hatten - 
dorff über das Bidko in der Lebensrezsicberang TezöffenUieht hat (Maiins* 
Rondichan d. Versichenuigen XVm (18S8), p, 1, S6, 146, 169) und die sa den 
grondiegenden gezahlt werden dürfen, ist unter der Beseicbnnng mittleres Baiiko 
das dnrcfaschniälicbe gemeint (s. insbesondere p. 6); doch ist es bei der Ton 
Hattendorf f eingeschlagenen Beohnongsweise stets duzoh das mittlere im eigent- 
lichen Sinne snsgedrfickt 

2) Wenn das Bisiko xnm Zwecke der Stabilitütsuntersuchnng eines Unter- 
nehmens rerwendet werden soll, so bitte msn nach G. Bohlmann (Qutachten 
eto. des VI. intern. Kongr. £ Tersiok-Wissenteh., Wien 1909, Bd. I, 1, p. 696 
bis 697) sn seiner Berechnnng eine SterbetafSsl sn verwenden, die sich dem ror- 
sofsichtlichen SterUichkeitBverlaiif mO|^Uchst anpaftt, wie lÜes in neaerer Zeit 
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Mit dem durchschnittlichen Risiko sind aber rechnerische Schwierig- 
keiten verbnnden; wenn es sich um die Zusammensetsnng des Risikos 
eines Bestandes ans den Eirzelrisiken handelt Demgegenüber bietet 
dae mittlere liisiko groBe Vorteile, die bereits in Nr. 125 dargelegt 
worden sind. Indessen treten in der Literatur beide Maße nebenein- 
ander aa^, ohne daß ihre Beziehung zueinander immer klar zum 
Ausdruck kommt. 

Mit den nun folgenden Ausführungen wird der Zweck yerfolgt, 
die rerschiedenen Gedankenbildungen, die bei der Anwendung der 
Risikotheorie auf die Lebensversicherung zntage getreten sind, an 
geeigneten Beispielen vorzuführen. Dabei gelangen auch die wichtigsten 
Formeln dieses Anwendungsgebiets zur Darstellung^). 

388. Birekte Lotung des aUgemeineB Siaikoproblftms 
für einen ▼ersloherrnngabectaad. Das allgemeinste Problem kann 
in folgender Weise formuliert werden: Es ist ein Maß f&r das Risiko 
zu bestimmen, das ein Versicherer der Gesamtheit der Versicherten 
gegenüber (und umgekehrt) zu einer beetimmten Zeit i während einer 
nachfolgenden Periode (^, t^) länft. 

Zur Erlr'digung dieser Aufgabe sind folgende Vorarbeiten er- 
forderlich, 

1. Auflösung des Versicherungsbestandes in unabhängige Einzel- 
fälle durch Zusammenlegung mehrfacher Versichi*ningen; 

2. Aufstellung aller im Bereiche der Möglichkeit liegenden Kom- 
binationen über das Sterben der Versicherten, wobei nicht der Zeitpunkt 
des Sterbens als solcher, sondern das Versicherungsjahr des Todes 
ins Auge zu fassen ist; mit dieser Einschränkung ergibt sich immer 
eine endliche Anzahl von Kombinationen, die nach einem Prinzip 
geordnet und numeriert gedacht werden mögen; 

3. Berechnung der Wahrscheinlichkeit Qp für das Eintreffen einer 
jeden Kombination (t/); 

4. Berechnimg der Ausgaben 9, und der Einnahmen (Sy, beide 
diskontiert auf den Zeitpunkt ^, die dem Versicherer ans der Kom- 
bination (v) in der in Betracht gezogenen Periode {i^y ^) erwachsen; 
anter ^len Ausgaben sind die gemachten Auszahlungen und die Prämien- 
reserve am Ende der Periode, unter den Einnahmen die eingelanfenen 
Nettoprämien und die Prämienreserve am Beginne der Periode zu 
verstehen. 

• 
bei Aofetelluiig des Dividendenplanei mituntei geschieht. Dieser Forderung wird 
aber nur in seltenen Fällen entsprochen werden können, n&mlich nur dann, wenn 
ausreichenJ« eigene Erfahrungen zn Gebote stehen. 

1) Eine historische Übersicht über die älteren Arbeiten nnd einen reichen 
Literaturnachweis hat K. Wagner in der Schrift: Das Problem des Risiko in 
der Lebensvenichemng, Jena 189S, gegeben. Auf einige nettere üntersuehnngen 
wird im folgenden hingewiesen werden. 
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Ans diesen Daten berechnet sich nun nach den Ausfflhrungen in 
• Nr. 152 das durchsdinitäiche Risiko 

V 

und gemäß den Ausführungen in Nr. 125 das Quadrat des mitüeren 
Risikos 

^-2'^' («'-«»)*• (2) 

Dem ersteren kommt die Bedeutung der Prämie su, mitlels welcher 
sieb der Versicherer bei einem andern Unternehmer gegen die ihm aus 
den zufalligen Abweichungen drohenden Verluste versichem könnte 

Diese Begriffsentwioklung hat jedoch lediglich theoretisches Inter- 
esse; die Formeln, su welchen sie führt; sind praktisch nicht ver- 
wendbar, weil sie selbst bei einem sehr mäßigen Vei-sicherungsstande 
eine nicht zu bewältigende Rechenarbeit erforderten. 

Will man also zu ziffermäßigen Resultaten gelangen, so muß das 
Problem in einer ganz andern Weise in Angriff genommen werden. 
Man wird erstens darauf ausgehen, das mittlere Risiko der einzdnen 
Versicherung zu bestimmen, und wird sweitens aus den Einzelrisiken 
das Gesamtrisiko gemäß dem Satze (s. Nr. 154) 

M - VM^ + ^? + ^b' + • • • (3) 

berechnen. Dabei bieten sich Vereinfachungen dar: gleichartige Ver- 
sicherungen können zusammengefaßt werden und ergeben nur ein Glied 
unter der Wurzel, bestehend in dem Produkte des Quadrates des 
Risikos einer solchen Versicherung mit der Anzahl der ihr gleich- 
artigen; will man sich mit einer bloßen Schätzung begnügen, so kann 
man Gruppen yon Versicherungen, die sich über mehrere Altersstufen 
und ungleiche Versicherungssummen erstrecken, bilden und mit einem 
mittleren Alter und einer mittleren Versicherungssumme rechnen. 

Solche Vorteile bietet das durchschnittliche Risiko nicht dar, wenn 
es sich um einen ganzen Bestand handelt Man kann zwar wieder 
ohne Schwierigkeit das durchschnittliche Risiko jeder einzelnen Ver- 
sicherung bestimmen ; aber die strenge Zusammensetzung dieser Einzel- 
risiken zum Gesamtrisiko bietet Schwierigkeiten dar und ist nur für 

1) Vgl. hierzu Q. Boülmann, Encjkl. d. matbem. WiBaeDsrh. I. p. 904 ff. 
Bohlmann unterscheidet aach noch die extremen Risiken, n&mlich das der 
Anstalt geganfiber den Versicherten, bestehend in dem größten 91^— (E,, und 
das des Versieherungsbeetandes gegenüber der Anstalt, dargestellt durch das 
gröfiie €y — 9y. Diese Werte fallen aber nicht eigentlich unter den B^^ff 
des Risiko, stellen vielmehr die größtmöglichen Verluste einer- und siadace^'- 
seits Tor. 
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einige eiii£ftche FSIle gelungen. Unter gewissen YorAUSsetningen, wenn 
es sich um eine groBe Anzahl gleichartiger Tom Znfidl abhängiger 
Untemehmnngen handelt, ist in Nr. 154 ein einfacher Zosammeohang 
zwisehen dem mittleren and dorchschnittlichen Risiko nadigewiesen 
worden [s. Oleichung (3) dortselbst]. Wenn auch bei einem Ver- 
sicherungsbeatande die erwähnten Yoranssetznngen nicht TöUig su 
Recht bestehen, so bedient man sich dieses Zosammenhanges doch 
auch hier and leitet aas Jf das It des Bestandes gemäß der Formel 

B - -^ - 0,39894 M (4) 

ab. y^ ^ ^ 



Im Grande der Formeln (3) and (4) ergibt sich das Risiko einer 
Grappe gleichartiger Yersicherangen, indem man das Risiko der 
einzelnen mit der Qoadratwurzel aus der Anzahl aller moRipliziert. 
Das rdoHve Risiko, das durch Diiision des Torigen mit der Somme 
der geleisteten Einzahlungen entsteht, ist somit der Quadratwuxsel 
aus der Anzahl der Versicherungen umgekehrt proportional, weil jene 
Summe diese Anzahl als Faktor enthäli Nach dem rdatiTen mittleren 
oder durchschnittlichen Risiko oder einem Vielfachen desselben bemißt 
sich aber der Beitrag, den der einzelne Versicherte zur Bildung des 
Sterblichkeitsschwankungsfonds zu leisten hat; in dem letzten Satae 
ist also der mathematische Grund daftr zu erblicken, daß es ftlr den 
Versicherungsnehmer in Ansehung der Aufbringung des Sicherheiisfbnds 
um so günstiger ist, an eine je zahlreichere Gesellschaft er sich anschließi 

Durch die vorstehenden Ausftlhrungen ist die Bestimmung des 
Einzelrisikos in den Vordergrund gerückt Mit dieser Aufgabe be- 
schäftigen sich die folgenden Artikel hinsichtlich einiger spezieller 
Versicherungskombinationen, und zwar wird sowohl das durchschnitt- 
liche wie das mittlere Risiko bestimmt. Was die Periode anlangt^ so 
wird bei dem mittleren Risiko auch auf die Fälle eingegangen, daß 
es sich um das der Aufstellung unmittelbar folgende Versidierungsjahr 
oder um irgend ein späteres Versicherungsjahr handelt 

388. Sss dnrehxihiitttUeha BIsUeo ^bw elnirintn ▼«<- 
aiohenmg bei deren Beginn. 1. Auf das Leben (s) sei «ne 
Pränumerando-Leibrente vom Betrage 1 gegründet gegen Leistung der 
einmaligen Prämie a^. Stirbt {x) im Laufe des n-ten Jahres, wof&r 
fi^ils« ^>® Wahrscheinlichkeit ist, so hat er die Rente f»-mal bezogen; 
der gegenwärtige Wert der an ihn geleisteten Auszahlungen ist also 

a-,-__-. (6) 

Mithin beträgt das durchschnittliche Risiko 
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Bei einer PostnumerandoLeibrente betrüge die einmaUge Prämie 
a^ — 1, und der Wert der Auszahlung wäre 

v + t?*H hv"-^ = a7|-- 1; 

für das Risiko gilt also dieselbe Formel (6), also i2(aj »> -ßCO- 

2. Es sei (x) gegen die einmalige Prämie ^^ = 1 — (ja^ lebens- 
länglich für den Todesfall auf das Kapital 1 versichert. Stirbt (x) im 
Laufe des t»-ten Jahres ^ wofür j^_i\qjg die Wahrscheinlichkeit ist, so 
kommt das Kapital am Ende dieses Jahres zur Auszahlung, und der 
gegenwärtige Wert hiervon ist t;". Hiemach ist das durchschnittliche 
Risiko dieser Versicherung: 



Ol 



1 

Ersetzt man Ä^^ durch den gleichwertigen Ausdruck 1 — da^, so 
schreibt sich 

(u tu 



B(^) = iV .l3jl-da.-«-| = |y', 



1 — »' 



-a. 



1 1 

woraus mit Rücksicht auf (6) und (5) folgt, daß 

i?(^) = rfiJ(aJ. (8) 

Das durchschnittliche Risiko der Todesfallversicherung macht also etwa 
so viel Prozente des Risikos der Rente aus, als dem zugrunde gelegten 
Zinsfuße entspricht; denn bei i = 0,035 z. B. ist d == 0,0338. 

3. Es sei (x) gegen Zahlung der Jahresprämie P^ =■ d 

lebenslänglich für den Todesfall auf das Kapital 1 versichert. Erfolgt 
der Tod im Laufe des n-ten Jahres, was mit der Wahrscheinlichkeit 
fi-i ;9x ^^ erwarten ist, so wird das Kapital am Ende dieses Jahres 
ausgezahlt; der gegenwärtige Wert hiervon ist v% während der Wert 
der geleisteten Einzahlungen gleichkommt aqP^. Aus diesen Ele- 
menten bestimmt sich das Risiko: 



cu 



1 

Substituiert man für P^ den Ausdruck d, so wird wegen (5) 



(U 



J«(J?.)-l2'-^l^'l?-^^"-l-^ 



i »4 

1 



cu 



= Y^._,l3,!---l 

1 
Ol 

1 

Osuber, Wahnoheinliobkeitoreolmang. IL S. Aufl. 27 
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mit Rücksicht auf (6) und (8) ist also auch: 

i?(P,)=-i-B(a,) = -^-^/. (10) 

•ü JE 

Da 1 — Ä^ ein um so kleinerer echter Bruch ist, je höher das 
Alter X, so ist das Risiko bei jährlicher Prämienzahlung ein um so 
höheres Vielfaches des Risikos bei einmaliger Prämie, in einem je 
höheren Alter die Versicherung abgeschlossen wird. 

Aus den vorstehenden Formeln ist zu ersehen, daß sich mit Hilfe 
von 22 (aj die beiden andern Risikos ausdrücken lassen. Was nun 
die Ausrechnung von R{%) anlangt, so kann sie einfacher gestaltet 
werden, als es die Formel (6) vorschreibt. Von den Differenzen 
%— s^ (n =» 1, 2, • • •) ist ein Teil positiv, ein Teil negativ, und 
sowohl die über die positiven erstreckte Summe wie auch der absolute 
Wert jener Summe, die sich über die negativen erstreckt, gibt R 
(s. Nr. 123). Die Grenzscheide zwischen den positiven imd negativen 
Differenzen liegt aber bei jenem Werte n, der sich aus der Gleichung 

«;n = «* (11) 

ergibt. Der Sinn dieser Gleichung ist unmittelbar einleuchtend: sie 
besagt, daß bei dieser Dauer der Versicherung der Wert dessen, was 
der Versicherer zahlt, gleich ist dem empfangenen Betrage; diesseits 
und jenseits liegen die Gebiete, wo entweder der Versicherer oder der 
Versicherte ein Zuviel leistet. Wir nennen das aus (11) berechnete n 
die hritische Dauer der Rente. Der Begriff läßt sich auch auf andere 
Versicherungen übertragen.^) Ersetzt man a^p durch den Ausdruck (5), 
so ergibt sich nach einer Transformation: 

ü« = 1 - da, - ^, 
woraus 

n = -^"«^^ (12) 

log V ^ ^ 

folgt. Die Gleichung, welche zur kritischen Dauer der Todesfallver- 
sicherung führt, ist nach (7) 

f" = ^, 

also dieselbe wie bei der Rente; und bei der Todesfall Versicherung 
gegen jährliche Prämienzahlung hat man nach (9): 

nl -^ xy 

woraus nach und nach 






v" = 1 — da, = Ä 



X 



1} G. Bohl mann, 1. c. p. 909, gebraucht den Namen kritische Zahly 
A. Tauber, Gutachten usw. des VI. intern. Kongr. f. Versich.-Wisßenßch. Wien 
1909, Bd. I. 2, p. 7S4, spricht in dem gleichen Sinne von einer Bisikodauer, 
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folgt. Es haben also alle drei Yersicherungsarten dieselbe kritische 
Dauer. Hat man diese bestimmt^ so weiß man im voraus^ wie viele 
Glieder znr Bestimmung von B(a,) erforderUch sind. 

Beispiel. Mit den Grundlagen der Tafel VIII soll das durch- 
schnittliche Risiko der drei Versicherungsarten a,, A^^ P^ für das 
Alter X ^ 10 berechnet werden. 

Zunächst hat man die kritische Dauer 



n « 



logr 



log 0,74788 _ Q . , 
0,98506 — 1 ' ' 



es reichen also acht Glieder zur Bestimmung von R{%) hin. 
wird die Rechnung tabellarisch wie folgt anlegen: 

a^o - 7,46929 



Man 



n 


n-il270 


»nl 


*70 — a-nl 


n-il27o(*fo — *Jn) 


1 


0,06410 


1,00000 


6,46929 


0,41468 


2 


0,06499 


1,96618 


5,50811 


0,86766 


3 


0,06667 


2,89969 


4,66960 


0,29968 


4 


0,06672 


8,80164 


8,66766 


0,24108 


6 


0,06549 


4,67308 


2,79621 


0,18311 


6 


0,06475 


6,61505 


1,95424 


0,12654 


7 


0,06861 


6,32856 


1,14074 


0,07244 


8 


0,06169 


7,11464 


0,85475 


0,02187 



Summe 1,71695 
Es ist somit 

-R(«7o) - 1,71695, 
das relative Risiko betragt also 

Jg(fl7o) 1J1695 ^ ^^ 
"i^^ 7:46929 " ^^"^^ ' 

ZU seiner Deckung sind also 23 % der eiu maligen Pramie erforderlich. 
Femer ergibt sich nach (8): 

E(^o) = 0*0338 . 1,71695 = 0,05806 , 
so daß das relative Risiko dieses Falles 



BjA,,) _ 0,06806 ^^-^ 
—^ 0^4788 0,U7«, 



A 



also 7,8% d^^ einmaligen Jahresprämie ausmacht. 
Endlich hat man: 

und relativ zur Pramie 



ig(Pyo) ^ 0,22987 
Pyo " 0,10006 



2,297; 



hier betragt also das Risiko das 2,297 -fache der Jahrespramie. 
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847. Fortsetzung. Zu einer bemerkenswerten Darstellung wird 
man geführt^ wenn man die mit der Versicherung yerbundenen Yor- 
^nge^ also das Absterben, die Verzinsung^ die Renten- und Prämien- 
zahlung als stetige Vorgänge auffaßt und bei der TodesfaUyersicherung 
die Eapitalsauszahlung unmittelbar beim Tode erfolgen läßt. Es 
lassen sich dann auf die Risikoberechnung die Methoden der Analysis 
anwenden. ^) 

Der Weg ist der folgende. Man berechnet den diskontierten 
Wert G^ des Gewinnes, den der Versicherte (x) oder der Versicherer 
erleidet, wenn ersterer in dem Zeitintervall (t, t -f dt), vom Zeitpunkt 
des Abschlusses an gerechnet, stirbt, wofür die Wahrscheinlichkeit 

f^ besteht; das Integral von G^ ~, über die kritische 

Dauer der gerade betrachteten Versicherung erstreckt, gibt das durch- 
schnittliche Risiko. 

Bei der kontinuierlichen Rente ist der Gewinn des Versicherers, 
wenn der Tod des Versicherten nach t Jahren eintritt, 






— v« _ t?*— (1 — da,) _ f^—A^ 

d ' 





bei der sofort zahlbaren Todesfallversicherung gegen einmalige Prämie 
der Gewinn des Versicherten 

bei der sofort zahlbaren Todesfallversicherung gegen kontinuierliche 
Prämie vom Jahresbetrage P^^ der Gewinn des Versicherten 



X 

t 



G,=^v'- P^fv'dt =^v'-P 



^ \-v' 



aus Ä^ = P,ä, = P, — y^ folgt aber -~ = — '^ , mithin ver- 
wandelt sich der Ausdruck für G^ in 



Aus dieser Darstellung ist unmittelbar zu ersehen, daß die kritische 
Daner n aller drei Yersicherungsarten, die dem Momente, wo (r, — 
ist, entspricht, dieselbe ist und aus der Gleichung 

»" - i, = (12*) 

1) Vgl. hierzu die Abhandlungen von A. Guldberg und J. P. Gram, Gut- 
achten usw. des VI. intern. Eongr. f. Versich.-Wissensch. Wien 1909, Bd. L 1, 
p. 768 resp. 676. 
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entspringt; und daß 

B(äJ:Ä(J[J:Ji(P,)-^:l: 



S 1— ^' 



man braucht also nnr eines der drei Risikos direkt zu berechnen^ um 
alle drei zu kennen; am einfachsten ist 

n n H 

das erste Integral gibt '*\~~ ' "^ "" «^«> ^^ zweite stellt den Wert 
einer auf n Jahre abgekürzten Todesfallyersicherung dar. Mithin ist 

iJ(Jj = i.J.-,</.J„ (7*) 

J«(0 =4-(,^,-.3.^J, (6*) 

■R(^J - —-^(.uÄ-nQ,^,)- (10*) 

848. Das dnrohschnittllohe Bisiko einer einselnen Ter- 
sichenmg nach l&ngerem Bestände. Das Bisiko einer flüssigen 
Rente und einer kapitalisch begründeten Todesfallyersicherung nach 
;/2 -jähriger Dauer stimmt mit dem Risiko einer gleichartigen Ver- 
sicherung; jedoch für eine um m Jahre ältere Person überein; denn 
die Reserve^ welche als Einzahlung übernommen wird, ist die der 
ferneren Versicherung entsprechende einmalige Prämie, und in allem 
übrigen liegen die Verhältnisse wie am Beginne. 

Bezeichnet man also das nach m -jährigem Bestände herrschende 
Risiko mit ^By so gelten die Formieln: 

„i?(a,)=J2(a.^J, (13) 

„R(ä:) = B{A,^J. (14) 

Anders verhält es sich mit der TodesfaUversicherung gegen jähr» 
liehe Prämienzahlung. Besteht sie m Jahre, so ist die versicherte 
Person x + m Jahre alt geworden und hat den Tod im Laufe dea 
n-ten Jahres mit der Wahrscheinlichkeit n^i\ix-^m ^^ erwarten; erfüllt 
sich diese Erwartung, so besteht die Ausgabe der Anstalt, auf den 
Zeitpunkt der Rechnung reduziert, in t;", ihre Einnahme in der 
Prämienreserve ^V^ und der Prämienzahlung ^P^] folglich ist 

Ol 
1 

Die eingeklammerte Differenz reduziert sich aber, wenn man für ^F^ 
den Ausdruck 1 — 5^^, für P, den Wert — — d und für a-, den 
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1 ^— i)^ a^ ~~" a 
Wert — 2 — einsetzt, auf — ' ^'^•, daher ist weiter 

tu 



^^^'^ = ii,2n-t.9^+J^x+m - a^nl- (15) 



in 

1 



Nun war aber (s. Nr. 346) 

CO 

1 
daraus folgt: 

1 

und durch Vergleichung mit (15): 

,iiiK) = ^'i^RiP.^J- (16) 



Es ist also das Risiko zum Alter x + m im Verhältnis der 
Rentenabnahme vom Alter x zum Alter a; + w zu verkleinem, um 
das Risiko zum Alter x nach m -jährigem Bestände zu erhalten. 

Beispielsweise ist nach den Grundlagen der Tafel VIII und mit 
Benutzung eines am Schlüsse von Nr. 346 berechneten Resultates 

,oÄ(Peo) =- J;^(Ao) = ji%0ß2m - 0,15864. 

349. Das mittlere Bisiko einer einzelnen Versicherung 
bei deren Beginn. Um ein möglichst umfassendes Resultat zu er- 
zielen, möge der von F. Hausdorff^) eingeschlagene Weg befolgt 
und eine Versicherungskombination konstruiert werden, die sich durch 
Spezialisierung einzelner Größen in die üblichen Yersicherungsarten 
überführen läßt. 

Auf das Leben {x) werde gegen einmalige Prämie eine auf n Jahre 
abgekürzte Pränumerando-Leibrente und eine gemischte Versicherung 
zu demselben Termine, erstere mit dem Jahresbetrage r, letztere auf 
das Kapital (7, abgeschlossen. 

Um das mittlere Risiko dieses Vertrages zu bestimmen, hat man 
die einmalige Prämie 

-E = r I ,a, + C^„-l (17) 

mit den verschiedenen möglichen Auszahlungswerten in Vergleich zu 
setzen. Führt man für die Wahrscheinlichkeiten 



1) Das Bisiko bei Zufallsspielen. Ber. d. Sachs. G. d. W. zu Leipzig:, 
49 (1897), p. 535 ff. 
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die einheitliche Bezeichnung 



w^, tr„ •.., w;,_i, w^ 



ein, so ist w^ (a<w) die Wahrscheinlichkeit für (x)y im a-ten Jahre 
zu sterben, w^ die Wahrscheinlichkeit, den Beginn des n-ten Jahres 
zu erleben, und es besteht die Beziehung: 



O) 



2«^-=^- (1^) 



Die Auszahlung, wenn das der Wahrscheinlichkeit tc?^ (cc < n) ent- 
sprechende Ereignis eintritt, hat dann den Wert 



r 



+ (C-^)t;«, (19) 

und es kann E auch in der Form geschrieben werden: 



1 1 

Das Quadrat des mittleren Risikos M{E) ist nun: 

n 
1 

imd nach Einführung der Werte aus (19) und (20) weiter: 

n n 

M\E) = ((7- ^)"^w„[^v,X- f"]'. 

l 1 

Die Entwicklung des Quadrates gibt: 

n n 

1 1 

multipliziert man diesen Ausdruck, Glied für Glied, mit w^ und sum- 
miert, ebenfalls gliedweise, Ton 1 bis n, so erhält man mit Rück- 
sicht auf (18): 

n n n 

1 1 1 

n n 

=2«*'«»*" -(2 ««'»")*■ 
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Es ist aber 

2«'at^ - ^,in - 1 - (1 - ") ^^^^-, 

1 

und ^w„v^' der analog, jedoch mit v* statt mit v, gerechnete Wert, 

der kurz mit Ä'^^ bezeichnet werden möge. , Führt man also neben 
den diskontierten Zahlen der Lebenden und ihren Summen noch die 
neuen Zahlen: 



em, so wird 



(21) 



2«'««*- - ^,-1 = 1 - (l-«»)^^^^'- (22) 



1 

Man hat also schließlich 

8 



und M{E) selbst ist die positive Quadratwurzel dieses Ausdruckes. 

Diese Formel erledigt nun, wenn man speziaUsiert, die folgen- 
den Fälle: 

1) Bei C«=0, r= 1 geht die Versicherung in die kurze Rente |^a, 
vom Jahresbetrage 1 über, und es ist 

Jf(a,)-4-l/^^-^:^. (24) 

2) Mit r =» 0, (7=1 ergibt sich die gemischte Versicherung 
^«nl S^S^^ einmalige Prämie auf das Kapital 1, wofür 

M{A,^)^yÄ,^--Äl^. (25) 

3) Setzt man C« 1, r = — P^, so entsteht die gemischte Ver- 
sicherung auf das Kapital 1 gegen jährliche Prämienzahlung; (23) 
liefert nun 

da aber bei dieser Versicherung [b. Nr. 307, 6)] 

P = J- _ d, 



also 



n** 



1+^'= ' 



d d,„a, 1-^,^' 
60 ist endgültig 



M(P^) = y-^'-^^i^ . (26) 
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RQckt man n bis an die äußerste Lebensgrenze^ so geht |^a^ in 
die lebenslängliche Leibrente a^^ Ä^^ in die lebenslängliche Todesfall- 
versicherong Ä^ Über, and A^' bekommt den Ausdruck: 



^'-?^ (27) 

wenn 

y'+*d, = cj 

(28) 
genommen wird. Man hat also die weitere Formelgnippe: 



(29) 



Die Vergleichung mit den Resultaten der Nr. 346 zeigt^ daß das 
Verhältnis der mittleren Risikos der drei ersten und der drei letzten 
Versicherungsarten dasselbe ist^ wie das Verhältnis der durchschnitt- 
lichen Risikos. 

Die rechnerische Durchführung des mittleren Risiko erfordert die 
Anlage neuer Tafeln, welche den Orundtafeln der Versicherungsrech- 
nung analog sind und zunächst, soweit die Betrachtung hier geführt 
ist, die Zahlen DJ, NJ, CJ, MJ umfassen; bei steigenden Renten und 
Prämienrückgewähr würde sich auch die Notwendigkeit der Zahleu 
SJy BJ ergeben, die den Zahlen Ä,, R^ der Grundtafeln entsprächen. 

Nachstehend ist ein Bruchstück einer solchen Tafel, für die Alter 
von 70 aufwärts, beruhend auf den Ghnindlagen der Tafel VIII, mit- 
geteilt, um daran einige Zahlenbeispiele zu erklären. 

Mit Hilfe dieser Tafel und der Formel (22) findet man bei- 
spielsweise 

K,m = 0,630698 ; 

daneben gibt Tafel VUI: 

^70.TI1 - 0,78831 1 ; 
mit diesen zwei Zahlen ergibt sich: 



^iiAo,V!d = 0,0962 
M(P,o) = 0,4544 
-a^(u.«ho) =2,8447 



relativ: 



)9 



n 



M 

Ä 


= 0,122, 


M 
A 


= 0,576 , 


M 
a 


- 0,515 . 
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Hilfszahlen znr Berechnung des mittleren Risiko. 
Grundlagen der Tafel VIIL 



X 


i>; 


Ni 


Cr 


^; 


70 


! 307,52 


1941,08 


18,899 


177,686 


71 


268,67 


1683,51 


17,416 


169,187 


72 


217,81 


1364,84 


16,404 


141,771 


78 


201,47 


U47,03 


16,849 


126,867 


74 


172,78 


945,56 


14,267 


110,018 


76 


146,97 


772,83 


13,177 


96,761 


76 


124,02 


625,86 


12,066 


82,574 


77 


103,71 


601,84 


10,942 


70,608 


78 


85,870 


398,134 


9,8806 


69,6660 


79 


70,832 


812,264 


8,7834 


49,7864 


80 


66,947 


241,982 


7,0663 


41,0020 


81 


45,471 


184,985 


6,6425 


38,8367 


82 


38,805 


139,514 


6,6678 


26,6982 


83 


27,756 


100,709 


4,7693 


21,0264 


84 


21,161 


72,963 


8,9266 


16,2661 


85 


15,819 


61,802 


3,1780 


12,8896 


86 


11,689 


85,983 


2,6192 


9,1616 


87 


8,2992 


24,3936 


1,9480 


6,6424 


88 


5,6384 


16,0944 


1,4701 


4,6944 


89 


3,9436 


10,5560 


1,0778 


8,2243 


90 


2,6086 


6,6124 


0,76005 


2,14647 


91 


1,6630 


4,0088 


0,52756 


1,89642 


92 


1,0249 


2,3458 


0,84776 


0,86886 


93 


0,6089 


1,3209 


0,22366 


0,62111 


94 


0,8448 


0,71204 


0,18484 


0,29746 


95 


0,1870 


0,36724 


0,07860 


0,16261 


96 


0,09610 


0,18024 


0,04296 


0,08411 


97 


0,04676 


0,08414 


0,02123 


0,04116 


98 


0,02241 


0,03739 


0,01101 


0,01992 


99 ; 


0,00991 


0,01498 


0,00614 


0,00891 


100 


0,00411 


0,00607 


0,00288 


0,00377 


101 


0,00096 


0,00096 


0,00089 


0,00089 



Weiter liefert die Torstehende Tafel 

< - S^ = 0,577474, 
während nach Tafel VIU 

hiermit berechnet sich gemäß der Formelgruppe (29): 



M(A,q) = 0,1374 
J[f (P70) = 0,5439 
3/(a,o) «4,0630 



M 
Ä 

M 



relativ: -j^== 0,184, 

» 0,727 , 



n 



}} 



^ - 0,544 . 

a ' 
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350. Das mittlere Bisiko einer einzelnen Verslchemng 
nach längerem Bestände. Wir führen die Rechnung wieder all- 
gemein für die kombinierte Versicherung, von welcher in der vorigen 
Nummer ausgegangen worden war, und zwar m Jahre nach Ab- 
schluß (m < »), wo der Versicherte das Alter x + m hat. Zu dieser 
Zeit kommt ihm eine Prämienreserve 

V s=z n a -4- CA 

ZU; die gleich ist dem Werte der ferneren Versicherung, weil kapi- 
talische Begründung vorausgesetzt wurde. 

Bezeichnet man die Reihe der Wahrscheinlichkeiten 



Q-x^-in 7 ll^x + m? 


n — m — 2a[af + m? n — 


einheitlich durch 




^1 y ^«'2 ; • 


•• W,-».-!, W—m. 



-ni-lP* + 



771 



SO haben diese analoge Bedeutung wie bei der vorigen Untersuchung, 
nur daß der Ausgangspunkt der Zählung bei dem Alter x -^ m liegt. 
Tritt das der Wahrscheinlichkeit w^ (a < w — w) entsprechende 
Ereignis ein, so ist eine Auszahlung erfolgt, deren Wert 

ist; die Prämienreserve kann, da weitere Einzahlungen nicht statt- 
finden, nunmehr auch so ausgedrückt werden: 



71 — 7n 71 —771 

V 



„,y.= Z ''"^"^i + i'^-i) 2 ''"'"' 



71 — 7n 



weil wiederum Sw^ = 1 ist. 

1 

Das Quadrat des mittleren Risiko hat zunächst den Ausdruck: 



71 —7« 
7/»' ^ 

H--7W n — in 



,ip(£)=2«'«(".^--^«)' 



11 -^ 

der sich genau wie im vorigen Falle umgestalten läßt in: 



71 — 7« 71 — 7/1 



Nun ist 



« — m 



2l«'«»" = 0l3x + ™*' + l\9x + m^^+ ■ ■ ■ +«-m-Sl?, + m»"""'"' + n-m-lPx + 



7/1 



V 



71 — 711 



-= A . 

'*^X + 711,71 -77*1 > 
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A' 



und die andere Summe in der Hauptklammer bedeutet dementsprechend 

n,n— wil * 

Mithin ist endgültig 

„M'(E) = [c-^y [a:^„,j^-au^,^] , (31) 

und ^M{E) selbst die positive Quadratwurzel daraus. 

Durch die Substitutionen 1. (7«0, r—l; 2. r = 0, (7=1; 
3. C = 1, r = — Pj ergeben sich die speziellen Formeln: 



»jf(i,o-4-y^ 






^M (,-a.^^J r -^x + m,n-fnl -^« + m,n- 



ml 



™-af (P,) = 



y ^« + in, T^ ~ -^s + 



m,n — 



1 - ^x.q 



(32) 



und weiter durch die Substitution n=^ & (oberste Altersgrenze) die 
Formeln: 

d P^ -^ar + m -^x + m 



JfW 






m 



V^'.^m-^U 



1-Ä, 



(33) 



Aus diesen Formeln geht^ wenn man sie mit den entsprechenden 
der Torigen Nummer zusammenhält^ zunächst hervor^ daß bei den be- 
handelten Versicherungsarten das Verhältnis der Risikos durch die 
ganze Yersicherungsdauer konstant und gleich dem ursprünglichen 
Verhältnis bleibt, die Einzelwerte jedoch ändern sich mit fortschreiten- 
der Dauer in dem Maße^ als der Wert der Quadratwurzel sich verändert. 

Vergleicht man ferner die Risikowerte (32) imd (33) mit den 
anfänglichen Risiken zum Alter x + m, so ergeben sich die Be- 
ziehungen: 

„.ilf(l.aj =Jf(| 



fi — m x-i-m/ 



a 



„.^(^J ^-^M{P,^J 



(34) 



und ähnliche für die lebenslänglichen Versichemngsformen. 

Nach den Grimdlagen der Tafel VIII und mit Hilfe der aus ihnen 
abgeleiteten Hilfstafel der vorigen Nummer ergibt sich beispielsweise: 

,,M{^„) "-Mi&J =3,1641 
,,M(A,,) = M(AJ = 0,1070 

,oitf(P,«)-^Jf(Pso)-= 0,4235. 
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SSL Bas elnJUirige mittlere Bisiko einer einseinen Ver- 
slohemng. Die Frage nach dem einjährigen mittleren Risiko einer 
Versicherung — gedacht ist dabei an ein Versicherungsjahr — kann 
in zweifacher Weise gestellt werden; man kann nämlich um das 
Risiko für ein Jahr zu Beginn desselben imd um das Risiko für ein 
beliebiges Jahr bei Abschluß der Versicherung fragen. 

Es handle sich um irgendeine Todesfallversicherung (lebensläng- 
lich^ temporär, als Komponente einer gemischten Versicherung) auf 
das Kapital 1, abgeschlossen auf das Leben (x). 

Zu Beginn des v + 1-ten Versicherungsjahres seien s Personen 
dieser Art vorhanden, die dann im Alter x + v stehen. Tritt der 
wahrscheinlichste Fall ein, daß sq^^^ Personen im Laufe des Jahres 
sterben, so hat der Versicherer weder Gewinn noch Verlust aus der 
Sterblichkeit; sterben l Personen mehr, so bringt jede einen auf den 
Anfang des Jahres diskontierten Verlust t;(l — r+i'^«)? sterben l Per- 
sonen weniger, so bewirkt jede einen ebenso großen Gewinn. Dem- 
nach ist das Quadrat des mit den s Personen verbundenen Risikos 
der Durchschnittswert des Produkts 

iV(l-,^,F.)«, 
und da nach Nr. 80 

so ist jenes Quadrat gleich 

sp.^.q,^ya-r^tr,)\ (35) 

somit das Quadrat des auf eine Versicherung entfallenden Risikos: 

■af,*=l>.+,!?.+,f*(l-,+,FJ» (36) 

Damit ist die erste Frage erledigt. Um das mittlere Risiko des 
tz + l-ten Versicherungsjahres heim Abschluß bestimmen, hat man 
einmal zu beachten, daß, sofern s die Zahl der Personen bedeutet, 
die eine solche Versicherung abschließen, nach der wahrscheinlichsten 
Hypothese deren s^p^ in das v + 1-te Versicherungsjahr eintreten, und 
daß der Verlust, bzw. Gewinn auf den Zeitpunkt des Abschlusses 
diskontiert ^"+^(1 — y+il^J beträgt; man hat also an Stelle des Aus- 
drucks (35) nunmehr 

was sich wegen yP,= 4^- umsetzen läßt in 

D' 

mithin ist das Quadrat des auf eine Versicherung entfallenden Risikos: 

Ml - ^^i-' P.+, &+, «» (1 - , ^, FJ». (37) 
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Man kann nun das ganze Versicherungsgeschäft, das mit den 
s Personen abgeschlossen wurde, in die einzelnen Versicherungsjahre 
auflösen, und da a priori eine Abhängigkeit der Gewinne oder Ver- 
luste der einzelnen Jahre nicht vorhanden ist, so sind die Voraus- 
setzungen des Tchebycheffschen Satzes, von dem in Nr. 125 Ge- 
brauch gemacht wurde, erfüllt, und seine Anwendung führt zu dem 
von K. Hattendorff^) zuerst bemerkten Satze, daß das Quadrat des 
mitÜeren Risikos einer Versicherung für ihre ganze Dauer gleichkommt 
der Summe der Quadrate der auf den Beginn bezogenen mittleren Ri- 
sikos der einzelnen Versicherungsjahre, in Zeichen: 

M'^M,' + M,\ + M,l + ... + M,l_„ (38) 

wenn n die Versicherungsdauer ist; bei lehensläuglicher Versicherung 
tritt oj — a; an die Stelle von n. 
Bemerkt sei, daß die Summe 

M* + M,U, + ... + M,l_, (39) 

das Quadrat des auf den Abschluß termin bezogenen Risikos vom Be- 
ginn des V -{- 1-ten Jahres an für die ganze fernere Dauer bedeutet. 
Hat man also nach den Formeln (36) und (37) die Wertreihe Jf^*, 
M^fy M^l,''^ ausgerechnet, so kann man daraus durch Aufsummie- 
rung von unten jeden der Ausdrücke (39) und schließlich das totale 
Risikoquadrat (38j ableiten. 

352. Einige Zahlenresultate. Um eine Vorstellung von der 
Abhängigkeit des mittleren Risikos von der Versicherungskombination, 
dem Alter und der abgelaufenen Versicherungsdauer und zugleich 
eine Illustration zu den vorstehenden theoretischen Entwicklungen zu 
geben, seien nachstehend einige Resultate ziffernmäßiger Berechnungen 
mitgeteilt.^) 

Die erste Tabelle gibt das mittlere Risiko einer auf 1000 ab- 
geschlossenen gemischten, beziehungsweise einer lebenslänglichen 
TodesfaUversicherung für deren ganze Dauer, sowohl bei einmaliger 
als auch bei fortlaufender Prämienzahlung während der Versicherungs- 
dauer n(cx)). 



1) Mas in 8, Rundschau d. Versieh. XYIU (1868), p. 172. Die Herleitung 
ist eine völlig andere. Vgl. auch G. Bohlmann, Gutachten etc. des VI. intern. 
Kongr. f. Versich.-Wissensch., Wien 1909, Bd. I 1, p. 607—610. 

2) Entnommen der zur vorigen Nummer zitierten Arbeit G. Bohlmanns. 
Als BechnuDgsgrundlagen sind verwendet der Zinsfuß von 37o ^^^^ die Ame- 
rikanische Sterbetafel, für welche das erforderliche Zahlenmaterial in dem Werke 
von A. Hunt er, Net Premiums and Keserves on Joint Life Policies, New York 
1902, enthalten ist. 
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Mittlere Risiko flir die ganze Dauer bei der gemischten Versichening und 

der lebenslänglichen Todesfallyersichemng. 



1. 
II 




Einmalige Prämienzahlung 
Versicherungsdauer 


Jährliche Prämienzahlung 
Versicherungsdauer 


5 ■ 

1 


10 


16 1 20 26 80 


oo 


10 1 16 20 26 30 


OO 


26 
36 
46 
66 


36,1 
88,1 

42,9 
64,3 


61,4 
66,0 
73,2 
90,6 


86.6 110,3 

91.7 116,7 
108,0 129,6 
121,9 144,8 


182,0 
189,0 
160,6 
166,6 


199,8 
186,9 
174,6 
161,0 


146,0 
166,0 
176,6 
233,6 


181.0 ' 208,4 281,1 > 260,8 

193.1 223,7 '■ 249,6 : 271,9 
223,0 : 261,7 : 294,2 320,3 
297,4 347,7 888,8 404,6 


810,8 
822,1 
362,3 
412,7 



Man wird yor allem das erheblich größere Bisiko bemerken^ das 
mit laufender PrämienzaUang verbunden ist, ferner wahrnehmen^ daß 
das Risiko der gemischten Versicherung mit deren Dauer und dem 
Eintrittsalter wächst^ daß es bei der Todesfallyersicherung gegen ein- 
malige Prämie mit dem Beitrittsalter abnimmt, dagegen bei jährlicher 
Prämienzahlung erheblich wächst. 

Die zweite Tabelle gibt das mittlere Bisiko einer bei dem Alter 55 
auf 1000 abgeschlossenen Todesfallversicherung, wenn jährliche Prämien- 
zahlung stattfindet, für die aufeinander folgenden Versicherungsjahre, 
jedesmal auf den Beginn des betreffenden Jahres bezogen. 

Werte von M^{P^^). 



Veniohe- 



jahr 



^.(^55) 



1 
2 
3 

4 
6 
6 
7 
8 
9 
10 



127,8 
127,7 
128,1 
128,4 
128,8 
129,1 
129,3 
129,7 
129,8 
129,8 



Veniohe- 

rnngs- 

jähr 

r + 1 



M, {P,,) 



Veniche- 

"^^ ^ M (P ) 
jähr ^»' ^''»6^ 



Veniohe- ' 

TUXkgtr 

jähr 

r + 1 



^.(^^5.) 



11 

12 
13 
14 
16 
16 
17 
18 
19 
20 



129,8 


' 21 


120,8 


31 


129,7 


22 


118,4 


32 


129,4 


23 


116,9 


83 


129,1 1 


24 


113,2 ' 


34 


128,6 1 


26 


110,2 


86 


127,9 


26 


107,2 


36 


127,1 


27 


104,0 


37 


126,0 


28 


100,4 


38 


124,6 


29 


96,4 


89 


122,8 


30 


92,0 


40 



87,3 
82,6 
77,8 
72,6 
66,7 
60,0 
62,8 
46,2 
86,6 
0,0 



Das Bisiko wächst anfänglich, erreicht im 10. Versicherungsjahre 
seinen größten Wert, von dem es anfangs langsam, dann immer 
rascher abfällt. 

Die dritte Tabelle dient insbesondere zur Illustration der Aus- 
f&hrungen in Nr. 351. In der ersten Kolonne sind die Bisikoquadrate 
der einzelnen Versicherungsjahre, wie sie sich bei Abschluß der Ver- 
sichenmg stellen, angegeben; die zweite Kolonne ist die von unten 
aus gebildete Summenreihe der ersten und gibt das Quadrat des mitt- 
leren Bisikos vom Beginn des betreffenden Versicherungsjahres an, 
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wieder bezogen auf den Abschlnß. Die Tabelle bezieht sich auf eine 
TodesÜBdlversicherongy abgeschlossen auf 1000 und das Leben (55) 
gegen jährliche Pramienzahlong. 

Werte von M\l{P^) und ihre Summen. 



7'nciehe- 






1 

Yexviohe- 

1 






jAhr 


M^{P.s) 


-2af,J(P„) 


'i rnngs- 
Jahr 


^MP») 


3f,J(P„) 


r + 1 


• 


9 


-1 




9 


1 


16 201 


170 361 


1 

21 


1817 


8 280 


2 


16 082 


164 160 


22 


1492 


6 463 


3 


14 019 


139 068 


! 23 


1209 


4 971 


4 


13 006 


126 049 


24 


966 


8 762 


6 


12 046 


112 044 


26 


769 


2 796 


6 


11129 


99 998 


26 

1 


688 


2 037 


7 


10 266 


88 869 


27 


446 


1449 


8 


9 422 


78 613 


28 


330 


1003 


9 


8 618 


69191 


1 29 


237 


673 


10 


7 864 


60 673 


30 


164 


436 


11 


7 128 


62 719 


31 


110 


272 


12 


6 437 


46 691 


32 


70,9 


161,6 


13 


6 780 


39 164 


33 


43,6 


90,7 


14 


6 162 


33 374 


84 

1 


24,9 


47,2 


16 


4 676 


28 212 


36 


12,9 


22,3 


16 


4 029 


23 636 


; 36 


6,0 


9.4 


17 


3 616 


19 607 


37 


2,4 


8,4 


18 


3 036 


16 091 , 


38 


0,8 


1,0 


19 ! 


2 691 


13 066 


89 


0,2 


0,2 


20 


2 184 


10 464 


40 


0,0 





Hiemach stellt sich bei Abschluß der Versicherung das mittlere 

Risiko für ihre ganze Dauer auf |/l70351 = 412,7 (in Übereinstim- 
mung mit der Angabe der ersten Tabelle), und vom Beginn des 21. Ver- 
sicherungsjahres an auf |/8280 = 91. 

363. Das Risiko eines Versicheningsbeetandes. Durch 

die Formeln der Nr. 349 — 351 in Verbindung mit dem in Nr. 345 
angeführten Satze Yon der Zusammensetzung der mittleren Einzel- 
risikos zum Gesamtrisiko sind die Elemente gegeben, um das Risiko 
eines Versicherungsuntemehmens zu einem bestimmten Zeitpunkte ent- 
weder für die fernere Dauer oder für das nächste Jahr zu berechnen. 
Der erwähnte Satz hat allerdings Unabhängigkeit der einzelnen 
Fälle zur Voraussetzung, die nicht gewahrt ist bei den mehrfachen 
Versicherungen; denn der Ausgleich, der bei voneinander unabhängigen 
Versicherungen eintreten kann, indem Verluste und Gewinne sich teil- 
weise aufheben, findet bei mehrfacher Versicherung derselben Person 
auf die nämliche Kombination nicht mehr statt, indem hier durch 
eine Abweiehuag Tom wahrscheinlichsten Verlauf alle Vertrage in 
glfliehi^^taMjM||||A|8t werden. Bei dem Stande der Risikotheorie 
130^ m^^^^^^^KUjIi^SnsDM würde sieh aber ein Eingehen auf 
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diese Verhaltiusse und die damit Terbnndeneii Schwierigkeiten nicht 
rechtfertigen. 

YereinfiRohiingen bieten sich dar dnrch ZnsammenfiAsrang gleich- 
artiger VenicherangafUle za Omppen. Es empfiehlt sich, zur Oe* 
winnong eines allgemeinen Einblicks solche Ghmppen fiSr sich zu 
betrachten. 

Der einfachste Fall liegt vor, wenn es sich um eine Omppe von 
Versieherungen handelt, die in der Kombination, im Alter der Ver- 
sicherten, in der zurflckgel^gten Versichemngsdaner, im yersicherten 
Kapital C (oder der Rente), also auch im mittleren ferneren Risiko M 
pro Geldeinheit flbereinstimmen; ist $ ihre AurAhl, so stellt sich ihr 
Gesamtrisiko durch 

M - CMVs (40) 

dar. Es wächst mit 8 im Verhältnis der Quadratwurzel Da die an- 
gesammelte Prämienreserre dem 8 selbst proportional ist, so nimmt 
das Verhältnis des Risikos zur PjAmenreserre wie die reziproke 
Quadratwurzel aus 8 ab. 

•Soll das mittlere Risiko für das nächste Verwaltungqahr be- 
stimmt werden, so kommt in Formel (40) für M das mittlere 
Risiko der Einzelyersicherung für das betreffende Versicherungsjahr 
(s. Formel (86)) zu setzexL^) 

Die Versicherungen einer s-gliedrigen Ghmppe seien gleichartig 
bis auf die yersicherten Summen, die Q, Q, • • •, C, sein mögen; 
dann kommt an die Stelle yon (40) zu schreiben: 



M-3fVCi» + Cl»+... + C/. (41) 

An diese Formel ist eine wichtige Bemerkung zu knfipfen. Die 
Quadratsumme wird bei konstanter Summe C^ + ^t + * * - + ^« &ni 
Ueinsten, wenn C\ — C7| — •••-" C^, also bei gleichmäßiger Verteilung 
der yersicherten Summe auf die einzelnen Versicherungen. Ungleich- 
mäßige Verteilung yergrößert das mittlere Risiko um so stärker, je 
mehr einzelne Summen yom Durchschnitt abweichen. Einem allzu 
großen Anwachsen des Risikos wird durch Limitierung der Höhe des 
yersicherten Kapitals und durch Abgabe der überschießenden Beträge 
in Rfickyersicherung yorgebeugt 

Mit den Ghmndlagen der Tabellen in Nr. 395 ist beispielsweise 
das mittlere Risiko einer Todesftdlyersicherung, abgeschlossen auf das 



1) Da Yerwaltongqahz und VeniohenuigiQahr in der R^gel sich nicht 
decken, so wird wie bei der BeBerreberechnung eine Interpols^on notwendig 
sein; man kann noh mit der Bineohaltong anf Mitie dss Jahres begnügen, die 
so yOKgsnommtn werden kann, daÜ man das arithmetiBche ICitlel der Bisiko- 
qpndiale ftr die benachbarten ganzjährigen Dauern nimmt, gleichgültig ob es 
dMi «BK das femece oder das eiigährige Rinke handelt 

Cam%«v, Watoiditi nHahk t it Pwi fciiimt ' IL S. Aufl. 28 



484 Fflnftax Teil. ]fatiiein»tiicbe Grundlagen der Lebeoerenieltenug. 

LebflD eines 86- jährigen, nach fÜnQ&hriger Dauer pro Tenidherte 

Einheit: 

0,98395 ; 

liegen 400 Versicherungen dieser Art tot, jede auf 1000 lautend, so 
ist mit ihnen ein mittleres Risiko Ton 

1000 • 0,98395 V4ÖÖ = 18 679 
Terbunden; rerteilt sich dagegen die Summe 400000 auf 

5 Fälle ä 10000 

25 „ „ 5000 

50 „ „ 2000 

70 „ „ 1000 

260 „ „ 220 

so stellt sich das Risiko auf 

0,93395 y\ 407 lOÖÖÖÖ - 35 083 

und wQrde, wenn die ganze Summe auf ei» Leben renichert wäre, 

die Höhe 

373500 . 
erFdichen. 

Den allgemeinsten Fall, wie ihn die Praxis darbietet, bildet ein 
Yenicherungsbestandy bestebend aus yerschiedenen Versicberangskom- 
binationen, ans Personen Terschiedeneb Beitrittsalters, verschiedener 
Yersichemngsdaaer und mit verschiedenen Versichernngssommen. Ist $ 
die Anzahl der Versicherungen, ist bei der v-ten Versichening 

Cy die Versicherungssumme (Rente) \ 
M^^^ das Risiko der yersicherten Einheit 1 

so gilt ftlr das totale mittlere Risiko die Formel: 



M-VC,«Jlf,«, + (7,''Jlfr«, + ... + C.«Jfjr; (42) 

würde also in den Btlchem, etwa nebeü der Reserve, bei jeder Ver- 
sicherung oder Versicherungsgruppe das entsprechende C^ M^^ hinitt- 
geschrieben, so ergäbe die Haaptsumme dieser Rubrik das Quadrat 
von M. Dazu wären ■ Tabellen der Jlf ' f&r alle Kombinationen, Alter 
und Versicherung^auem erforderlich. 

307. Bto walmelieiilUohkeltsilMoretiMAie B^dmitnag dM 
mltUeren Blsikos eines Tereiohenuigsbeetaiidee* Um die 

wahrscheinlichkeitetheoretische und damit zugleich die ventäkenrng^- 
technische Bedeutung' des eben besprochenen Gesamtrisikos H einer 
Versicherungsunteruehmung ins rechte Licht zu stellen, kann man 
sich auf auf den in Nr. 141 entwickelten I. 8ata von Tohebyiheff 
stützen. 
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Es sei X die Differenz zwischen der Auszahlung A^ an einen 
ersten Versicherten und seiner Einzahlung E^ (a » 1, 2, • • • 1^ wenn { 
die Anzahl der möglichen zusammengehörigen Wertpapiere, entsprechend 
den unterschiedenen Annahmen über den' Ablauf des betreffenden Yei^ 
sicherungsfiEdleSy bedeutet), beide auf den Zeitpunkt der Risikoaufstel- 
lung reduziert; w^ (a -» 1, 2, • • • Z) die Wahrscheinlichkeit der Wert- 

▼erbindnng A^^ E„, so daß 

I 

1 

ist Die Buchstabrai y, Aßy E^y Wß (/S ^^ 1, 2, • • • m); Zy Ayy E^^ w^ 
(t* » 1. 2, • • • n) • • • mögen die analogen Bedeutungen Ar einen zweiten, 
dritten, • • • Versicherten haben. 

Die Mittelwerte von x, y, #, • • • sind notwendig einzeln gleich 
Null, weil nach dem obersten Grundsätze der Versicherungsrechnnng 

1 1 

m m 

i 1 

n n 

stattfindet. 

Die Mittelwerte von x*, y*, jr*, ^ . . sind die mittleren Bisiko- 
quadrate der entsprechenden Versicherungen, nimlich 



■1 

1 

n 



Die Anwendung des zitierten Satzes auf den vorliegenden FaU 
führt non zu dem folgenden Ergebnis: „Die Wahrscheinlichkeit P, 
daß die totale Abweichung der Einzahlungen Ton den Auszahlungen: 

ihrem absoluten Werte nach das 9-fache Totalrisiko ^ 

28* 
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nicht übertreffe, ist größer als l — ^ *^ 

Dieser Sats, der unabliaiigig yon der Anzahl und der Art der 
Versiehemngen und daher in hohem Grade allgemein ist, bestimmt 
jedoch nicht die emgsim Ghronzen, die einer yorgegebenen Wahrschein- 
lichkeit entsprechen. Ihm zufolge wüßte man beispielweise bloß, daß 
die Wahrscheinlichkeit, es werde E das dreifache M nicht übertreffen, 
größer als ^ sei. 

Man kann aber auch, von dem bei Versicherongsnntemehmnngen 
plategreifionden umstände der ^ehr großen Anzahl yon Einzelfällen 
Gebrauch machend, die Frage auf ein anderes Gebiet übertragen, auf 
das der FMeriheorie. 

Es läßt sich nämlich die totale Abweichung 

der Einzahlungen yon den Auszahlungen als ssHsammengeseUster FdUer 
in der Beobachtung einer Größe betrachten, deren wahrscheinlichster 
Wert Null ist, entstehend durch das Zusammentreffen der Efem^ntor- 
fehler o;, y, jet, • • •, die ans den einzelnen Versicherungen entspringen. 
Wenn nun die Anzahl dieser Elementarfehler sehr groß ist, so befolgt 
der Totalfehler E unabhängig dayon, nach welchem Gesetz die 
^a9 ^(i9 ^vf "' ™^i fortlaufendem Zeiger sich ändern, ein Gesetz, 
das durch die Funktion 

y(E)-^.-^M^-)« (43) 

dargestellt ist [s. Nr. 173. (15*)]. Dabei ist a die Summe der Mittel- 
werte yon o:, y, j9, • • , im yorliegenden Falle also Null, und h^ di«" 
halbe reziproke Summe der Hittelwerte yon x^, y*, 0', • • •, d. h. also 

AI J J^ 

so daß endgültig: 

Sobald einmal das Gesetz des Fehlers feststeht, läßt sich auch 
der „mittlere'' und der „durchschnittliche'' Fehler ermitteln, die, sofern 
es sich um eigentliche Beobachtnngsfehler handislt, PribEiaionsmaße 
bilden, hier jedoch in der übertragenen Bedeutung Mafie für die Ge- 
fahr des Unternehmens dantoUen. Und zwar ist nach Nr. 181 der 
mittlere Fehler, d. i. die Quadratwurzel aus dem Mittelwerte yon E*, 
gleich 
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nnd der dorchsclmitilicfae Fehler, d. L der Hittelwert Ton |E|, nach 
Nr 180 gleich 

da aber die Halfke dieses Mittelwertes begrifflieh mit dem dorch- 
schnittlichen Risiko R zusammenfUlt^ so ist 



R - -^^ (46) 

(vgl. Nr. 152) 

Im Sinne dieser Anf&ssaog laBt sich nun auf Onind Ton (44) 
die Wahrscheinlidikeit P dafür bestimmen, daS E den Jb-fiMshen Betrag 
▼on M nnd daß es den jb-fachen Betrag von B nieht übersehreite. 
Wie in Nr. 164 und 153 ansgef&hrt worden, hingen dabei die Werte 
Ton i und P derart zusammen, daB in bezug auf M: 






in bezug auf R: 



ht 



-^dt. 



(46) 






P--^ 



-Ä/'--' 



(47) 



ist; nachstehend einige zusammengehörige Wertepaare: 



k 


in besog auf M 


in bezug auf R 


Wahrscheinlichkeit P 


1 

9 

S 

4 
6 
6 


0,68967 
0,96U9 
0,99780 
0,99994 

• 
• 


0,81006 
0,67498 
0,76863 
0,88946 
0,96899 
0,98989 



398. XBbt Sterbliohkrtt—ähwapkmnggfonds, An die letzten 
Ergebnisse knüpft sieh unmittelbar die Frage nach der Höhe jenes 
Fonds, durch dessen Vorhandensein der Unternehmer mit einer Tor- 
gegebenen Wahrscheinlichkeit gesichert erscheint^ filr e?entuelle Ab- 
gänge aus ungünstigen Schwankungen der Sterblichkeit aufkommen 
zu können. Wir stellen uns dabei auf den schon in Nr. 386 er- 
örterten Standpunkt, die zugrunde gelq^te Sterbetafel sei zutreffend. 

Wie hoch die Wahrscheinlichkeit g^pnffen werden soll, muß 
dem objektiyen Ermessen oder einer Ton außen kommenden Fest- 
setzung überlassen bleiben. Ein Fonds von der HShe des mittleren 
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Risikos selbst würde mit der Wahrscheinlichkeit | ausreichen, ein 
Fonds Ton der Höhe des durchschnittlichen Risikos nur mit einer 
etwas unter ^ liegenden Wahrscheinlichkeit. 

Wie man bemerkt, sind M und R f&r den gedachten Zweck 
gleich verwendbar; nur in Ansehung der mathematischen Schwierig- 
keit ist M Tonuziehen. 

Setet man den SterblüMeUs9chuHmhmg8f(md$ mit 

fest, so wird Jfc wohl auch als Sid^erheitskoeffisient bezeichnet; denn 
je größer er ist, desto gesicherter ist das Unternehmen bei Vorhanden- 
sein des Fonds gegen eine ungünstige Abweichung des Sterblicfakeits- 
Verlaufs vom erwartung^mäßigen. Die Annahme Ä; » S, der nach 
obiger Tabelle die Wahrscheinlichkeit 0,9973 entspricht, ist in der 
Literatur vielfach vertreten. 

Der Sterblichkeitssehwankungsfonds fällt bei demselben Je ver- 
schieden groß aus, je nachdem er die Deckung für die ganze fernere 
Dauer oder bloß für ein Vertragsjahr bilden soll. Es liegt auf der 
Hand, daß er für den letzteren Fall kleiner ausfallen wird als für den 
ersteren, aber das Verhältnis ist wesentlich verschieden von dem der 
ZiCitrilume; das erklftrt'sich aus dem Umstände, daß ein längerer Zeit- 
raum größere Möglichkeit eines Ausgleichs zwischen Verlusten und 
Gewinnen darbietet, wie dies auch bei einer längeren Reihe von Zu- 
fallsspielen zu beobachten ist, die nach dem Grundsatz der mathe- 
matischen Hoffiiung geregelt sind. 

Mit den Grundlagen der Tabellen in Nr. 395 ist das mittlere 
Risiko der gemischten Versicherungen Ä^pgi, Ä^j^ und der Todes- 

fiallversicherung A^ , abgeschlossen auf 1000 gegen jährliche Prämien- 
zahlung, am Beginn des 6. Versicherungsjahres für die fernere Dauer 
beziehungsweise gleich 

166,48 205,81 311,22; 

das mittlere Risiko zu demselben Zeitpunkte bloß für das 6. Ver- 
sicherungsjahr beirigt in diesen Fällen beziehungsweise 

73,91 79,70 87,68. 

Liegen 2500 derartige Versicherungen in einem Bestände vor, so 
stellt sich bei der Annahme Ä; « 3 der Sterblichkeitssehwankungsfonds 
im ersteren Falle beziehungsweise auf 

24972 30871 46698, 

im zweiten Falle auf 

11087 11955 13152. 

Setzt man diese Beträge zu der Prämienreserve ins Verhältnis, die 
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am Ende des 5. Yenicherungsjahres angesammelt sein muß, so findet 

man, dafi der Sterblichkeitssohwankungsfonds in den angezogenen 

Beispielen 

5,4 9,1 27,4 

beziehnngsweise 2,4 3,5 7;'<f7o 

der PramienreserTe ansmacht. 

Bei Verrier&chnng des Bestandes erhöhen sich die absoluten 
Beträge auf das doppelte, lehrend die zuletzt angeführten Verhältnis- 
zahlen auf die Hilfte herabsinken. 

388. Mit der Blsikofheorl« msMmimenhängfind» BegrllBk 
blldnngML L Es bedeutet eine Annftherung an die Wirklichkeit, 
wenn man bei der Beurteilung der Solrenz eines Yersicherungsunter- 
nehmens auch die Gbwinnquellen berücksichtigt^ die ihm die Bildung 
eines Sicherheitsfonds ermöglichen, der, wie die Dinge tatsachlich 
geübt werden, mit den Zweck hat, für ungünstige Abweichungen der 
Sterblichkeit au&ukommen. Als Qewinnquellen können wirksam sein 
die Sterblichkeit, der Zinsfuß und die Zuschlüge, soweit sie nicht 
durch die Verwidtungskosten absorbiert werden. 

Soll in einem Zeitpunkte die Sicherheit des üntemehihens be- 
urteilt werden, so hat man dem Sterblichkeitsschwankungsfonds %M, 
den man als erforderlich festgesetzt hat, gegenüber zu halten den 
Sicherheitsfonds JP, der aus den genannten Gewinnquellen in der Ver- 
gangenheit angesammelt wurde, und den yeranschlagten Barwert Q 
der Ton dem gegenwärtigen Bestände künftig zu erwartenden Gewinne. 
Wenn die Summe F + O den Betrag X:M übertrifft, so ist das Unter- 
nehmen schon kraft seines Geschäfksplanes gegen die Folgen ungün- 
stiger Sterblichkeitsschwankungen in dem gewünschten Sicherheits- 
grade gedeckt und es bleibt ein Überschuß für andere Zwecke übrig. 
Erreicht die Summe F+ O den Betrag JfcM nichts dann bedürfte das 
Unternehmen eines dem Fehlbetrag gleichen Fonds, um mit der dem 
k entsprechenden Wahrscheinlichkeit gegen ungünstige Abweichungen 
der Sterblichkeit geschützt zu sein. 

Man hat daher die Differenz 

9t-tM-JF-(? (48) 

als eine für die Beurteilung der StabüiUU ^ines Unternehmens charak- 
teristische Ghröße unter dem Namen Bisikoreserve eingeführt 

Kennzeichnet der Fall 91 "- Ö gewissermaßen das labüe Gleich- 
gewicht, so kann bei 91 < von Stabilität, bei 91 > von Mangel 
der Stabilität gesprochen werden. 

Bei dem Vorhandensein von Stabiliföt kann auch Yon einem 
Chrade derselben gesprochen werden; ersetzt man nämlich bei 9i < 
k durch ein größeres k' derart, daß nunmehr. 
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i'M-F-G-O (49) 

wird, 80 ist die Stabilität als um so höher zu bezeichnen, je größer 
V im Vergleich zu dem festgesetzten Tc ist; man kann also in der Zahl 

einen Ausdruck f&r den Orad der Stdbüität erblicken. 

IL Mit dem Begriff der Bisikoreserve hat man die Frage nach 
der Zahl Ton Versicherten in Verbindung gebracht^ bei der gerade 
die untere Grenze der Stabilität erreicht wird; es ist jene Zahl, die 
91 - zur Folge hat 

Uro ein Beispiel zu geben, in welchem ihre Bestimmung sich 
leicht ToUziehen liBt, nehmen wir ein unternehmen an, das über 
keinen Sicherheitsfonds verfSgt und an Gewinnquellen nur die Zu- 
schlSge besitzt; dasselbe setze sich überdies aus lauter gleichartigen 
Versicherungen zusammen. 

Unter diesen Annahmen erscheint M in der Fohd M^, wenn 
8 die Zahl der VersichenmgsfUle und M das Risiko des einzelnen 
bedeutet, O in der Form sg^ wenn g den Barwert des aus einer Ver- 
sicherung zu erwartenden Zuschlagsgewinns yorsteUt, und es ist weiter 
J^ — 0; mithin wird 

« - kMYs - sg 

und daraus folgt fBr 81 — die MifrimäUdhl der Versicherten: 

'•-^'- (51) 

Bei ihrer Überschreitung tritt Stabilität von um so höherem Grade 
ein, je weiter man über Sq hinauskommt.^) 

400. Bine flUAdere AvOkammg d«si BlsikoproUemi. Die 

Aufbringung eines Sicherheitsfonds^ der mit dazu bestimmt ist, eyen- 
tuelle Verluste aus Sterblichkdtsschwankungen zu decken, bat durch 
SicherheitseusMäge zu den Nettopramien zu erfolgen. Man kann non 
yon An&ng an das Problem so fiissen, es sei die Prämienzahlung 
für eine Versicherung so einzurichten, daß aufior äetr reinen Ver- 
sicherungsleistung und den in bestimmter Weise prftliminierten Un- 
kosten auch ein yorgeschriebenes Vielfsche des Risikos gedeckt sei. 
Diese Fassung hat A. Tauber dem Problem gegeben.') 

1) BexügUch eines nftheren Eingehens auf 4iese Begriffe sei anf F. Radtkes 
Abhandlung: Die Stabilität der Lobenftversichemngsanstalien , Zeitschr. f. d. g. 
Veriieh.-Witse&Bch« m (190S), p. 399—469, sowie auf den wiederholt zitierten 
Bericht Q. Bohlmanns auf dem VL intern. Kongr., Wien 1909, Terwiesen. 

S) Gutachten etc. d. VI. intexn. Kongr. f. Venieh.-WiBsensch., Wien 1909, 
Bd.IS, p. 781—818. 
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Es handle sich um eine auf n Jahre und das Kapital 1 abge- 
schlossene gemischte Versicherung. Die um die jährlichen laofenden 
Unkosten gekfirzte Bruttopramie sei P; im ersten Jahre sollen die 
Abschiufikosten a gedeckt werden. 

Stirbt der Yersieherte im Laufe des v-ten Jahres (t^ < fi), so 
haben seine Einsshlungen am Schlüsse dieses Jahres den Wert 

(r-l + .-i): 

und da 1 zur Auszshlung kommt, so erleidet der Versicherer einen 
Verlust vom Betrage 

bei allen Werten tou v, fDr die 

P^^^^-ar*<l (52) 

st. Die grSBte dieser Zahlen, sie heiße tu, ist so gelegen, daS 

und P^-^ >tt + v^^^: 

zwischen m und m + 1 liegt die Bisikodauer r, die der QMchung 

^1—-« + "' (68) 

entspricht; also den völligen Ausgleich der beiderseitigen Leistungen 
herbeif&hrt 

Um das durchschnitiliche Risiko R zu Beginn der Versichenmg 
zu erhalten, hat man das Produkt 

über die Werte v i» 1, 2, • • • m zu summieren; dies gibt 
es ist aber 

m m 
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folglich 

^-(i + Ä)i-.^.+(«-i^)(i-'t")' 

und mit Rücksicht auf (53), das -— - « v^^,- ergibt, 

Dadurch erscheint das Risiko als Funktion der Risikodauer t 
und der mit dieser zusammenhängenden ganzen Zahl m dargestellt. 

Im Sinne der an die Spitze gestellten Forderung hat nun die 
Pr&mie P der Gleichung 

8u genügen, wenn k der Torgeschriebene Sicherheitskoeffizient ist. 
Ersetzt man die Prämie durch den dafür aus (53) resultierenden Aub- 
druck, so nimmt die Gleichung zunächst die Gestalt an: 

beachtet man weiter, daß -^.q « 1 — (1 — v) ^a^, so läßt sie sich 
nach Einführung des Ausdrucks für O (r) aus (55) weiter umformen in 

•''->4..q-*L„^.-«*(l--.P.)]- (55) 

Diese Gleichung nennt Tauber die Bisihogleichung. Sie spielt 
in der Behandlung des Problems folgende Rolle. Ist k gegeben, so 
führt sie zur Bestimmung von t und (53) liefert dann die erforder- 
liche Prämie. Bei bekanntem P hingegen rechnet man aus (53) v^, 
bestimmt dazu aus einer Potenztafel der v das zugehörige tn und 
kann daraufhin mittels (55) den Sicherheitskoeffizienten k berechnen, 
der dieser Pi^mie entspricht. Bemerkenswert ist der Umstand, daß 
(55) die Abschlußkosten a nicht enthält, daß also die Risikodauer 
dayon unabhängig ist 

Der ersterwähnte Anwendungsfall bedarf aber noch einer näheren 
Erläuterung; denn die Bestimmung von r aus (55) setzt die Kenntnis 
von m voraus. Berücksichtigt man, daß \^Ä^ + ff^^p^^ Ä^-;^und 

daß die rechte Seite von (55) mit wachsendem t wächst, so muß, da 
die Zahlen m und m + 1 die Wurzel r einschließen: 

oder aber 
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sein; legt man also eine Tabelle der Funktion 

Ä,(^, v) - v^-k[Ä^J^ - t1 - (l + k)v^^1cÄ^^ 

an. so l&6t üich auf Orund von z und A ^ ans dieser Tabelle das 
m unmittelbar entnehmen. 

Damit ist der Grundgedanke dieser theoretisch bemerkenswerten 
Auffassung gekennzeichnet; bezüglich seiner weiteren Verfolgung sei 
auf die Arbeit selbst rerwiesen. Noch muß bemerkt werden, daß bei 
der Wahl von Je einmal darauf Rücksicht zu nehmen ist, daß das 
durthsdimtdkhe Risiko in Rechnung gezogen erscheint, und dann 
darauf, daß die Prämienbemeüung auf den eingelnen Versicherungsfall 
gegründet wird. 
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Tafel IV. 

Deutsche Sterbetafel. 

Männlichefl Geichlecht 



AHer 


Überiabaoda 


G^ 


Be- 


«n^BcvGBSUB* 


Lrtbay- 


(AbgsklRte) 






*■ - *- 
Monwne 


TSIkennc 


Uckkiit 


Hcbk^ 


orwsftmf 


X 


(, 


<r 


^. 


9x 


Pr 


*x 





100 000 


35373 


81527 


0,25 373 


0,74 727 


35»58 


I 


74727 


4851 


71833 


o,oö 493 


0,93 508 


46,52 


2 


69876 


3319 


68606 


0,03 319 


0,96681 


48,72 


3 


67557 


1560 


66706 


0,03309 


0,97 691 


49,38 


4 


65997 


t 136 


65385 


0,01 705 


0,98 295 


49,53 


5 


64871 


843 


64420 


0,01 300 


0,98 700 


49,39 


6 


64038 


659 


63678 


0,01 030 


0,98 970 


49.03 


7 


63369 


520 


63094 


0,00830 


0,99180 


48,54 


8 


62849 


418 


62639 


0,00 665 


c,99 335 


47.93 


9 


62431 


342 


63252 


0,00548 


0*99 452 


47,25 


10 


62089 


289 


61939 


0,00466 


0,99 534 


46,61 


XI 


61 800 


253 


61670 


o/x>409 


0,99 591 


45.72 


13 


61547 


227 


61 43« 


0,00 368 


0,99633 


44,91 


13 


61 320 


313 


61 213 


0,00 347 


0,99 653 


44,07 


14 


61 108 


3l6 


61 001 


0.00 353 


0,99 648 


43.23 


'S 


60892 


235 


60778 


0,00 387 


0,99613 


42,38 


i6 


60657 


274 


60525 


0,00451 


0,99 549 


41,54 


17 


60383 


320 


60229 


0,00531 


0,99 469 


40,73 


i8 


60063 


367 


59885 


o/x>6io 


0,99 390 


39,94 


19 


59696 


409 


59496 


0,00 685 


0,99315 


39,18 


20 


59287 


444 


59069 


0,00750 


0,99 250 


38,45 


21 


5« «43 


474 


58609 


0,00805 


0,99 195 


37.73 


22 


58369 


498 


58 121 


0,00 853 


0,99 147 


37.04 


»3 


5787» 


493 


57624 


0,00 853 


0,99 148 


36,35 


24 


57378 


486 


57134 


o/)o847 


0.99 153 


35,66 


25 


56892 


482 


56651 


0,00848 


0,99 152 


34.96 


1 26 


56410 


483 


56169 


0,00 855 


0,99 145 


34.25 


27 


55927 


485 


55685 


0,00 868 


0.99 132 


33.55 


28 


S5 442 


491 


55197 


0,00885 


0,99 115 


32,83 


29 


54951 


497 


54703 


0,00905 


0,99095 


32,12 


30 


54 454 


505 


54203 


0,00938 


0,99 072 


3M1 


3« 


53 949 


515 


53693 


0,00 954 


0,99046 


30,70 


32 


53 434 


526 


53 173 


0,00984 


0,99 016 


29.99 


: 33 


53908 


539 


52640 


0,01 019 


0,98981 


29.29 


1 34 


52369 


554 


52094 


0,01 058 


b,98942 


28.58 


1 3S 


51815 


571 


51532 


0.01 lOI 


0,98 899 


27.88 


i 36 


51244 


588 


50952 


0,01 148 


0,98853 


27.19 


i 37 


50656 


607 


50355 


0,0t 199 


0,98 801 


26,50 


; 3S 


50049 


6>7 


49738 


0,01 353 


0,98 747 


25.81 


1 3^ 


49423 


647 


49101 


0,01 308 


0,98 693 


25,13 


40 


48775 


«5 


48445 


0,01 363 


0,98 637 


24.46 


41 


48 ito 


682 


4777t 


0,01 418 


0,98 583 


23.79 


: 42 


47428 


699 


47081 


0,01475 


0,98 525 


23.13 


; 43 


46739 


719 


46372 


0,01 537 


0,98 463 


33,46 


i 44 


46010 


73« 


45644 


0,01 605 


0,98 395 


31,81 


' 4S 


45272 


761 


44894 


0,01680 


0*98330 


3t,l6 


i ^^ 


44 5" 


7«3 


44123 


0,01 761 


0,98339 


20,51 


47 


43728 


«09 


43327 


0,0184s 


0,98 152 


19.87 


48 


42919 


«33 


42506 


0,01941 


0,98 059 


19.23 


49 


43086 


8S« 


41660 


0,03 040 


0,97960 


18.60 
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f^ 


Ge- 


Be- 


Storbes»- 


Ubea». 


(Abcaktnt«) 


Alter 


Übwtobeade 


•torbeae 


▼ölkenmf 


wahrtclMia- 
Uchkdt 


wAhrtchei»- 
Uckkeit 


Ltbea*- 
«rwartanf 


X 


'x 


<r 


^. 


9x 


*, 


•x 


o 


100 000 


21 740 


. 84355 


0,21 740 


0,78 260 


38,45 


I 


78260 


4980 


75375 


0,06 364 


0,93 636 


48,06 


2 


73280 


3338 


71965 


0,03 258 


0,96743 


50,30 


3 


70892 


1597 


70028 


0,02 253 


0.97 747 


50,98 


4 


69395 


I 169 


68657 


0,01 687 


0,98313 


5M4 


5 


68 t26 


877 


67657 


0,01 287 


0,98 713 


51,01 


6 


67249 


677 


66889 


0,01 007 


0,98 993 


50.67 


7 


66572 


537 


66288 


0,00807 


0,99 193 


50,18 


8 


6603s 


436 


65806 


0,00660 


0.99 340 


49,5» 


9 


65599 


362 


65410 


0,00 552 


0,99 448 


48,91 


10 


65337 


3" 


65076 


0,00 476 


0,99 534 


48,18 


II 


64926 


377 


64784 


0,00437 


0,99 573 


47.41 


12 


64 649 


359 


64518 


0,00 401 


0,99 599 


46,61 


»3 


64390 


354 


64263 


0,00 394 


0,99606 


45.80 


14 


64136 


358 


64008 


0,00 402 


0.99 598 


44,97 


«5 


63878 


269 


63745 


0,00 422 


0.99 578 


44,15 


i6 


63609 


287 


63468 


0,00451 


0,99 549 


43.34 


17 


63322 


309 


63 170 


0,00487 


0,99 513 


42,53 


x8 


63013 


333 


62850 


o/)0 527 


0.99 473 


41,74 


«9 


62681 


357 


62306 


0,00570 


0,99 430 


40,96 j 


20 


62324 


383 


62136 


o/x>6i4 


0,99 386 


40,19 


21 


61941 


407 


61 741 


0,00658 


0.99 343 


39.43 i 


22 


61534 


433 


61 321 


0,00 701 


0,99299 


38.09 


n 


61 102 


454 


60878 


0,00 743 


0,99 357 


37.96 


34 


60648 


474 


60414 


0,00 783 


0,99217 


37.34 


»5 


60174 


494 


59939 


0,00820 


0,99 180 


36,53 1 


26 


59680 


510 


59437 


o/>0 854 


0,99 146 


35,83 


«7 


59170 


533 


58910 


0,00 885 


0,99115 


35.13 j 


28 


5« 647 


536 


58380 


0,00913 


0,99 087 


34.44 


29 


58 III 


545 


57841 


0,00 939 


0,99061 


33.76 


30 


57566 


556 


57389 


0,00965 


0.99 035 


33.07 


31 


57010 


565 


56739 


0,00992 


0,99008 


33,39 


3» 


56445 


576 


56 158 


0,01020 


0,98980 


31.71 


33 


55 «69 


587 


55 577 


0,01 050 


0,98 950 


31.03 


34 


55 »«3 


597 


54985 


0,01080 


0,98 920 


30.35 


3S 


54685 


607 


54383 


0/>I HO 


0^98890 


29,60 


36 


54087 


616 


53771 


0,01 140 


0,98860 


39.01 


37 


5346a 


625 


53150 


0,01 168 


0,98 832 


38,34 


3« 


53 «37 


630 


53533 


0,01 192 


0,98808 


37,66 


39 


53307 


631 


51892 


0,01 210 


0,98790 


36,99 


40 


5« 576 


630 


51 a6i 


0,01 223 


0,98 778 


36,32 


41 


50946 


626 


50632 


0,01 aa8 


0,98 772 


35,64 


4» 


50320 


619 


50010 


0,01 330 


0,98770 


34.95 


43 


49701 


611 


49 395 


0,01 230 


0,98770 


34.35 


44 


49090 


009 


48785 


0,01 240 


0,98 760 


33.55 


45 


48481 


611 


48176 


0,01 260 


0,98740 


22,84 


46 


47870 


622 


47561 


0,01 300 


0,98700 


22,12 


47 


4734« 


643 


46939 


0,01360 


0,98640 


21,41 


43 


4660s 


666 


46375 


0,01 430 


0,98570 


20,70 


49 


45 939 


694 


45596 


0,01 510 


0,98490 


19.99 
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Männlichei Gcichlecht 






AUor 


ÜboitobMida 


Ge- 


Be- 


Sterben»- 
wahcocboia- 


Lebens- 
wahr tchein- 


(Abfekfinte) 
Lobio 






■feorboao 


T<SIk«raaff 


lichkeh 


lichkeit 


enrartanf 


X 


(r 


ä. 


^. 


9x 


Px 


^x 


50 


41 228 


885 


49789 


0,02 145 


0,97 885 


17.98 


51 


40343 


910 


39891 


0^2 356 


0.97 744 


17.36 


S* 


39 433 


936 


38968 


0,03 374 


0,97 626 


16,75 


53 


38497 


963 


38019 


0,02 501 


c,97 499 


X6,i5 


54 


37 534 


990 


37043 


0»02 639 


0,97 361 


15.55 


55 


36544 


1020 


36038 


0,02 790 


0,97210 


14,96 


56 


35524 


1050 


35003 


0,02 956 


0,97 044 


14.37 


57 


34 474 


1082 


33 937 


0,03 139 


0,96 861 


«3.79 


58 


33392 


I 116 


32838 


0,03 342 


0,96 658 


13.22 


59 


32276 


II52 


31705 


0,03 568 


0,96 432 


12,66 


60 


31 124 


I 189 


30534 


0,03 820 


0,96 180 


12,11 


61 


29935 


I 227 


29336 


0,04 100 


0,95900 


".57 


62 


28708 


1366 


28080 


0,04 409 


0,95 591 


".05 


63 


27442 


1303 


26795 


0,04 748 


0,95 353 


10,53 


64 


26139 


1337 


25475 


0,05 118 


0,94 883 


10,03 


65 


24803 


1369 


24 131 


0,05 520 


0,94 480 


9.55 


66 


23433 


1396 


22738 


0,05 956 


0,94 044 


9.08 


67 


22037 


1417 


21 331 


0,06429 


0,93 571 


8,62 


68 


20620 


1431 


19906 


0,06 942 


0,93 058 


8,18 


69 


19 189 


M39 


18470 


0,07 500 


0,93 500 


7.75 


70 


»7 750 


1440 


17039 


0,08 108 


0,91 893 


7.34 


11 


16 310 


1430 


«5 593 


0,08 770 


0,9 i 230 


6,94 


7* 


14880 


1412 


14 17« 


0,oq 489 


0,905" 


6,56 


73 


13468 


1383 


13772 


0,10 267 


0,89 733 


6,19 


74 


12085 


1342 


II 408 


0,11 los 


0,88 895 


5.85 


75 


10743 


1289 


10 091 


0,12004 


0,87 996 


5.51 


76 


9454 


I 226 


8832 


0,12 965 


0,87 035 


5.20 


77 


8228 


1151 


7643 


0,13989 


0,86011 


4.90 


7« 


7077 


1067 


6532 


0,15 077 


0,84 923 


4,62 


79 


6010 


975 


55" 


0,16230 


0,83 770 


4,35 


80 


5035 


879 


4583 


0,17 448 


0.82 553 


4.10 


81 


4156 


778 


3 754 


0,18 731 


0,81 369 


3.86 


82 


3378 


678 


3027 


0,20 074 


0,79 926 


3.64 


83 


2700 


580 


2398 


0,21467 


0,78 533 


3.43 


84 


2 lao 


485 


1866 


0,22900 


0,77 100 


3.24 


85 


1635 


399 


1425 


0,24 363 


0,75 637 


3,06 


86 


I 236 


319 


1067 


0,25 846 


0.74 154 


2,90 


87 


917 


251 


784 


0,27 344 


0,73 656 


2,74 


88 


666 


192 


563 


0,28 853 


0,71 148 


3,60 


89 


474 


144 


397 


0,30 370 


0,69 630 


2,46 


90 


330 


105 


273 


0,31903 


0,68098 


2,34 


9« 


225 


75 


184 


0,33 457 


0,66 543 


3,22 


92 


150 


53 


121 


0^35047 


0,64 953 


3,10 


93 


97 


36 


77 


0,36 689 


0,63311 


1.99 


94 


61 


23 


48 


0,38 404 


0,61 596 


1,89 


95 


38 


x$ 


30 


0^0317 


0,59 783 


1,80 


96 


23 


10 


«7.4 


0,42 158 


0,57 842 


1,68 


97 


13 


5.7 


9.7 


0,44 259 


0,55 741 


1.57 


^ w 

98 


7»3 


3»4 


5.4 


0,46 560 


0,53 440 


1,49 


99 


3>9 


1.9 


2^ 


0,49 103 


0,50 898 


M« 


100 


2,0 


i^ 


M 


0,51 930 


0,48 070 


1,36 
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Wc 


iblichei Getchlecht. 










Oo> 


Be- 


Sterben»- 


LelMno- 


(AbfoklRte) 


Alter 


Üborleboodo 


^^^rr 


m^^^^ 


wakracbeia- 


wahzBcheiB- 


Loboi^ 






'*^^^*"* 


▼Stkonnif 


Uchkeit 


lirhkmt 


OCWtttOBI^ 


X 


(r 


<r 


^x 


9x 


Px . 


^x 


SO 


45345 


724 


44887 


0,01 600 


0,98400 


19.29 


51 


445a» 


754 


44148 


0,01 695 


0,98 305 


18,59 


52 


43767 


786 


43378 


0,01 795 


0,98 205 


17.91 


S3 


42981 


8x9 


42576 


0,01 905 


0,98 095 


1722 


54 


42 162 


854 


4x740 


0,02 025 


0,97 975 


16.55 


55 


41308 


894 


40867 


0,02 165 


0,97 835 


15,88 


56 


40414 


942 


39 949 


0,02 330 


0,97 670 


15,22 


57 


39 47» 


996 


3898X 


0,02 525 


0,97 475 


14.57 


58 


38476 


X058 


37 955 


0,02 750 


0,97 250 


13.94 


59 


37418 


XX25 


36864 


0,03 005 


0.96 995 


13.31 


60 


36293 


1 192 


35705 


0,03 285 


0,96 7'5 


I2,7X 


61 


35101 


X258 


34480 


0,03 585 


0,964x5 


12,13 


6a 


33843 


X322 


33190 


0,03905 


0,96095 


11,56 


63 


32521 


X38I 


31837 


0,04 247 


0^5 753 


II,OX 


64 


31 MO 


1437 


30428 


0,04 613 


0,95 387 


.10,47 


65 


29703 


i486 


28966 


0,05 005 


0,94 995 


9.96 


66 


28217 


I53I 


27457 


0,05 425 


0,94 575 


9,45 


67 


26686 


X568 


25906 


0,05 875 


0,94 125 


8,97 


68 


.25x18 


1597 


24323 


0,06360 


0,93 640 


8,50 


69 


23521 


I 620 


22713 


0,06 885 


0,93 "5 


8,04 


70 


2x901 


1636 


21085 


0,07 470 


0,92 530 


7,60 


71 


20265 


1648 


^9 442 


0,08 X35 


0,91 865 


IM 


7a 


18 617 


1657 


17789 


0,08900 


0,91 100 


6,76 


73 


X6960 


1653 


16 132 


0.09 745 


0,90 255 


6,37 


74 


15307 


1630 


14488 


0,10650 


0,89 350 


6,00 


75 


13677 


1587 


12877 


0,11 600 


0,88400 


5,66 


76 


12090 


X 521 


XX 320 


0,12 585 


0,87415 


5,34 


77 


10569 


1438 


9838 


0,13600 


0,86 400 


5,03 


7« 


9 131 


X336 


8450 


o»i4 640 


0,85360 


4,75 


79 


7 795 


1225 


7x68 


o,X5 7io . 


0,84 290 


4,48 


80 


6570 


I X06 


6002 


0,16 830 


0,83 170 


4,22 


81 


5464 


985 


4956 


0,18025 


0,81 975 


3,98 


82 


4479 


865 


4032 


o,X9 3io 


0,80690 


3.75 


«3 


36x4 


747 


3226 


0,20 685 


0,79315 


3t53 


84 


2867 


635 


2536 


0,22 X35 


0,77 86s 


3t33 


«5 


2232 


. 527 


1956 


0,23 635 


0^76 36s 


3,H 


86 


1705 


429 


X479 


0,25 x6o 


0,74 840 


2,96 


«7 


1276 


341 


1095 


0,26 700 


0,73 300 


2,80 


88 


935 


264 


794 


0,28 250 


0,71 750 


2,65 


89 


671 


200 


564 


0,29 8x0 


0,70 190 


2,51 


90 


471 


148 


391 


0,3« 384 


0,68 6x6 


2,37 


91 


323 


106 


265 


0,32981 


0,67 019 


2,25 


9a 


217 


75 


176 


0,346x2 


0,65 388 


2,13 


93 


142 


52 


"3 


0,36 296 


0,63 704 


2,0X 


94 


90 


34 


71 


0,38 052 


o,6x 948 


1,91 


95 


56 


22 


44 


0.39 90s 


0,60095 


i,8x 


96 


34 


«4 


26 


0,41 885 


0,581x5 


1,70 


97 


20 


9 


15 


0,44 025 


0,55 975 


ii59 


9« 


XX 


S 


8,x 


0,46. 362 


0,53 638 


M6 


99 


5.9 


2,9 


4,2 


0,48 939 


0,5x061 


1,3? 


lUO 


3.0 


1,6 


2,1 


0,51 800 


0,48200 


1,24 
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60 
61 
62 

63 
64 

6s 
66 

67 
6S 

69 
70 

7« 
7» 
73 
74 

75 
76 

77 
73 

79 
80 

8a 

«3 
»4 

»5 

86 

»7 
88 

89 
90 



55 «9» 
53916 

Si«7» 

49 7«« 
4763a 

45 435 
43189 
40887 

3« 53a 
36133 

33107 

31349 
3« 794 
a6 358 

»3 95* 

»1592 

19*93 
17083 

14980 

ia998 

II 150 
9 4ao 
7 8ai 

637« 
5 "4 

4034 
313« 
*4a3 
18S7 
M15 

1071 



1976 
ao38 
2097 

ai49 
ai97 

aa46 
a3oa 

3355 
3399 
H33 

345a 
3455 
3436 
a406 
3360 

3*99 

aaio 

ai03 
198a 
1848 

1730 

1599 

1443 
ia64 

1080 

896 

7«5 
5*6 

443 

344 

1071 



7094.4 
6 6ia^ 

6 i47,a 

5699.1 
5368,8 

4 855.8 
4 459.6 
4079.1 
3 7«4.3 
3365.3 

3033,5 

3 716.7 
341898 

3139.3 
i878,a 

I 635.9 
I 413,3 
I 208,1 
ioa3,6 
858,1 

71 1.3 
5«P,6 

465.8 

366,9 

384,4 

ai6,6 
i6a3 

131,5 

89.9 
66,2 



A 



73 733.5 
65 639.1 
59 026,9 

53879,7 
47i«o,6 

41 91 M 

37 056,0 
33596,4 

38 517.3 
34803/} 

31 437.7 
18405.3 
15 688,5 
13 369,7 
1 1 130.5 

9353,3 
7 616,4 
6204,2 
4996.1 
3973.5 

3114.4 
3403.1 
1 822,5 

1 356.7 
9S9.8 

705.4 
4S8,8 
336,0 

304,5 
114.6 

48.4 



343.33 
341.4« 
340,07 

337.70 
334.79 

331.93 
229,67 
227,01 

333.43 
318,84 

313.19 
306,23 

197.70 
188,67 

178,80 

168,30 

156.31 
143.70 
130,86 

ii7i«7 

106,63 

95.32 
«3.02 

70.26 
58,01 

46.50 

3535 
37.43 

30^ 

15.56 
46,79 



634,81 

393,4« 
15«/» 

910,93 
673.33 

43«.44 
306,52 

976.85 
749.«4 
536,41 

307.57 
094.3« 
888,15 

690.45 
501,78 

333,9« 
154.68 

99«.37 
«54t67 
733f«i 

*o$,94 
499.31 
404.09 

33iA>7 
250^81 

192,80 

14^30 

110^5 
83,03 

62.35 
46.79 
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Aibeiterrenicheroiig 886. 

Aroeiwuiv anQu a i wa. suo. 

Aufbringung der ICtIel 886; in der 8o- 
nalyeniefaening 850. 

AnfidnsnngaHiktor 887. 

AuBgleicliuig, fimfmdk e5fM l8 />w Taf^ 
167; naeh der Ifakehainiehea Formel: 
Yeribluen von Sng^Haidj 174; Yer> 
Miren bei der neneeten englieeken 
Meifong 178; mittels derMetbode der 

185 (i. Meebaniaehe Anii^eiilinnga- 



metboden); fraphi$dke 187; Mweifoik 

abgethiftar Tafi^ 800, naeb einer 

Flftcbe, naeb Kurven 801. 
Ansleee, ftmtlicbe, eoiiale 188. 
Anslesetafeln s. Selekttalbln. 
Ansreiobende Prämie 888. 
Anescbeideordnnng der Aktiven 814; 

ibre Ableitung ans einer allgemeinen 

Sterbetafel 888. 
Ansscheidewahieebeinliffibkeit 808. 811. 
Anseebeidewahrsebeinliebkeiten der 

reiebs4eatseben Invalidenrentner 800 

bis 801*. 
Anstritte 184. 

Beitragssabhmg in der Oifentlieben In- 
validenversidierang, ibr Barwert 865. 

Beobaebtongslinie 88. 160^151. 

BeralbinvaUditftt 804. 806. 

Besebzeibnng von Massengestaltongen 
nnd Massenerstihiimnngen 16. 

Bevölkenmgstbeorie, formale 80. 

Biometrisehe Funktionen 88. 

Bmttoprimie 880—881. 

Deekungskapital 868. 888. 

Deekungsprlmie 888. 

DekzemeBtentaüd 88. 

Dentsobe Steibetafol 111. 

Diehtestsr Wert 18. 

Diskont 840. 

Diskontierte ZaUen der Lebenden 848; 

der Toten 858; diskontierte Paare von 

Lebenden 875. 
Diakontieraagsfiiktor 888. 
Dispersion estensiver Gr58en 77. 
DiveigenskoelBsient 88. 
Doppelsummen der diskontierten Zablen 

der Lebenden 848. 
Durebsebnitiqn8mien 848$ bei einer 

Pensionsveniebeinng 858; in der 

Oifentiiciien fnvalidenvec^bemng 855. 
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Ehescheidiiiigeii 82. 

Einmalige Leistiuigeii in d«r Penriont- 

Tonichenaig 116. 
EiDüMlige PHUnie Stt. 
Eintritte 194. 
Eimdleneheiniuig 7. 
Binielieter?» 870. 
Elementugetamiheiten von Getiorbentn 

lOS. 
BrlebensTeniohening 188. 168. S4S. 
ErwerbtlUiigkdi 804. 
Enlersehe HTpotheM fib«r dtm Wachien 

einer BerOlkemng 106. 
ExtennTe nnd iatendTe itatittuohe GfO- 

ßen 64. 
Extraritiken 188. 

Fehlerexiedeni, abeolnter 46. 
Fehlerrelntion 89. 
FlächenftoagleichoBg 801. 
Fonnel für die Storbeuiwahneheinlich- 

keit unter Berflcknehügong der Ein- 

und Ansiritie 187. 
FranenTertiehemng 861. 



QrandbeMge der Inyelidenrenten 867; 

— der AktifitkteeBten 866. 
GHmdltgen der Vereleherongweebiinng 

887; itelietieehe 889. 
QruMUagen iweiter Ordnung 899« 
Qrappearechnnng (beifiglich der BeMTfe) 

870. 

HftoilgkeiiikQrTen 81; ^jpen leldier 86. 



HsUejedie IfeUiode der Xonetnkilkm 

einer Sierbetefel 106. 
Henptgenmtheiten von Lebenden 98; 

Ton Gestorbenen 99. 
HypotboM der gleiebm8Bigen Yerteilnng 

der Ein- nnd Anstritte 186; Zenneri 

— hierüber 189. 

InTalidenrente 897; »nf Qnind einer 
iweifiMb ebgeitollen Anteeheideord- 
nnng 899. 

LdTalideneterbetellehi 818. X. 

InTelidenveniehexQag 888. 

InTaliditti, BegriiF nnd Arten denelben 
804. 



Geborten, ihre Oliedenmg in eheliche ""• ^ Einbesiehnng in die Lebena- 
nnd uneheliche, Lebend- nnd Totge-' ▼«ncbening 884. 
borten 64. In?eUditfttrtaliBln 816. IX. 

Gebortendiehtigkeit 96. I In^^Uditfttewekneheinlichkeit 808. 910; 

Gebortenkorre 96. ^^"^ Abhingigkeit von der Diemtdaner 

Gebnrtensiffer 8. 18. **^- 

Geboriponkt 181. 

Gemischter Bestand, ans AktiTon ond JUuttehe Prftmiensahlong 884. 
InTaliden 807. | Jahrespramie der lebenslänglichen Todes- 

€^emisehte Versieherong 868; ge- ! £sIl?ersicherong 886. 
mischte gegenseitige Uberlebensrer- i Jehrespr8mien ▼erschiedener Veniehe- 
sieherong 889. rongskombinaiionen 888—884. 

Gesamtheiten, statintiBehe 98; Ton Le- 
benden ond Gestorbenen 96. 180—188. . KapitaldeckongsredUiren, mit Umlage 

Gesamtrasenre 870. ' 85t; mit PAnden 868. 

Geschlecht, sein Ein8n6 aof die Sterb- Kapitalische Begrflndong einer 
liehkeit 188. 168—168. 

Gesehlechtsrerfa&ltnis der Geborenen 48. 

Gesehlechtsf eihältnis der Gestorbenen 66. 

GeschlechtsYerhftltnis der Überiebenden 
66. 

Gestondete Fttmie 881. 

Gewinnbeteiliffonir 884 

Gleichaltrige 189. 

Gleichlangversicherte 168. 

Gleichseitiglebende 188. j Koordinationsrerh&ltniB 8. 

Gompertz8cheSterbliehkeitsformell71. ,Kranke&yeisioheraog 888. 
877—879. I Karre der Oberlebenden 84. 



rang s. Einmalige Pr&mie. 
King-Hardy sehe AnwendnngderMake- 

hamschen Formel 174—177 
KollektinnafllehrB 8. 
Koi\jektaralrechnncgen 18. 
Konstanten, statistische 19—81. 
KontinoierÜche Rente 866. 
Konvertierung eines Verdcherangtstocks 

880. 



Ca«b«r, Wakn^«iBli«bk«it«r«okmiBff. n 8w Avil. 
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Sachregüier. 



LebeQBdauer,darcliBehnitiliche oder mitt- 
lere 86; abgekfirzte und volle 87; 
wahrscheinliche ond wahrscheinlichste 
87. 

Lebenserwartung 87. 

Lebensiinie 92 iSi. 

LebeuKpunkt 181. 

Lebensversicherung im weiteren und 
engeren Sinne 2S5. 

Lebens wahrBoi)einJichkeit 81. 

Leibrente 248; ihr Verhältnis zur Zeit- 
rente 247. 

M a k e h a m sehe Sterblichkeitsformel 178. 
277—279. 

Maß der Schiefe 29. 

Massenerscheinong 1. 7; nnverbandene 
89. 42—48. 

MassenphysiologiBohe Konstante 66. 

Mathematische Statistik 1. 

Mehrfache Versicherungen 146. 159. 

Mechanische Augleichungsmethoden 186; 
Methode von Witistein 186; von 
Woolhouse 187; ihre Modifikation 
von Schaerilin 189; Methode von 
Karup 189; von King 198. 

Medianwert 17. 

Methode der Flächen 80. 171. 

— der gleichen Alter 276. 278. 

— der kleinsten Quadrate in ihrer An- 
wendung auf Tafelausgleichung 170. 
181. 

— der Momente 29. 171. 

— der Pr&zisionsbestimmung, kombina- 
torische und physikalische 88. 

Methoden der Sterblichkeitsmessung an 
einer Bevölkerung 117. 

Minderwertige Leben 229. 

Minimalzahl der Versicherten 440. 

Mittel, arithmetisches 17; antihannoni- 
sches 19; geometrisches 17; harmo- 
nisches 17. 

Mittelwerte 16. 

NatOrliche Prikmie 889. ^ 
Nettoprämie 820—821. 
Normale Leben 229. 282. 
Lebensdauer 69. 

Oskulierende Interpolation 190. 

Personenversiohening 225. 
Personenz&hiung 145- 146. 160-161. 
Police 819. 
PüHcenwort 870. 



Postnumerando-Leibrente 245. 

Potennnittel 19. 

Prämie bei Einb^iehimg der Invalidität 
384 

Prämien 319; variable 888; abgestufte 
840. 

Prämienreserve nach der Nettomethode 
867; negative 370; bei einmaliger 
Prilmiensahlung 870; bei jährlicher 
Prämiensahlung 872 ; bei unterjähriger 
Präiikienxahlung 875; naoh einer nicht* 
gansen Ansahl von Jahnen 876; kauf- 
männische und mathematische 877; 
ihre Abhängigkeit von Sterbetafel und 
Zinsfufi 878; totale 880; und Deckungs- 
kapital 888; der lebenslänglichen 
Todesfallversicherung 894; ibid. bei 
abgekürster Prilmiensahlung 395; der 
gemischten Versicherung 895; der Er- 
lebensversichemng mit Prämienrück- 
gewähr 896; der gemischten Versiche- 
rung mit Prämienrackgewähr 896. 

Prämienrückgewähr 342; ihre Einbe- 
ziehung bei verschiedenen Kombina- 
tionen 848—848. 

Prämienübertrag 877. 880. 

Pränumerando-Leibrente 248. 

Präsision einer statistischen Belati?zahl 
84. 

Privatversicherung 22C. 284. 

Prospektive Methode derPrilmienreserve- 
bestimmnng 869. 

Rente 240. 248; nachsohüssige 245; vor- 
schüssige 248; aufgeschobene 245; 
temporäre? 45; veränderliche 248; auf 
Grund «iner Selekttafel 250: von 
unteijähriger Fälligkeit 260; konti- 
nuierliche 261. 266; vollständige 268; 
vollständige m-tel — 270; für verbun- 
dene Leben 274. 

Rentensjstem 267. 

Restprämie 886. 

Retrospektive Methode der Prämien- 
reservebestimmimg 869. 

Reduziertes KapiUl 882. 

Reihen von Relativzahlen 86; ovolu to- 
rische, periodische, symptomatische 
undulatorisehe 47. 

Risiko in der Lebensversicherung 408; 
Aufgaben seiner Theorie 411; seine 
Elemente 412; seine direkte Bestim- 
mung für einen Versieherungsbestand 
414; indirekte Bestimmung 482— 484; 
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•eine wmhieeheinliehkeititheoreUache : Sterblichkeittformeln 169; von Gom- 



Bedeutung 4S4. 
Biaiko, dnzehfehnittliehea 415; fOr eine 

einzelne Versichemng bei deren Beginn 

416—481; nach längereu Baitande 

431—422. 
Bisikodaaer 418. 441. 
Riflikofondt 411. 
Bisikogleichnng 442. 
Risikoprämie 381—382. 886 
Risikoreserre 439. 



pei tz und Makeham 171—173; von 

Wittstoin 178. 
SterbiichkeitBiniensiiftt .83. 
Sterbiichkeitakoeffizient 88. 
SterblicbkeitBkurveit 120. 
Sterblichkeitamaße 79. 
Sterblichkeitimeesung 79. 88; an Ver- 

ticiherten 122. 126. 
SterbliohkeitMchwankungtfondB 411. 437 

bit 439. 



Risiko, mittleres 416; einer einseinen j Sierblichkeitsverhftltnis, seine Stabilit&t 



Versicherang bei deren Beginn 422— 
426; nach ll^ngerem Bestände 427— 
428; ftir ein Jahr 429—480. 

Rückkauf 398. 

Rückkaufswert 399— 4C»0. 

RückTcrsichernng 384 

tSati von de Morgan 276. 
Sätse über Gesamtheiten von Lebenden 
und Gtestorbenen 96—98. 

— von Tchebycheff 430. 434. 

Schaden reserve 381. 

Schwankungskomponente einer statisti- 
schen Wahrscheinlichkeit, anwesent- 
lich c 44; physische 46. 

SelbstauBlesc 122. 166. 
Selektionszählung 145—146. 160—161. 
SelekfcUfebi 130. 250. 256. 
Sicherheitskoeffisient 438. 
Simpsonsche Regel für Yerbindirngsrenten 

276. 
Sozialversicherung 226. 232. 235. 348— 

367. 
Spannrahmen 17. 
Sparpr&mie 381—383. 386. 
Stabilität einer llassenersoheinung 42. 

46—47. 227. 
Stabiltät eines Versicherungsnntemeh- 

mens 489; ihr Grad 440. 
Statistik, mathemiktische 1; analytische, 

graphische 90. 
Statistische GeHamtheiten 92. 

— Zahlen 1. 

— Zahlenreihen 1 ; ihre analytische Dar- 
stellung 21. 

Steigerungen der Inralidearenten 369; 

der Altersrenten 362. 
Sterbegeld in der Pensionsversicherung 

317. 
Sterblichkeit, ihre zeitliche Veränderoug 

164; Abhängigkeit von der Versiehe- 

ruagsdauer 165. 



58; unter Versicherten 60; zentrales 
83. 85. 

Sterbensdichtigkeit 95. 

Sterbenswahrscheinlichkeit 81—82; der 
Aktiven 208. 210; der Invaliden 208. 210. 

Sterbepnnkt 131. 

Sterbetafel 89; einer Generation *10f. 
108; gleichieitig Lebender 1Q7— 108. 

— ^ eines gemischten Bestandes 216. 

Sterbetafeln aus bevölkerungsstatisti- 
schem Material 103; deutsche 111. lY; 
pireaßische, schweizerische, französi* 
sehe, englisehe 117; niederländische 
118. 

— fttr Versicherte 125. 228; Aggregat- 
tafeln 128; abgesintzte 129; Selekt- 
tafeln 130; zweifach abgestutzte ISO; 
für Rentner 141—142; für Todesfall- 
versicherte 14!^— 144. 

— von Brune, Deparcieux, Helm, 
Semmler 141. 230; Beamtenvereins- 
tafsl 142 ; der sächsischen Altersrenten- 
bank 141; des Anker 142; der Assi- 
curazioni generali 142, deutsche für 
Rentner 142; französische für Rentner 

142. für Versicherte 143; Gothaer Ta- 
fel 142; Leipziger Tafel 142; der 17 
englischen Gesellschaften 143; 230; 
der 20 brittscheu Gesellschaften 143. 
230. yjll; der 30 ameriJcanischen Ge- 
seUsehaften 143; der 23 deutschen 
Gesellschaften 143. 150—155. 280. V; 
der 4 französischen Gesellschaften 143; 
230; der 60 britischen Gesellschaften 

143. 155—159. 230. VI; österreichische 
und österreichisch-ungarische 148 — 

144. 159-162. Vn— Vlla. 
Summen der diskontierten Zahlen der 

Lebenden 244; der Toten 255. 

Tafelausgleichung s. Ausgleichung. 
Tarifprämie s. Bruttoprämie. 

30* 
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Saehregifter. 



Teilinviaiditftt i04. 

Terme fize-Verneherong S69. 

Text Book 17i. 

Todei&aiTenichfnuig 128. 168. UO; 
labonalftiigliche 851-- 168; »nlgeieho- 
bona und temporftie 168; nuriAble S66; 
ttof Gnmd einer SelekÜAfel t66 ; miier- 
jfthrig lahlbM» 871; lofort nach dem 
Tode sahlbMe 878; auf dat klinefiie 
Leben 887; auf daf lingafte iweier 
Leben 889. 

Todeninachea 8; allgemeine nad indi- 
viduelle 79; bei Venicberfeen 148. 

T(>tUche UnfUle, 8tabiUt&t ihm Auf- 
trefeena 68. 

Typen Ton Haofigkeiidnirfen 86. 89. 

l>piMher Mittelwert 66; seine Fedietelr 
long 67. 

lypieehe Wahrsebeinlicheit mit norma- 
ler Diapenion 86; mit fibemormaler 
41. 48. 



Übedebenadiehtigkeit 96. 

Überlebenarente, gegenaeitige 888; ein- 
aeitige 888. 

Überlebensfertiehemng, gegenaeitige 
888; anfgeachobene und kiuie 888— 
889. 894; einaeitige 890. 

Überaterblichkeit 888. 

UmlageverfUiren 860. 

Umwandlong in eine p:Amienfreie Ver- 
aicherang 401. 

UnfailainTalidit&t 804. 

ünfiülToraidierDng 888. 

Unteij81irige Pribniensahlang 886. 

ünternormale Diapcnion 46. 

Untenterblichkeit 8:^8. 

Terftnderiiehe Prämien' 888. 

Yerbindnngarente, im engeren Sinne 874; 
bia m einem apftteren Tode 880; anf- 
geachobene, temporftre, nnteij&hrig 
flUlige 884—886. 

Yerhältnissahlen 6; homologe 10. 

Yermehrongafyctor 106. 866. 

Veraichenmg mit beatimmter Verfidlaeit 
869. 

Teraichenmgflbedingiuigen 898. 



Yerneheningadaoer, ihr Einflnft anf die 

Sterblichkeit 184. 166; ihre MoMung 

168. 
Yeniehernngafall 386. 
Yeraicherangagetch&ft, seine allgemeine 

Kennieichiaang 819. 
Yezaicherongakombination^hrEinflafiaQf 

die SterbUchkeit 188. 
Yerdcheronganehmer 886. 819. 
Yereichernn ga v ertf agigeaetie 898. 
YeniehenmgaYerhftltnia 886. 
Yenichernngavertrag 886. 819; seine ge- 

setsliche Begelnng 898. 
Yeraicherongazweek 886. 
Yeninsnng, einfiM^e, anaammen g ese tate 

836; kontinaierliche 887. 
Yeninsangsintensitftt 888. 
Yollinvalidität S04. 
Yorschflssige Leibrente 84H. 

Wahrscheinliche Lebensdaner 88. 
Wahracheinliehkeit, ataüatische 6. 8; 

Grenzen einer solchen nnd sngehQrige 

Wahrscheinlichkeit 9; typiache, mit 

normaler Diaperaion 36. 89. 
Waiaenrente 897. 
Wittateinaehe Sterblichkeitsformel 

178. 
Witwenrente 897. 

Zahlen, absofaite nnd relative 2. 16. 
Zfthleinheit 144; Police 144; Person, 

Geldeinheit, Anslese 145—146 
Zfthlkacte 147^149. 
Zeitbestimmongen bei der Beobachtung 

Yeiaicherter 134. 168. 
Zeitkoordinaten 91. 
Zeitmoment in der Sterblichkeitameaaong 

80. 
Zeitcente 840. 847. 
Zeitwert einer Police 370. 
Zentralwert 17. 
Zillmerache Methode der Prämien- 

reservebeiechnnng 389. 
Zinsfuß, effektiver und rechnungamäBiger 

888. 886; nomineller 888. 
Zuschlag 380. 
Zweiflach abgestufte Sterbetafebi 130. 831. 
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Alienburger, J. 186. 

Baily, F. 844. 

Burei, O 844. 

Becker, K. 98. 108. 

Behm, 6. 808. 809. 

Bentiien, H. 818. 816—817. 

ßienaym^ 86. 

BiMcbke, E. 64. 99. 101. 102. 106. 138. 

169. 186. 199. 808. 807. 817. 881—888. 

889. 867. 868. 
Bohlnuum, (k. 60. 887. 888. 844. 888. 

877. 888. 418. 416. 418. 480. 440. 
Böhmer, P, & 887. 
Borlkiewics, L. ▼. 81. 86. 88—89. 41. 48. 

46. 64. 77. 384. 
Broggi, U. 887. 
Bmne 141. 187. 

CanteUi, F. P. 30. 171. 
Col^janni, N. 80. 
(yoomoi, A. A. 36. 
Czaber, E. 106. 171-178. 

Dayiee, G. 876. 888. 

Dawion 898. 

De Moivre, A. 171. 

De Morgan, A. 876. 888. 

Depareienz, A. 141. 

Dormoy, E. 39. 

Dnrrer 117. 

Edgeworih 81. 
Eggenberger, J. 814. 
Engelbreeht^ 6. 889. 898. 
EMcher, F. 69. 

Enler, L. 106. 866. 
Fanr 178. 

Firk9 117. 

Fredholm, J. 186. 400. 

OoldMhmidt, L. 881. 8U. 
Oompeztz, B. 171—178. 
Qrai; J. 188. 



Halles, E. 89. 

Hardy, 6. F. 174. 179. 808. 

Ha*tondorff, K. 418. 480. 

Hantdorff; F. 488. 

Helm 141. 

Hii^iam 817. 

HOckner, G. 148. 146. 808. 881. 889. 898 

bis 398. 
Hanter, A. 480. 

Kaan, J. (sen.) 199. 

Kaan, J. (jnn.) 868. 

Kammann, W. 66. 

Kanner, M. 888. 

Karop, J. 70. 148. 171. 189. 808. 809 

888. 886. 
Kertangoj 148. 
Kiaer, A. N. 81. 
Kihm, C. 818, 816- 817. 819. 
King, G. 174. 198. 
Knapp, G. F. 94-96. 108. 
Kftttner, W. 809. 418. 

Laadr^, G. 400. 
Laplace, P. 8. 8. 18. 

48. 66. 66. 69. 78. 98—94. 106. 
Leiilnn, &. 811. 

Lezifl, W. 6. 8. 86. 88—89. 48. 46. 47. 
Uebetau, P. 889. 
Logophilns (Pftend. fttr G. Höekner) 3H9. 

Makahsm, M. W. 171—178. 
Mayr, L. t. 6. 
MeMda^ia, A. 19. 
Mayer, G. 108. 
Milne, J. 176. 
MOlier, F. 199. 

Ordiaxd, W. 886. 
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Peioh van, A. J. 69. 
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Radfke, P. 440. 

lUhts, J. tl8. 

Riedel, A. 218. S17. 998 

Riem, J. 231. 

Rogh^ £. 144. 163. 

Rommnith, G. 146. 148. 184. 

Samwer, K. 231. 
SchaertUn, G. 117. 189. 
Schronim, R. 363. 
Seramler, B. 141—142. 
Siefiurt, H. 206. 
Simpson, Th. 244. 276. 
Spngiie 13a 198. 



; Tauber, A. 174. 418. 440. 
Tdiet^yoheir, P. F. 430. 
j Tetens, J. 5. 244. 
: Timerding, U. 47. 64. 

j Tfchuprow, A. 12. 41. 42. 46—47. 64. 

Wagnec K. 414. 
Wiegand, A. 209. 
WiUcox, W. F. 32. 
Wirtinger, W. 186. 

Wittotein, Th. 137. 172. 178. 186. 208. 
217. 

Woolhouae, W. S. 187. 191. 217. 
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! Zettner, 6 95. 107. 110. 138. 209. 
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